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ПЛОИАДИ шоготгольшшв 

Предисловие 

При выполнении заданий тю этой томе обратите особое внима¬ 
ние на оформление решений. 

Бое основные соотношения между элементами Фигуры, на которых 
основано решение (параллельность* равенство и т.п.' ? все вспомо¬ 
гательные построения должны быть ясно и кратко обоснованы. При 
этом надо ссылаться либо ка теоремы школьного учебника, либо на 
ранее встречавшиеся в тексте задачи (доказывая, что выполнены ус¬ 
ловия этих теорем или задач'. 

К некоторым задачам в тексте даны указания. В них, как пра¬ 
вило, описываются дополнительные построения или наводящие сообра-. 
женин, помогающие решить задачу, ^акты, приводимые в этих указа¬ 
ниях, также должны быть вами обоснованы, 

Б вще приложения помещена статья Н.Б.Васильева '“Вокруг Фор¬ 
мулы Пика” ("Квант*, * ІЕ, 1974г.'. 9 т о - необязательный материал, 
предназначенный для тех, у кого хватит терпения и настойчивости 
разобраться в довольно трудном, но интересном материале ш по,думать 
над решением задач, близких к олшшщцньпѵи 

Б конгѳ помещены контрольные задания. 

. 

В в е д е н и е 

Здесь собраны некоторые задачи, связанные с понятием площа¬ 
ди многоугольника. Мы не будем определять, что называется площадью 
многоугольника, а опишем это понятие, перечислив те его свойства, 
которые нам нужны. 

А-Т. Площадь многоугольника - положительное число. 

А-2. Площади конгруэнтных многоугольников равны. 

А-3. Если многоугольник разрезан на несколько частей, 
то его площадь равна сумме площадей этих чаете*. 

А-4. Площадь треугольника равна половине произведения 
длины его основания на длину его высоты. (Едини¬ 
цу масштаба мы считаем заданной; можно показать, 
что это произведение не зависит от того, какую 
именно сторону и соответствующую ей высоту мы 
возьмем'. 

Буква "А” выбрана нами потому, что с неё начинается слово "Аксиома 



ѵЖ 

Шг 



разрез аем ш 


,3 приведенных четырех свойств 

теорема о площадях многоугольников. Р треугольники (дока- 

Так как любой лШѵо шотѵо , 

жите это}'., то мн сможем теперь вычисли 

льника.* Наир^ е Р * 


площадь параграмма равна произведению длины его основания 
йй ^шьТршіГши равна произведению полусумме оснований на 


Ч. 

думайте, как доказать зти теоремы (вывести их из наших ак¬ 
сиом -АІ - А4'. 


».„« Лоомѵлу дал вычисления площади 

Мы сейчас докажем еще одну тоущлу ѵ 


трап еции. тнна произведению одной из боковых 

П>і7| Площадь трапеции равна про середины дру- 

СТ орг« длину перпендикуляра, опущенного на нее 

ГОЙ боковой стороны. _ Д0ННая трапеция ((Й»)П (ВО), 

П У С ™ Дерпендикуляр. опущенный 

К - середина стороны и - ^ Пр0В едем чере.> точку 

точки К на прямую М (ом рио.Ь. гр & Д д р _ точки 

к щда партия»»» -Р™>* ^ /ндащиогряш РбМР 

«В яересечеявя а прмшя К ■ „~тжиж ИККР являет-* 
равновелик данной трапеции, ч< < к . нг ™ ЭН тен треугольнику 

с. «.я них о»,», а ТРЧ~Ш- ^ 

"*> , • ;:л;м» ■*—— - 

частѳ • ' , ІН00Т у ІКНІ , утверждение доказано, 

основания \ЙЫ на ..-ь*> -1 (более Нормально' 

Замечани е. Последний абзац решения можно ^ооле 


записать так. „ + с' 

&А6НР'&ШКР > » 

с * , 0 (по построению) , 


нГдоказываетоя и считается очевидным. 

и просто И "основание^ . 

"бнсотя”, и т.д. 





д пря ** & ѵічн (по стороне и двум ^йдвжащим 

углам'', 1 д ;: ;& 

поэтов $а№ ”$&<*« * следовательно Амс# "*.$**** ' 

дальше в тексте приводятся задачи, которые мы сс&етуем а 
решать подряд. В каждом параграфе они расположен в ^ 

таком порядке, что решения предыдущих задач помогают ^8ТЬ^ 
ттмше Некоторые из этих задач сопровождаются указаньями »* 

<к» и. «»«*» •« *»■»«?. 

Впрочем не обязательно в точности следовать этим указаниям, за 
^ могут допускать и другие решения, ничуть не хуже тѳх.которы 
іы имели в виду. В некоторых местах Вы найдете замечания общего 
характера, которые помогут Вам в решении задач. 

Г Ш в тргамот *«»|»«««> 

йѣ , соединена с вершивши С и Я) • 
да площади треугольника КСЮ к площади трапеции. 

ГГТІ Через точку, взятую на диагонали ЯС. параллелограмм 
_ 5Ц яр)»».»» V». пярвллельвкѳ „о сторшш. Дам* 

— ». ««к »ар«.«.огр»»а. Д» ».«и 

* . Докажете, что два других равно- 

ВеЛИК укаэьпие . Воспользуйтесь тем, что диагональ делит параллело¬ 
грамм на два конгруэнтных треугольника, 
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__ ПГ0 четырехугольника прове- 

гт Через каждую вершину (рке . 2 >. Докажите. что 

денГп^.аЯ| параллельная ег0 ^ вдвое больше четыреадгода- 

^ 0ЧН ° 

МОЖНО не доказывать'. 


лзз ***». 

Г== м „ — 

Г^ТЛ а' Произвольная точкаМ . ^^оѵо четырехуголь- 

но-сйиметрично Г^^^оГ^ются вершинами нового^ 

ника /Г0С« • ^"; ѳ его вид и найдите отношение его пло 

четырех:-ольнша пР л ь КИК а Я ВСЮ , ^ после 

щади к площади четыр ху ( сМ .задачу І-ьа- . чт „ 

б 1 » Где надо взять точкуГ Я ко „ ором говорится в зада л 

отражений получить параллелогр 
1 - 4 ? 


«сильного восьмиугольника равна. 
ЩЗ Докажите что да его диагоналей. 

произведению наибольшей и паи ^ 

І ^з Ш е. Взгляните ‘ - двнн четыре отрезка 

ПДаІ в параллелограмме ЯЬЬа _ г сЯ ] . вершина в 

( с м.рис.О*, вершина В “ едине ” » - о сереД ^* 

- с серединой «*Р«* *- . Докажите 

лд вершина С " . № «^тисьмя отрезками* *" Р 

что четвреугольник. ^ рл о меньше площади Данного 

лелограмм и что его площадь в пя а Р ^ е> как яз девяти 

параллелограмма. (Поомотрев , сложить пять 

частей, на которые разреза 

«ч»*»» мяеттот ,в .с •’»»; 

грП ТТа сторонах угла А пересекающая сторон 

л Г ѵгла в точках тѵ и » •гпеѵіюльника 3 

Аѣ и * ^ больше площади треуголъ» 

площадь треугольника данную точку К В ^’ Р " * 

р«™» »»«>“ ет " ”^„«,1»»™» « П» ч»’™"™ 

«о» ,г.» *» » 

ще й возможно» ллощадя. іка» 


_ «оторые нам встречались .можно 

8 вр, “"’" е 

было обойтись приемом Р»Р~ 


когда нужно доказать равенство 

приемом можно пользоваться всегда. 
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площадей двух м ногоугольников; ве рна такая теорема; 

Если две многоугольника равновелики» то один из них 
можно разрезать на части, из ;:оторнх составляется другой много- 

Эта теорема доказывается не очень сложно (вк монете познако¬ 
миться с её доказательством, например, по книге З.Г.Болтянского 
•Равновеликие и равносоставленные фигуры" из 22 выпуска серии 
"Популярные лекции по математике"'. 


§ 2 . 


из аксиом. 


Практически для того, чтобы установить равенство или найти ^ 
отношение площадей, вовсе не обязательно "разрезать и складывать . 
Например, очень часто бывает удобно сравнивать площади ж.--., а .ре- 
угольников, пользуясь Формулой А-4. № сейчас приведем некоторые 

очевидные, но вал ше следствия из А-4. _—-- 

С-1* Если вершину треугольника передвигать по прямой, парал¬ 
лельной его основанию, то его площадь при этом не меняется (см е 
рио.5, там треугольники Ш к ЯВЯ имеют общее основание ЙВ 
ш конгруэнтные высоты, опущенные на это основание^._ 




Рис.5 


Рис.6 


[рг.\ Пусть О - точка пересечения отрезков [ЯС] и [В 4 ®] 
(см.рис.бѴ Докажите, что для того, чтобы площади треугольников 
$08 и ЪОС были равны, необходимо и достаточно, чтобы прямые 
ВС и Й% бели параллельны. 

Замечание . Для того, чтобы решить эту задачу, нужно доказать 
два утверждения: (1^ - если прямые ВС и ЙѢ параллаяьны , то 
площади треугольников Я О В и $ ОС равны, (2^ - если площади 
треугольников $0В и <&ОС равны* то прямые ВС и ЙЪ параллельны, 




г'.ц'ч --Ѵ: .я,.Г 


+ ~Г-' 




- б - 

я _ ачать утгегадвние: "Для того, чтобы выпел- 

ГГ г~ 

4»“’* ™* (и,Да КИОТО оло< чимюдав 

«' . -оол. «но В.» «■» * ; т "Г , тояо-. и. 

и достаточно" употребляют слова 
"утверждения А и В эквивалентны ЖРУ 1 ДР і . • 

; „ , адтышхтоольяш является карал- 

Докалите* что выпукл^ диагоЯ алей ■ 

яеяограмйом тогда и только тогда, коте катая из Д 

Делит «го площадь пополам._ меітяшм образом. 

Утверждение С-І «о*®> перѳфородднров^слеи^™ —^-— 

——■———— Мал^стро точек М тек их, что 

СЛ.' Пусть лея отрезок йЗ • Множество то . і 

площадь треугольника л^ 1) 5 ипкомишеся от него на раостоя- 

нрймнѳ, параллельные отрезку № я находящиеся него 

ида А- и г %ш\ ^ см * ’ Г ' ^ * __-_ 

1 - докаеать“с-І , надо доказать две 

«И». **> 5 Л ..-5 • » «**>*« “ 

„ор.т: а. «Л"- _ , щит ЩШ* 

Г^ЗГТ. ^ 5 -—- — — р!ЯЯл • 





Рнс I 


Р«с 9 


т »«• » »«* •»™~ * 

К рои » __—-—-—--- ~ "ГГвч 

п»я доказательства заметим, что треугольники Я&С и 
Для доказателен» пп *ч. 0 мт отношение их моща- 

(см.рис. 8 ' имеют общую высоту ВН . поетоод отнрш ^ ^ 

^вй р&вио отношению оснований &а$с А 

Запишем важные частные случаи 0-2 ■ 
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Медиана делят треугольніж на две равновеликие части. 

Биссектриса угла треугольника, заключенная между его'отор’ьГ 

ншш ■& и в , делит его на два треуголвкша, площади которых 
относятся как а ; 6 , 

Из С-2 следует более общее соотношение $ 

~ С-5# Если два треугольника имеют о'ТщяЙ угол, то" их шшщщш 

^относятся, как произве д ения сторон, этот угол, | Зто следует 

из того, что (ем.рис.94 ~ > 

$ лес • 8 аѣ^ * І5сі ^ \е>%\ у 

5 А0Я> : 5евя> а I Яг81 : I€ в | > 
поэтому : $г ВХ> - ІМіі с І. 


В частности, тлеет место следующее утверждение: 

Если два треугольника подобны и стороны одного из них в Н 
раз больше соответствующих сторон дорого* то его площадь в К й 
раз больше площади второго. 

В следующих задачах решение основано как раз на этих сооб¬ 
ражениях: сравнении площадей треугольников, у которых равны по 
величине' или основания, или высоты, или утлы. Постарайтесь в этих 
задачах на^ти самый простой и красивый путь решения. 

[2-ЗТ] Пусть диагонали выпуклого четырехугольника делят его 
на четыре треугольника, площади которых равны Д, 8 ё/ 8 3 ^ 8? 
соответственно (см.рис.ТО). Докажите, что 8, $з * 5^8 Ѵ 

МіШ. Используя С-2, легко доказать, что т 5а 

(те, что ), 

12-4 Л Точка і% лежит на стороне ВС треугольника Я ВС , а 
точкам * на его стороне Йб , причем отрезки ////, и СС, 
пересекаются о точке 0 (см.рис.Ц), Пусть площади треугольников 

й(ОС і СОЙ и ЯОС, равны 5} , 8% ш 8$ соответственно. Най¬ 
дите площади треугольника 4,ЛС/ . 

Найдя площадь треугольника й { ОС ч (см.задачу 2-3) 
и используя 0-2, легко получить, что 

„ ф>сс, 

8аа,сі Вс ,са 



~2~54 Площади треугольников, образованных отрезками диаго- 
налей трапепии с ев основаниями, щвны 5, и • Найдите пло¬ 
щадь трапепии. 

~2Ж\ Через точку, взятую внутри треугольника, проведены три 
прямые, параллельные его сторонам. Эти прямые делят треугольник 
на 6 частей, три из которых - треугольники о площадями Р, , 8^ 
ж Д . Найдите площадь исходного треугольника. 

Г^РтТ) Две прямые делят каждую из двух противоположных сторон 
выпуклого четырехугольника на три конгруэнтные части (см,рис,12). 
Докажите, что между этими пртшмш заключена 1/3 часть площади 
четырехугольника. 

Замечание. Верно и более общее утверждение* Пусть п~і 
прямых делят кэзэдрт из двух противоположных сторон выпуклого че- 
тырехугольяшЕ нг /г конгруэнтных частей. Тогда они разбивают 
данный четырехугольник на /1 четырехугольников, площади которых 
образуют ариі!ш?ичеокую прогрессию, 

[2-84Прямая, параллельная диагонали ЙС четырехугольника 
#ВС%> и проходящая через середину его диагонали В%> , пере- 
секает сторону й& ' в точке Е . Докажите, что прямая €€ 
делит площадь четырехугольника ШСЪ пополам, 

ЙЬ&эщше. Проведите медианы треугольников $СЪ и Вйѣ из 
вершш С ж 3 соответственно. 

2-9. ] Через середину каядой. джагонаж выпуклого четырехуголъ 
ника проведена прямая* параллельная другой его диагонали. Точка* 











пересечения этих прямых соединена отрезками с серединами сторон 
четырехугольника; Докажите* что эти четыре отрезка делят четырех - 
угольник на четыре равновеликие части. 

Указание. , Сделайте крупный чертеж. Пусть дан четырехугольник 
ЛВСІ) . Обозначим середшш сторон ЙВ , ВС ^ 
через М^Р^К соответственно, а середину диагонали .Ж* - через 
/У . Чтобы доказать, что площадь одного та полученных четырех* 
угольников, например, МОКА , равна 1/4 площади всего четырѳх- 
угольника /?6СЮ , заметьте, что четырехугольниками МОКА и МИКА 
равновелики С О * точка пересечения проведенных прямых, параллель¬ 
ных диагоналям). 

( 2тіЩ Пусть И т Ь - середины сторон ЙВ ш СЮ выпуклого 
четырехугольника ЙѢСѢ > отрезки С ЬК ж АІ пересекаются в 
точке Р , отрезки СК и ■ Ві - в точке О . Докажите, 
что суша площадей треугольников ДРЮ ж В ОС равна шющади четы¬ 
рехугольника Рі.$і (рис. 13). 

^ І2-1ІІ В трапеции МС& (6С)#(Щ , И&і ■ 57 см, ]5€| ®38сйа, 
ВА^ * в0°, Е і Е - еѳредшш сторон вс и соотввтет- 

ваше, Шгощадь тралении равна 180 ом^. Пусть отрезки А в и ВР, 
пересекаются в точке М , а [&&] ж ( г РС] * в точке // • 
Найдите площадь четырехугольника ЕМЕй * Поймайте, кшш из 
данных ато^ задачи можно отбросить так, чтобы при этом не изме¬ 
нился ответ. 

(2*12 2 Внутри треугольника АВС лежит точка А| • Докажите, 
что площади треугольников ЯВМ ш СВЭД рашы тогда и только 
тоща, когда точка А1 находится на медиане 8 К . 

Решение/ Если точка АІ находится на медіана В К , то 

$йёк “ $ сек * »^АМХ * 5о\К. ш поэтому Здьи ~ 5сьм 

В одну сторону утверждение задачи доказано. Осталось доказать 

обратное з если - «5 сен * точка М лежит на 

медиане ВК , Предположим, что М не лежит на [В к] . Тогда 
один из отрезков . МА или МС і шресекает [ВК] * Пусть 
это будет [МС] (если медиану пересекает отрезок МД , то 
рассужг'ше аналогично), и пусть ВІ - точка пересечения [МС] 
и [ВК] * Тогда (см.риеЛ4) 5 а#м < 5 а&д' * посколь¬ 
ку треугольник ЙВМ лежит внутри треугольника , 

$сзм > ♦ поскольку треугольник СѲ V лежит внутри 

треугольника С&М . Но {ме.У - $ сяУ - ведь точка Ы 
лежит на медиане, поэтому $ мм ~ $с ем • По мы предполо¬ 




жили. что 




Получили противоречие, Задача пол 



И00те Псдаа*те, как о её помощью реши* следующую задачу, перек- 
лшшвдуюся о задачей 2-9. 

Г ЪЩ Докажите. что воли внутри, ветаре^гешьника ш«де- 

ся т55Гточка 0 , что отрезки О А , 03 

келят его на четире равновеликие части, то тотя бн одна и- дал. . 
нмей четырехугольника ЯВСЯ делят другу» диагональ пополам. 

ГЗІіГІ Сформулируйте и докажите обратную теорему. 

и Д« П»уг«»»« МС • ЯР»"—. ГцТ** " 

за вершину В отрезком. ВР таким, что ІВП-1* / , .... 

охорГ, * ««-* Л ,» 

|КС|= |6С.| . Во сколько раз площадь треугольника РКП бетъ 

площади треугольника АВС ? « ' 

Укачанпе. іоедините точки В и Л . * * •». 

ГОбІ сформулируйте задачу, аналогичную предыдущей*,^ 

„Дам“рі« -.«-«*• - «* — г'”/-*- 

Б нескольких следующих задачах 8н уввдкте, ктх г щт^т- 
площади, можно доказывать различные соотношения в геометричеед 

фигурах, / - 

ГГт 7 І /Покажите, что в равнобедренном треуголрн^уш™» 
расстояний от любо» точки основания до боковых, сторон І*яна » н ‘ 
ооте треугольника, опущенной на его боковую сторону. і;гі . 

Ре^ше. Пусть боковая сторона данного треугольника у т* а 
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высота, опущенная на неб- Д, , .расстояния от произвольной точки 
М на основания до боковых сторон - 4 ^ я /ъг. (ряс, 15 

Сведшим торосу М с вершине# треугольника. При этом си ра¬ 
зобьется на два треугольника, площади которых равны а/ ^г/р 

ь ^ ь */2 • Но в сумме эти плошади составляют плоиадъ всего 

исходного треугольника, равную то есть а А <+* 1 іА 

откуда А, + А 2 * Д . 5 « 2 ' 2 * 

Докажите, что сумма расстояний от произвольно# іФчки^е 
жѳщей внутри правильного треугольника или на его Гранине, до его 
сторон равна высоте треугольника.* 

Докажите| что сумма расстояний от произвольной точки-, 
взятой внутри неравностороннего треугольника, до его сторон за¬ 
ключена между наибольшей и наименьшей из его высот. (Сравните с 
задаче# 2-18 ), 

[~2-ЗС ѵ Докажите, что площадь многоугольника, описанного около 
окружности, равна половшее произведения радиуса этой окружности 
на пѳриг-іѳтр многоугольника, (частный случай этой формулы для 
треугольника, описанного около окружности, хорошо известен^, 

^кзз. шиѳ . Соедините центр вписанного круга с вершинами мно¬ 
гоугольника и воспользуйтесь тем, что радиусы, проведенные в точ¬ 
ки касания, являются высотами образовавшихся треугольников 

Прямая дя . делит треугольник ДвС на два тре¬ 
угольника. Докажите, что радиус % круга, вписанного в треуголь¬ 
ник Л8С , меньше суммы радиусов Т, и кругов, вписанных 
соответственно в треугольники ИВЯ л ДСЯ) 

Докажите, что периметры треугольников //СЮ и ЙВ7) 
меньше периметра треугольника ИВ С , ш воспользуйтесь *ерму- 

40 выражающей площадь треугольника через радиус вписанного кру¬ 
га и периметр. 

1 2 - 22 ^ Пусть Ъ - радиус круга, вписанного в треугольник 

Ал, & Ас - его высоты, опущенные на стороны а , в ,С 

соответственно. Докажите, что 4 + 4~ + 4- 

г Ьа. Ц 

можно доказать и более общую теорему: сумма рас- 
стояни от произвольной точки, лежащей внутри правильного н> — 
угольника или на его граните, до его сторон 1 равна апофеме умно- 

рашо ^’роенн^^п^ш?! 10 ” Ы ’ травЕЛЫ,0М трёугоякпяке высота 
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4 * _ % (а> г і +с } _ аЛл Щ Мл 

Указание. Воспользуйтесь тем, что ~ 1 — 5 - 1 ~ а л “ Я 

<$\ в треугольник со сторонами и, в, С вписан полукруг с 
диаметром, лежащим на стороне < 2 . , наевшийся сторон 6 и С * 

Наедите радиус этого полукруга. 

[2^23П Пусть точки Л,, в, ? С ( лежат соответственно на сторо¬ 
нах ВС ' ЯС і Й8> треугольника ЛВС , причем прямые 
/ЗД пересекаются в одной точке О (см.рис. 

І6>„ Обозначим площади треугольников ЙОС { ,^08, ЗОЯ,,И,Ж, СОВ* 9 3,Ш 
через 5 0 § 2 , 5 *, 5^ 5'& соответственно. 


ЦѴ\ 

вГ^ 

Рис. № 


Докажите 

, что 



а> $,• &з 

•За- “ 

5 8 • 5у - 5, > 

(0 

а) 

кт 

\ВП(\ . 
\й,с\ 

Ш з1 . 

\&,т 1 * 

(2) 

(теорема 

Певн'. 



в) I е6 *. 1 + 

ІСА|| 

„ іеоі . 

0) 

ів.а! 

|А,6| 

іоси 

|ЛМ. 

, ІЯВ.І 

ІАОІ , 

О) 

|С, 6 І 

|В,СІ 

" |0А,\ ’ 

ЬС|1 

, ІМі‘ 

-'!»' ■ , 

(§) 

С.АІ 

іа, а 

' (овИ ' 


(теорема ВаіьОбеяя^; 


іойі\ . Іова ^ іоса в 1 ( 6 ) 

ѵ> |АЙ ( \ 1вй,1 |СС,| 

, |Ж>» . І60І . ІСЙІ _ о . (*) 

ГЯЙА ^ ЮИ 

Доказательство,, С помощью С - ? получаем - | --у - 

, откуда Ш(И %(к+к)рЗ і (5 і 'Ь'Ш 


Б в,ос » откуда $ 3 + $у+5 5 4 


Анвлогвчно получаем соотношения: 

Ѵ$а + 4 5, 


Л. 

$**$«, * 4 

5і + Б г ч = 

5у + $<- ч В ь 


или 


ИЛИ 5|(% + 2і,) " 4(^5 * 4) С 4 » 

^ Зу (5, 4,5^ оо 


Перемножив почленно рвенства (8^,(9\(І0Ч получим: 

5,-4-Бу - 4 ^-4 

й 1 » Перемножаь почленно равенства И С -іі е 8: ; = 4 . 

ІСіВІ 8 3 ' И,С| Зу’ 






ІЯ 


(свд $ 

- 3 2 Г (см. решение л. &■ это'» задачи' .получил: 

мс;!. івм. Мі! &.-5ѵ5 У 

, ,с,в ! ІАіСІ 16, АI * З г • 5<і • $, " 1 

імн здось воспользовались равенством (;і1. 

. ^ Л 


. в'. Из С-2 имеем * -!?-М± » $$ +$ & 

І 0 С.І $ А0С , 5 , 


00 


Поскольку [Сбгі = | СД) \ « 

/біАІ Л 6 |А, В) * ^7 

- ^5 5у . $5-3, +5 •< 

ІМІ Ц 10 | 

Ж с ( Ы . Л 


* то 



. г г 

5 а ’&с 


~ с ? |>< - = = Д^ 4 


*% * 


1*01 


&І (Л *) Зі 2а 


(**•) Н*«1 (ври переходе (*) га вопольэовшшсь равенством (іі 
при переходе <**) - равенством (Ю\ при переходе {*»,) 

равенством ЙіЬ, 

Таким образом, равенство (3) доказано. Аналогично доказывают¬ 
ся равенства (4' и (5>. 

?■" Преобразуем левую часть (6': 

М-і + >°6іІ + І0С,1 _ і _ { ^ 

ІАА,| (Ь6,| |СС,| = іаА.І 4 166.' * ІссГГ * 

ГоЛ.і Ьа,| |ос,| 

„-І - +_I- +_1 __ _ і 1 < 

іоа,і-»|ао) 12 &ІИІ2 1 юс,і»|ос( " . + )Аіоі' + 1601 + , , іт 7„„ „ ,. 

І°АИ ІОЬ,І | ОС,I ЮАИ 108,1 * І0С.І ( ’ ^ 

«- 1 _- ж _ А _ . і 

1+ ІМіі+ІМіІ , * Ші + Ш ,7 ІС8.І . ІСА.І • 

ІС ' в ' »' С ' МІ |А,Сі Тмі + ]аІвІ 

Заметим, что в знаменателях трех подученных дробей стоят отноше- 
иия тех же отрезков, что и в равенстве (2\ 

Обозначим через ы (84 і 

ісМ ,С|В < (А|С| ЧѲрез Р •• 

Щ'ді “ чере9 у • Тогда соотношение (2> запишется так: 

і, ^ дальше левую часть (в) 9 получим: 


- через $ 
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< . 1 _. I __Х_. л _«-!__> + 

і+д+ у# <*■&+$ ~Т*77Т/р~Шчр н'М+р Т+Щ+У$ шыр 

+тѣсЪ}А' Г&/ Д У = 1 •, 

Таким образом формула (6^ доказана. 

д> Формула (7^ легко получается из (8Ѵ, Докажите это само¬ 
стоятельно. 

Сфор^лируем теперь теорему , обратную к теореме Чѳвн: если 

точки Йі , 5(, С{ лежат соответственно на сторонах ВС Л ас Ад 
треугольника ЯбС , причем выполнено соотношение (2) задачи 
2-23, то прямые ДА, } ьЬ» ч СО, пересекаются в одной 

точке (эти прямые называются к чевиш8Ш* ѵ треугольника? * Докажем 
яту теорему. 

Предположим, что утверждение теорема нев рно, т.е 0 прямая 
СС| не проходит через точку О пересечения прямых ДА, 
и ВЪ* (емп рис .17^. Пусть прямая ОС: пересекает сторону 
ЯЗ: в точке « Тогда для точек Й { ,В ( , С а выполнены усло¬ 
вия теоремы Чеви, поэтому 

\АСД _ 1 вА^- |СВЛ_ _ , 

"|С 4 вГ ІА.сГ |В, АI 1 ; О) 


Но по условию 


| АСД ^41 ’ > С6 «І _ I 

ІС,вІ ' |А,сГ ІМІ 


Приравнивая левые части (I) и (2), получим; " "|7б\ ’ 

откуда следует, что точки и Су совпадают. Мы иолучми про* 
тиворечиѳ о исходным предположением, поэтому теорема доказана. 

Г 2 Г 24 Л Докажите, что медианы треугольника пересекаются в 
одной точке. 

(С Докажите, что биссектрисы трвуголъкшіа пересекаются в 
одно^ точке. 

Указание, воспользуйтесь теоремой, обратной к теореме Чевы. 

. ; 6а 



Рис ІТ 


Рис 46 
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Рис.О , Рмс.20 


* 3, Болеѳ_ с^н^^адачи. 

[3-гЗ На продолжения стороны &с выпуклого четырехуголь¬ 
ника ЙВСл/ наедите такую точку 0 , чтобы площадь четырех¬ 

угольника АВС4 ровнялась площади треугольника А 80 
(эта задача помогает превратить любой выпуклы* многоугольник в 
равновеликий ему е но имещи* на одну сторону меньше V* Подумайте, 
как это сделать\ 

Указание. Проведите через точку 9) прямую, параллельную 
Дйагонали^’д’с .-Всегда ли задача имеет решение ? Всегда ли оно 
единственно? 

“ЗЩ В треугольнике ЙВС на медиане 5^ взята точка Я 
таге, чт" І*МІ = Ь’2 • Наедите отношение площадей 

треугольников ЙВ& и ЙВС . 

ГЗ-37| Через середину высоты равнобедренного треугольника 
проведены две прямые, соединяющие её с вершинами основания (см. 
рис.ТВ)* Какую часть площади треугольника составляет каждая из в 
частей, на которые эти две прямые разрезают треугольники? 

Указание. При решении этой задачи удобно использовать те яге 
методы, что и в задаче 3-2. 



І ; М I В выпуклом четное).угольнике последовательно соедине- 
КН сейгшн соееднит сторон. Наедите отношение площадей получен- 

кого и исходного чѳтіфехугрлыіика. 

у к азарие. Проведите диагонали данного чеытерхугольншш и 
определите вид полученного четырехугольника, воспользовавшись 
свойством соедней линии треугольника. 

' ПрП Докажите, что если два выщташх четырехугольника 
расположены так» что середины их сторон совпадают, іо их пдоща 
ди равны (ом.рис.19 й 


[З-^Д Точки р ^ ц расположены соответственно на сторо¬ 
нах 'ЮГ' вс СЛ треугольника ЙВС так, что 

і»--і , 

щзд ь пмпшаю ИМ . отршпичого чыя > «. 

9 если площадь треугольника ЙВС равна » 


Кг/ I На сторонах, выпуклого четырехугольника $$С% взяты 
точки М, ъ X, Н так, что М М И МВ 1 - > 1 8 РІ ' 1 ? с ! * 1 ' > 

;СКі ; \М\ * 4*5 , |«НІ I |ИАІ** *.,\8 . 

Найдите отношение площади шестиугольника МВРКЯЖ к площади 
четырехугольника ДМ . Подумайте, при любых ли отношениях 
Iди\ к )МЗ( , |6РІ к |РСІ и т.д. можно решать #ту задачу? 


указание. Проведите диагональ БЙ) * 

{ІмЦв трапеции МСф ( Шп(Ш) не диагонали АС 

взята точка Р "и через нее проведена прчмая (М/Ѵ) И ГАВ) 

( К лежит на (А%) , N ™ ке (ВС) ' (ом.рис. 20^, Гд© на ГАС-) 
надо взять точку Й , чтобы сумма площадей треугольников АРМ 
и С ? Й была наименьшей? 


Указание. Докажите, что если Р - точка пересечения дназъ* 
Н але«Т то ~|МРІ * | ?М\ . Выведите^ отсюда, что искомая точка - 

точка пересечения диагоналей. 

[зЗГ.] . Докажите, что если прямая делит квадрат на две 
равновеликие части, то она проходит через его центр. 
б> сформулируйте и докажите обратное утверждение. 

ЛазаниеНе забудьте рассмотреть все случаи? прямая пересекаеі 
смежные стороны квадрата, противоположные стороны, 

вершину/ я т.д. 


(ЗЛЩ Противоположные стороны выпуклого шестиугольна а 
ЯЗСЯЕР параллельны. Докажите, что площадь треугольника 
ЙСе составляет не менее половины шгощади шестиугольника. 
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13-П.| Докажите, что если середину сторон выпуклого много¬ 
угольника последовательно соединить, то площадь полученного много¬ 
угольника составит не менее половины площади исходного,, 

5 4, 


Вес задачи, которые встречались выше, приходилось решать 
чисто геометрически. По Вы знаете, что часто на помощь при решении 
геометрических задач приходит метод координат. Поэтому мы сейчас 
выведем Формулу, выражающую площадь многоугольника через координа¬ 
ты его вершин. 

Нв"лем с самого простого многоугольника - треугольника. Пусть 
дан треугольник АВС , причем координаты точки й * (Ж* ; у,) , 
точки 3 ~ (°Сі; у%) , точки С - (х 3 ; и 3 ) (см.рис.2Т>. Легко 

вететь, ЧТ0 = 5дт + <; вт - 0) < 

Из рис.^і ВИДНО, ”ТО 



$ - \щ 


_ (Х г -ЗС,)(Ц,4 Ц,> 
2 о 


Подставляя наеденные значения площгще^ в правую часть (I), получше 

“ і [(*Г*»ХУ У») л зХуг + йз)♦ (*з-аО(^+у,)] (2 ' 

\*-ъ\ Докажите, что форкдгла (2^ верна для любого расположения 
точек Я, Ь и С на плоскости, а не только такого, как на рис.21, 
рри условии, что обход вершин треугольника А+в^С совершает* 
рд против часовой стрелки, 

?**» Указание. Эту задачу можно решать по разному. Можно отдельно 
рассмотри;ъ вое возможные случаи расположения точек Д В я С в 
различных четвертях, но что очень долго (таких случаев слишком 
многой, разумнее поступить иначе. При любом расположения треуголъ™ 
ника на плоскости рущеетвует (и не один!^ такой параллельный 

перенос | который переводит треугольник ЛВС в треугольник А'В <С' 
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расположенный в I четверти (при этом, конечно, сели обход 

с совершался против часовой стрелки, то и обход 
:~І 9 * С 1 также идет против часовой стрелки). Поэтому если мы 



Рис.24 Рис. 22 


докажем, что при параллельном переносе, треугольника АВС пра¬ 
вая часть (2^ но меняется, задача 8-1 будет решена* Но дчя до¬ 
казательства этого надо записать формулы преобразования коорди¬ 
нат при параллельном переносе и подставить их в правую часть (2). 

'Вот эти Формулы: 

Ч X - ЗС^Ог , • 

Подумайте, как их получить (см*рис.22). 

Г|^ Пусть &0С& - выпуклый четырехугольник, причем обход 

вершин А-*б~>С -+Й совершается против часовой стрелки 

и С^.), (ЗСзіУО, Цѵ) “ координаты вершин 

Я, В, С / Ф соответственно. Докажите, что 

5 ^ласа~ ?1^ ‘ 4 х з)( ЦѵКъЩі ,;1 

Указание. Проведите диагональ четырехугольника и рассмотрите 
площади двух треугольников, на которые эта диагональ разбивает 
ДВС& • Вы увидите, что при сложении площадей этих треугольник*, ъ 
"лишние" слагаемые, соответствующие проведение* 1 диагонали, взаим¬ 
но уничтожаются, так как при обходе треугольников против часовой 
стрелки эта диагональ будет пройдена дважды, но в противоположных 












направлениях (ом.рис. 23^. Вы* наверное, уже поняли, как мож*»о 
вывести %р:<шіу плошади любого выпуклого мгюгогоулъняка. Надо 
внять какую-нибудь его вершин?/ и провести из неё все воэмежные 
диаге§:алн. При этом многоугольна разобьется на треугольники, 
причем, если складывать площддг. этих треугольников, найденные го 
Формуле (2\ все "лиштле" слагаемые взашно уничтожаются, как 
в случае четырехугольника. 

ВІ^ГЛ/**,•*>, (**&), &ЫЯ), ...> (х„;у„) - 

- координаты вершин выпуклого /г ~ угольника, взятых в таком 

порядке, что его о*ход по этим .вершинам происходит против часо¬ 
вой стрелки, то для площади ,5л этого *Ъ - угольника имеет 
мест. 'Тор*4?/ля 

$,» І Г(ігх,хд. + Уа)-н«*- а чх^410 + - Нх*-х>)( <і»+Ц')\ (4 > 

Гсілочшш* Т, Подумаете, почему при выводе Формулы т тре¬ 
бовали, чтобы - угольник (и четырехугольник в задаче 6-&) 
был выпуклым: где мы использовали это условие. На самом деле 
выведенная нами Формула верна и для нѳвгггугишх многоугольников, 
но доказательство её в этом случае несколько сложнее. Белащие 
могут попробовать её вывести. (Нелогичная ситуация: возникает 
при выводе Формулы суммы внутренних углов многоугольника - см. 
школьны^ учебник^ . 

2 . ТТ; т выводе формул (2^ - (4* мы спроектировали вершены 
многоѵоэіьнмкоь на ось О К и получили трапоп.ии с основаниями, 
параялэльннми оси О У . Лоно, что молено было проектировать 
вершина на ось О У , тогда получились бн аналогичные Формулы* 
Выведите их. 


ШР5Т ^ОГГЭТЫ ГОЖА 
Н.Б. Васильев 

Чтобы оценить площадь многоугольника, нарисованного на клетча¬ 
той^ бумаге, достаточно подсчитать, сколько клеток покрывает этот 
многоугольник (площадь клетки мы принимает за единицу). Точ¬ 
нее, еа.и 5 - площадь мпогоугольнта, М, - число клеток, кото¬ 
рые целиком лежат внутри многоугольника, к » число клеток, 
которые имеют с внутренностью многоугольника хоть одну общую 
точку, то ЛГ л *3 * . (Этот факт можно использовать дач 

того, чтобы дать точное определение площади многоугольник а к дру¬ 
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гих ^игурУ* 

Мы будем рассматривать нике только такие многоугольники, все 
веріляш которых лежат в узлах клетчатой бумаги - в точках, где 
пересекаются линии сетки. Оказывается, что длг таких многоугольни¬ 
ков можно указать простую Формулу = + і ' і , где 5 - 

площадь, Ъ - число узлов, которые лежат на границе многоугольник* 
(то есть на сторонах и в вершинах \ ^ - число узлов, которые яежаі 
строго внутри многоугольника. 

Эту Формулу называют иногда "Формулой Пика" - по имени мате¬ 
матика, открывшего её в 1890 году. (Впрочем, нельзя быть уверен¬ 
ным в том, что эту естественную Формулу, допускающую целый ряд 
различных доказательств, кі прадумш никто раньше V. 

В наше * заметке и доказательство, и применения Формулы Пика 
отчасти будут связаны с иекоторши задачами из "Задачника "Кванта" 

Простые тре угольн ики . 

Напомним, что мы рассматриваем только многоугольники, - в 
частности, треугольники - с вершинами в узлах клетчатой бумаги; 
каждый раз это специально не оговаривается. Лист клетчатой бумаги 
мы считаем бесконечным во всех направлениях, клетки - кг дратями 
со стороной і. 

Площадь любого треугольника, нарисованного на клетчатой бу¬ 
маге, легко посчитать, представив её как сумму или разность пло¬ 
щадей прямоугольных треугольников и прямоугольншеов, стороны кото¬ 
рых идут по линиям сетки, проходящим через вершну нарясовшного 
треугольника. Проделав это, например, для треугольников, изобра¬ 
женных на рисунке 24, вы убедитесь* что площадь получается всегда 
равной "полуаелому" числу - числу вида ГГі /2 » где т - целое. 

Назовем треугольник простым, если ни внутри него, ни на его 
сторонах нет узлов ветки* за исклшенкеЕі вершин* (Такое название 
выбрано пот ежу, 1 что любой другой треугольник можно составить из 
простых; это одно из тех утверждений, которые понадобятся 
нижеЧ Обратите внимание, что все пророс треугольники на рисунке 
24 имею'" площадь 1/2. мы увидим, что это не случвіда. 

В решения задачи 11226, опубликованной в "Квачте", Т974, ^ 6, 
читателям предлагалось подумать над такой задачей Три кузнечика 
(три точки^ в начальный момент времени сидят в трех вершинах од¬ 
ной клетки, а затем начинают "играть в чехарду": каждой может 
прыгнуть через одного из двух других, после чего оказывается аи 
симметричной относительно него точке (рис„25, ясно что после любого 




группа§ и ш § могут принимать значенія X* 2* 3* 4« Будем прово¬ 
дить душ так? 

X) в каждой группе соединим первую точку со второй*» вто¬ 
рую - с третьей, третью - а четвертой, четвертую - о первой § 

2) соединим теперь точки? (І | 1)-<2,2)43|3)-(4 | 4)-{1>1) 

(І*4Н2*ІМЗ*2КМММ) 
(і і З)-(2*4)-(ЗД)-(4 5 2)-(і,3) 
(І^КВ. 3)43,4)44, ІИІ.2)і 

3) наконец, соединим каждую точку о индексом (I*#) о 
соответствующей точкой (3, $ } и каждую точку (2*1) о соответству¬ 
ющей точкой (4,$ )* 

Полученная схема, как легко проверить, удовлетворяет условию 
задачи (см* рис* 21) 0 ^д 

/'т. 
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4«55 іНаБурбаки)« В множестве с , состоящем из ^ элементов, 
выделены щ различных подмножеств (отличных от Самого Е ) так, 
что для каждых двух элементов из Е найдется ровно одно из данных 
подмножеств* в которое входят оба эти элемента. 

а) . Докажите, что И * 

б) В каких случаях возможно равенство М^п, (это'пока 
никому не известно) ? 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 


Цель этого задания состоит прежде всего в том* чтобы научить¬ 
ся записывать решения математических задач* 

Задание состоит из четырех параграфов* Задачи первого пара¬ 
графа приводят читателя к важной формуле "включения и исключения 11 # 
Эта формула, как вы увидите, часто применяется при решении самых 
разнообразных задач. 

Второй параграф этого издания касается, в основновд, только 
одной задачи: сколько существует целых положительных Я - вкачных 
чисел, цифры которых в десятичной записи расположены в убывающем 
порядке ? Путь к решению этой задачи состоит в том, чтобы разе- • 
браться в условии задачи для небольших значений К ш разбить за¬ 
дачу на более простые* 

Третий параграф начинается с геометрической интерпретации 
задачи 2*0 из §2* Далее он продолжается задачами, условия которых: 
удобно изображать в виде "графов 1 * (т.е, комбинациями точек ш со¬ 
единяющих их дуг). 

Четвертый параграф - разные задачи. 

Сборник подготовил ВД.Гутенмахер по материалам 

лекций И^М,Гельфанда. 
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Ъѵ.'ѵ!' параграф состоят мз нескольких задач, которые приведу® 
нас к важной формуле "включения и исключения". 

Сначала - небольшая разминка - совсем простые упражнения. 
Упражнение 1,0, Сколько существует целых положительных адсея. 
меньших 100, которые делятся: а) на 2; б) на 3; в) на 5? ?) на 6? 

Приведен сразу ответы на все четыре вопроса й, б), в) г) 
упраЖния 1.0. 

От веты : а) 49, так как 99=49-2+1, 

б) 33, так как 99=33*3. 

в) 19, так как 99=19'5+4. 

г) 16, так как 99=16*6+3. 

Проверьте наши ответы и быстро напишите сами ответы на вопро- 
л** следующего 8Н8Л0ГИЧН0Г0 *, пражнения • 

МніЁ Ол , ьное . упраинени еДЛ^ Сколько существует целых положи¬ 
тельных чисел, меньших 1000, которые делятся: е) на Р: б) я* г. 
г) на 5; г) на 7 ? ’ ' а ^ 

Ответы на вопросы, упражнений 1.0 и І.І понадобятся яри реве- 
ш№ задач этого параграфа*. - ' г 

только существует целых положительных чисел 
мѳнмшх 100, которые: . '* 

а) делятся одновременно на 2: и на 3; 

б) делятся на к, но ке делятся на 3; 

в} делятся на 3, но не делятся на 2; 

г) делятся на 3 или на 2; 

Д) не делятся ни на 2, ни на 3? 

К этоЯ зЭДате ВД ,іе ^лько сразу дадим ответы,' но и покажем решения 
кот»,*о л,„ели «и , и» ответам. Задала „іатадя о«ГГ 

*°*’ чтобн ”!»»•*»•» «м • мішампю цмипп м яаииав ам- 

СЯЖДеНИЯМИ. яашими рас- 

а) 16, б) 33, в) 17, г) 66, д) 33 
ч ЙМ«Ш. Числа, которые делятся и на 2, я на 

‘ ? 310 чйсла ’ К0Г °Р“ 8 Делятся на 6. Количество таких чисел мы под¬ 
считали в упражнении і.о г ). т * 

Мение задачи І,Р б Ь , Для наглядности ситуацию „олео нзоб- 
Р двумя пе Р еое Дающимися кругами (см. рио.І). В первом круге - 
/■" * "у' г ""\ множество чисел* которые делятся на 
/ о (> з \ во ВТ0 Р° М “ множество чисел, кото- 

V рые деля5, ° я йа 2, а их пересечение 

(общая часть) - множество чисел* кото- 


Я, 6,1*4$ 12 
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рыв делятся на б. 

Мам нужны числе * которые делятся на 2 , ей делятся на 
аао числа, которые делятся на 2, но ве делятся на 6. 



Рио. 2 


На рисунках 2а) и 26) мы за¬ 
штриховали нужное множество чисел* 
Очевидно і их количество равно 49-16= 
33 (из 49 чисел, делящихся на 2*16 
делятся на б ). 

решение зад ачи І.2в) , аналогич¬ 
но решению 1Л б), только в этом слу' 
чае нам нужно другое заштрихованное 
множество (см. рис.За) и 36)* 


а) ^ 6} 

Рис. 3 

Решение зад ачи І 1 2 г)і> В этом случав мы также заштрихуем 
нужное нам множество в Это объединение двух кругов (см . рис.4). 



Рис. 4 

Если сложить количество чисел* 
которые делятся на 3, с количеством 
чисел, которые делятся на 2, то мы 
два раза посчитаем числа, которые де- 
лятся на 6 (см. рис.5). Таким образом, 
от полученной суммы нам еще надо от- 
р$ Са з пять количество чисел, которые делят¬ 

ся на 6, 

Итак, ответ: 33 г 49 - 16 = 66, 
Решение за дачи 1.2 д) . Изобразим ситуацию в виде диаграммы 
(см. рис.6). Квадрат - это множество всех целых положительных чи¬ 
сел, меньших 100, а круги - это множества чисел, дслншихсл соответ¬ 
ственно на 2 и на 3. Ь.’ / нее нам количос'і ее чисел э^ц. ’риховано нз 


Решение задачи 
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рио. 6. Количество таких чисел будет 
равно количеству чисел, находящихся в 
дополнений! к объединению двух кругов. 
Сколько чисел в объединении двух кругов, 
мы уже подсчитали в задаче т)еѴ 
Ответ : 99 -‘66 « 33. 

Вывод» Обозначим через Л/ коли¬ 
чество всех чисел, меньших 100, через 
А/ц Л/з , А/&$ - соответственно коли¬ 
чества чисел, которые делятся на 2, де¬ 
лятся на 3, делятся на 2*3, а через А/ <* 
количество чисел, которые не попадают 
ни в А/і , ни в Мз . Тогда из наших 
рассуждений мы получим формулу: 

А/ - А/~А/&-А/з + /Ѵ^з (см. рис*?). 

Рис. ? 

Итак, решение задачи 1.2 закончено, поэтому мы и поставили 
значок V . 

Предлагаем теперь самостоятельно решить м записать решение 
следующей аналогичной задачи. 

Контрол ьная задача 1.3 . Сколько существует целых положи¬ 
тельных чисел, меньших 1000, которые і 

а) делятся и на 2, и на 3; 

б) делятся на 2, но не делятся на 3; 

в) делятся на 3, но не делятся на 2; 

г) делятся на 3 или на 2; 

д) не делятся ни на 2, ни на 3 ? 

Дальше мы предлагаем немного более сложные задачи. Сначала* 
задачу 1.4 для чисел, меньших 100, с решением, а затем такую 
задачу 1.5 для чисел^меньших 1000, без решения. 

Сколько целых положительных чисел, меньших 100, 
которые не делятся ни на 2, ни на 3, ни на 5 ? 

Решение задачи 1.4. Заметим, во-первых, что если число да- 
іштсв и на 2, и на 3, то оно делится на ГО; если оно делится и на 
3, и на 5, то оно делится на 15, а если делится и на 2, и на 3 9 ц 
на 5, то оно делится на 30. Изобразим ситуацию в виде диаграммы 
(см. рис. 8), где внутри квадрата - множество чисел, меньших ГСО 

а в кружках - соответственно множества чисел, которые делятся м& 

2, на 3, на 5. 


Рис. 6 
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кошшаотво чисел, которые делятся на 5, А/б - количество чисел! 
которые делятся на 5» Д4*і - делящихся и на 2, и на 3, - 
делящихся и на 3, и на 5., А& У - делящихся и на 2, и на 5, 
Цаковбц 9 А/ - 4 количество чисел, которые делятся и на 2, и 
на 3, и на 5„ а А/ -количество чисел, которые не делятся ни 
Е® 2, нм на 3, ни н 5. Оказывается, верна следующая формула: 

А/ ж а/-А/ г ~ А/$ - А/б' + А/л-з +А/#»р+ А/х" А/зз-з.(*) 


Вое числа, которые стоят в правой части равенства, легко посчитать: 

А/*■99^ А/г я ЦЯ 9 /% - 33, А/?*/9? А^-х-Ак-іб , А/х Мг*6, 

А/ш'б*Мо* 5, Л/м зб' -3. ' 

По формул© (*) мы получаем нужное нам число А/ =26* 

Остаюсь доказать формулу (#). 

Мы должны посчитать, сколько чисел содержится в квадрате, но 
ае попадает ни в один на кругов. Если мы вычтем из А/ сумму 
44 +• л/? , то числа, попавшие ровно в два из трех кругов, 

ыы вычтем два раза, а числа, попавшие во все три круга - даже три 
раза. Теперь к разноеги А/~ А/* ‘Ы$- А/? добавим сумму Лі/Л»./Лбг. 
Тогда вое числа, попадающие в один или два круга, мы учли правильно 
и только числа, попадающие во вое три круга - неправильно: их 
количество мы трижды вычли и вновь трижды добавили. Придется из 
суммы /ѵ~ А/г ~”д ~А/р+А/з'З+А/^./А /^вычесть еще А/а-э? * Теперь все 
числа, входящие в объединение трех кругов, мы учли по разу и приш¬ 
ли к формуле (# ).V 

Задача 1.5 . Сколько существует целых положительных чисел, 
меньших ІООО, которые не делятся ни на 2, пи на 3, ни на 5 ? 

Наконец, приведем задачу, в которой рассматривается множество 
чисел по отношению уже к четырем числам. 

Задача І»,6. Сколько существует целых положительных чисел, 
меньших 1000, которые не делятся ни на 3, «и на 5, ни на ?, ни на 
XI ? 

Указание к задаче 1.6. /V 3 N '/Уз * Мг ~А/г -А/м* А/ д ,§ * 
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у !\/&{ 4 ~А/д-н* А/р? + А/х-м+ А/ні ~ А/ бт А/х$хх~ А/хг-м "А/мм*А/б 

Чисел, меньших 1000 и делящихся на 3*5’?*II ? не существуете 
Поэтому А/з-5?м-0 

Еще три контрольные задачи к Ш I. 

Задача 1*7. Объединение и ножестват иЗ>состоит из 25 элемен¬ 
тов, пересечение - из 10 элементов. Сколько элементов в Л % 
если в и : а) 15 элементов; б) 21 элемент! в) 10 элементов ? 

Задача 1,8» В школьной химической олимпиаде участвовал 21 
человек, в физической - 26 человек^ в математической - 29 человек, 
14 школьников принимало участие и в химической, и в математической, 
Х5 учащихся -ив физической, ** в математической, 8 - во всех трех 
олимпиадах. Сколько школьников участвовало хотя бы в одной из трех 
одшшиад? Найдите все возможные ответы. 

Задача 1,9, У меня трое друзей, за месяц с каждым нз них я 
обедал 9 раз, с каждыми двумя из них - 4 раза, со всеми тремя » X 
раз, без каждого из них - 15 раз. Сколько всего раз н обедал? 
Сколько роз я обедал один? 

Заключение . 

Формулы (# ) и (* #), которыми мы пользовались выше, являют¬ 
ся частными случаями общей формулы, - так называемом “формулы 
включений и исключений 11 . Она связывает такие числа: А/ - коли¬ 
чество элементов некоторого множества Л ; М,А/>, А/^ г количества 
элементов в некоторых его подмножествах Лі, Жг Лз**- •; А/& >Мз,.„ 
количество элементов в попарных пересечениях этих множеств: Лх 
и Лі , Л{ ілЛз,..,; А/ш г >. - количество элементов в пересечениях 
этих множеств по три, и так далее; наконец, А/ - количество эле- 
ментов множества Л , которые не входят ни в одно из подмножеств 
Л{ г А я .< , Тогда, как можно доказать, 

а/ ~ А/~ А/і -и4 - Аз + А/и +А/з + ~А/&5~ 

(это и есть общая “формула включений и исключений 11 ). Например, 
когда подм! ожесТБ одно, два и три, она принимает такой вид: 

л/'=д/-л/у, 

А/ - д/ - а/ -д/ +А/ц , 

Л 7 ' = Д 7 ~ А/і ѵѴ^ - а/з + А/а +А/>3 ~А/ш . 

Приложение к § I , 

В прошлом году мы предложили задачу 1.9 в качеств© контроль- 
.м з. получили самые разнообразные ответы на эту задачу. Вот три 

?> .3 $ и в. я 3 2 
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из шх» 

За месяц обедал Обедал 
всего 

Цветков Коля: 24 раза 3 раз 
ільша Маша.: 31 раз 15 раз 
Скворцов Сережа: 16 раз 0 раз 

Мы хотим обсудить эти ответы о вами® Конечно, можно сказать* 
что Скворцов Сережа мало ест* но всегда с друзьями* а Маша Ильина 
обедала в течение месяца каждый день, причем половину обедов ела 
одна. Поэтому, на первый взгляд, самый правдоподобный ответ у 


Давайте теперь посмотрим на решения задач* 

Решен ие К оли Ц веткова* Изобразим множество всех обедов за 

месяц в виде квадрата, а множество 
обедов с первым, вторым и третьим 
другоы-в виде кругов Лі , , Аз , 

Расшифруем условие задачи так: 

“О каждым из них я обедал 9 раз - 
это означает, что то 

есть количество элементов в каждом 
Рис. 9 множестве равно 9* |4 С каждыми двумя 

из них я обедал 4 раза' 1 - ото означает, что 44. ' ^ , 

то есть в пересечении каждых двух множеств содержится 4 элемента® 
“Со всеми тремя я обедал I раз - это значит, что М<2Э * 

' *Вез каждого из н и х я обедал 15 раз '* означает, что дополнение 
к каждому из множеств состоит из 15 элементов (рисДО)* 




Рио* 10 


Таким образом,я обедал всего 24 раза 
По формуле "включения и исключения" 

У * Я Ч- Я - У-- У+ЦгЦ'44*8* 

Следовательно л обедал 8 раз один* 

Решение 14а ши Ильиной, - Лаша так же 
расшифровала первые две фразы и иначе 
т ре ?ъ(К" Ее к кажд е г о из них я обедала 


(9 і* І г >)* 
находим (рис ЛІ) 



Р' ! П 

1 II К* • 


II 


-II- 



$ 

із_ — ..это означает, что я обедала одна 15 раз (см* рис.II). 

§ 


Тогда N -І5* и по формуле 15 ~$~3\ 9+3*Ц-і . Тем самым А/=Зі % т № Ѳр 
я обедала всего 31 раз. V 

Решени е Сережи Скворц ова* Сережа тоже понял первые две фра¬ 
зы так же, как Коля и Маша, но оя 
считал, что ^без каждого из них я 
обедал 15 раз 11 означает, что миожест 
во, заштрихованное на рис. 12, 
состоит из 15 элементов. Тогда^ 
значится обедал всего 16 раз, рас¬ 
суждает Сережа. По формуле находим 

- д/т {6~З а 9 +3 Ф Ч~І*0 

Рй Сю 12 и тем бамым оказывается, что я ни¬ 

когда не оседал один. ^ 

ДИйЕйІІ-ііЕ*. Кто мз ребят, по вашему,прав? 

Мы убедились в том, что надо внимательно относится к ЯЗЫКУ. 
Поэтому еще 

Несколько слов о нашем я зыке • 

Мы говорим г что 

Число удовлетворяет условию I), если оно делится На 2. 
Число удовлетворяет условию 2), .если оно делится на 3. 

М ы можем назвать 

Множеством Л - множество чисел, удовлетворяющих условию 
I) «■ 

Множеством б - множество чисел, удовлетворяющих условию 2), 
Мы можем сказать* что 

Число, удовлетворяющее условию I), является элементом 
множества Л * 

Число, удовлетворяющее условию 2), является элементом 
множества В « 

Моанр,.предс тавить себе (см. с исЛЗ) 

Іиожество всех целых положительных чисел, меньших ІОО, в 
виде квадрата Б. - - 

Множество Л в виде круга Л л \ Л \ 

Множество 3 в виде круга б * г> \ 

Мы счит аем, что Т В \ 

Если число удовлетворяет условиям I) & 
то оно принадлежит пересечению множеств і'і ~ ~—--~- 

л О (пересечение заштриховано на рис, 15) Рис. 13 
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Еолм число удовлетворяет условию I) или условию 2), то 



оно принадлежит объединению множеств Ан 
0(объединение заштриховано на рис* 4 ) 5 
Если число не удовлетворяет ус¬ 
ловию I), то оно принадлежит дополнению 
к множеству^ (дополнение заштрихова¬ 
но на рис.16). 


Рис, 15 


Если число удовлетворяет условию 



I), но не удовлетворяет условию 2)* то 
оно принадлежит разности множеств сё ш 
8 (см. рис.17). 



За тем, в каком смысле в условиях 


Рис. 16 задач употребляются союзы И и я , "или” 



ш частица "не". 

Например, союз “и” мы не раз 
употребили в предыдущих фразах, одна¬ 
ко он только в одной из них имел смысл 
Пересечения". 


шчаюз 


Объединение множеств с ё и В черев 

аов . 

Пересечение множеств сё и В через лі&. 


Разность множеств сё ш Ѳ через А 



Дополнение к множеству.# через 



(еоли_1) - множество всех чисел , 
то ). 


іено, что мы можем написать: 
с іид л Ш,Айв я мл* коммутативность). 

Равенство ( « ) означает, что множест¬ 


ва состоят из одних и тех же элементов. 


Рассмотрим теперь три каким-нибудь 
множества Л , 3 » С . 

.Имеет мѵсто равенство: (сё В в)ОС ~ 


* Ли(вис) 


\ ШО О и и, И 3 Т ИВ/іі ос т ь). 



Й 
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Убедимся наглядно в том, что эта 
формула верна, Изобразим левую часть 
{сё иВ} Ии , Нарисуем сначала мно¬ 
жество Н - Л О В (внутри скобок). 

А затем раскроем скобки, т*е* нарисуем 
множество НОС * (Ли&)НС (см. рис, 
іВ )« Теперь то же самое проделаем о 
правой частью в 

Нарисуем множество М-Зі/С а 
затем раскроем скобки - нарисуем ЛиМ. , 
Мы видим, что множества Л:іЩ $ ЙОС 
совпадают, т^е* (ЛиВ)НС -ЛѴ(ЗіС) 

Кстати, кз э:?ого равенства следует, 
что как бы мы ни расставляли скобки 
между знаками I/ 9 результат будет едим 
м тот же, поэтому можно писать просто 
без скобок ЛиЬиС ? точно так 

же, как с числами 

(2+3)+4=2+(3+4)*2+3+4. 


дальше мы предлагаем вам несколько упражнений. Надо привести 
наглядные доказательства следующих равенстве 

|Д.С) (А (15) Л с -АР(ВПС) (ассоциативность умножения), 

ГіГ \° У авожвяивм (2хЗ,)х4=2х(Зх4) . 

ЪьІІА ’Л' < о ОС) - Ш 5 )и ( ВЛО ) (дистрибутивность), 

Оразните с равенством 2х(3+5)«2х3+?х5 

ІЛ 2 . (АЩПС • (А/Г)\Ѳ, . 

Сравните с неверным равенством {5-3)х?=5х?-д 

ЫЬ. и ' 5)ЙС = (лпс) \ (вес), ' . ' 5 

Сравните с верным равенством (5-3)х2=5х2-Зх2 
**Л:ЛТГ. бтТВ ’ "* 0б0рог > 8аПиса,ь рис * нки с помощью 


■>, хег •> 

в ел І1 еС ^ Н8Д0 Пр0сг ° привесм 0ІЕеі в >илв формулы, например, 
> У е а) заштрихованное множество можно записать (ЛОВ)\П 

ь заключение попробуйте сами придумать задачи такого типа 
(.м.тло дате для четырех множеств). 


4 4 ^ з Щ О 







• . 
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§ 2, ОДНА КОМБИНАТОРНАЯ ЗАДАЧА, 


Эяот параграф касаемся, в основное только одной задачи; 
сколько са і-бОі'ву еі' целы х и одотп'ѳдышх $ - злачных., чиселд_шй - 
р^оых і^аопол ожевы $ убывающем порядке? 

Это трудная задача* Наш путь рсшэния будет таким. Мы сначала 
разберемся в условии задачи для Й - 2 Э І л разобьем задачу на более 
простые, а уне затем перейдем к следующим значениям Й * 4, *** 

Итак, начнем наш путь ,? от простого к сложному ”, 

За дача 2,0,а) Сколько существует целых положительных чисел, 
меньших 100* цифры которых идут в возрастающем порядке? 

б) Тот же вопрос для чисел, цифры которых ада? в убывающем 

порядке, 

в) Тот же вопрос для чисел, цифры которых идут в певозраста- 
эдем порядке» 

Уточним услов и е задач и. Цифры двузначного числа идут в воз¬ 
растающем порядке,*огда Г-аа цифра меньше Одна$и неясна,как 

быть с числами: I, 2, 3, 4, 5, 6, ?* ь, ?и Превратим эти числа в 
двузначные, условившись ставить перед каждым из них нуль: І-ОІ, 
2*4)2, н Ч 909* При такой записи мы не перепутаем эти числа ни 
о какими другими числами м отнесем их тоже к числам, цифры кото¬ 
рых идут в возрастающем порядке,/ Таким об разом нумеруются билеты 
лотеоси,) После этого уточнения мы можем приступить к решению зада¬ 
чи, 

Ришеииѳ задачи 2.0 а) Самоа первое, что приходит в голову, 
это выписать подряд все такие числа: 01,02,,*, 09, 12, 13, • «» 19, 
. в# 23, ... 29, **• 34, е6Э 39, ... 89 ш пересчитать их* Но мы, 
конечно., сразу заметим, что в первом десятке их 9 штук, во втором 
8 штук, в третьем « 7 штук и т.д. В девятом десятке - I штука, в 
в десятом их. вообще кѳт. Поэтому нам нужно просто сложить числа 

9+8*7 + 6 + 5 + 4 + 3+ : ? + Ів? 

Будет легче, если мы будем складывать числа в таком порядке: 

(9*1) + (8+2) * (7+3) * (6+4) + 5 - ? Ответ: 45 чисел . 

Решение задачи 2,0«б) Здесь, конечно, можно сделать точно 
такой же подсчет, как и в задаче а), но сразу становится ясно, что 
ответ будет таким же, как ш там, В самом деле, если в каждом чис¬ 
ле, цифры которого вдут в возрастающем порядке, поменять цифры 
местами, то получится число, цифры которого идут в убывающем по¬ 
рядке, и «наоборот» Итак, о твет : 45 штук» 

Тут, конечно, стоит заметить, как удачно мы обозначили в за¬ 
даче &) числа из т.рвого десятка - иначе для чисел 10,20,,.** 90 
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с убывающим порядком цифр не нашлось бы подходящих пар среди чи¬ 
сел о возрастающим порядком цифр. 

Решен ие задачи 2 Р 0 у) « К таким числам относятся числа, цифры 
которых идут в возрастающем порядке, и числа, обе цифры которых 
одинаковы. Сколько есть чисел о возрастающим порядком, мы уже 
знаем кз задачи е) - их 45 штук* 

Чисел с одинаковыми цифрами 9 штук: II,22,44,* е ®99 в 
Итого: 45 і 9 = 54, отве т: 54 числа . 

Снова решение задачи 2,0 а) * Решая задачи а),в), в), мы заме¬ 
тили, что можно решить задачу а) еще более простым подсчетом в Дву¬ 
значных чисел, обе цифры которых разные - 90 штук, В самом деле, 
целых положительных чисел, менызихІСЮ, всего 99 штук, а писал 
меньших ЮО, цифры которых одинаковы, 9 штук. Двузначные числа о 
двумя неодинаковыми цифрами разбиваются на два класса, состоящих 
из чисел с возрастающим порядком и из чисел о убывающем порядком, 
причем тех и других одинаковое количество. Следовательно, чисел с 
возрастающим порядком Цр- = 45 штук. 

Зад ача 2Л» Сколько существует целых положительных чисел, 
меньших ХЭШ, цифры которых идут в возрастающем порядке? 

Уточнени е усл овии. Подобно тому, как т это сделали в зада¬ 
че I, договоримся перед однозначными числами приписывать два нуля,, 


а перед двузначными числами приписывать один нуль, например: 

5 - 005: 21 - 021* Тем самым все положительные числа, меньшие ІО?, 
будут грехзначкы» 

З адача 2,2» Сколько существует целых положительных восьми¬ 
значных чисел, цифры которых идут в убывающем порядке? 

Задача 2,3» Сколько существует целых положительных чисел, 
меньших ІО і цифры которых идут в убывающем порядке? 

Реш ение задачи 2,1, Трехзначные числа, цифры которых идут 
в возрастающем порядке, это числа, у которых вторая цифра больше 
первой, а третья - больше второй. Следовательно, у таких чисел 
все три цифры разные е Рассмотрим множеств© чисел, у которых воѳ 
тр.: ішфры разные.. Разобьем их на классы» Если числа состоят из 


одних и тех же трех цифр и отличаются только порядком, в котором 
они поставлены, то мы их относим к одному классу. Всякое число, 
таким образом, попадает только в один из классов. 

Покажем теперь, что % каждый класс попадает ровно шесть чисел, 
и,кроме того,среди них есть только одно число, цифры которого вдут 


г* воз рас тающем 
Пусть Ц 

а > 6 ? а . 


порядке. 

. о , С - какие-то три разные цифры и пусть 
‘огда к? к их можно составить только шесть различных 
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чшоті аВс , аеВд Вас, &са, саб , сВа 

иого числа СаСІ цифры идут в возрастающем порядке* Отсюда мы 
можем выключитъ, что если А/ - количество чисел * у которых вое 
” три цифры разные, то количество классов, на которые мы их разбили, 
будет разно ?6 * Кроме того, поскольку в каждом шіаоое есть 

только одно число о возрастающим порядком цифр, таких чисел будет 
столько же, сколько классов* то есть /У '/б штук. Осталось шйти 
А/ , то ѳатъ решить следующую задачу. 

Вспомогательная задача 2Л а) Сколько существует трехенач- 
ных чисел & разными цифрами? 

Решая задачу 2®0 ? мы нашли, что двузначных чисел о разными 
цифрами 90 штук. Приписывая впереди к каждому такому двузначному 
числу ео одной иа 8 цифр, не содержащихся в этом числе, мы, оче¬ 
видно, получш вое различные трехзаачные числа о равными цифрами 
(смотри таблицу)*. 


Двузначные числа с Трѳхзначныѳ числа с разными цифрами 

■,шішй.лйіваш.^.. --.--- 


01 

201, 

301, 

401, 

501, 

601, 

701, 

801, 

90Х 

02 

Х02, 

502, 

402, 

502, 

602, 

702, 

802, 

902 

««« 





в • » « 3 

. 
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210, 

310, 

410* 

510, 

610, 

710, 

8X0, 

9X0 

12 

012, 

312, 

412, 

5X2, 

612, 

712, 

8X2, 

912 

18 

018, 

218, 

3X8, 

418, 

518, 

618, 

718, 

916 

19 

« 0 ф 

019, 

219, 

319, 

419, 

519, 

6X9, 

719, 

819 

97 

097, 

197, 

297, 

397, 

497, 

597, 

697, 

897 

98 

098, 

198, 

298, 

398, 

498, 

598, 

698, 

798 


Таким образом, всего чисел с греми разными цифрами будет 

90*8 » 10*9-8 штук. 

Вспомогательная задача решена: мм нашли, что № = 90-8; 

разделив А/ на 6, мы получим ответ задачи 2.1. 

ОШІЛМШШІАл Ш - 12.0 чисел. 

1*2*3 

Реше ние зада чи 2.2. Ответ: столько же, сколько двузначных, 
то есть 43 чисел. 

Докажем это. Выпишем в строку вое десять цифр в порядке 
убывания: 9876543210, Возьмем двузначное число, цифры которого 




идут в убывающем порядке и вычеркнем его цифры из этой строки. Мы 
получим в результате восьмизначное число, цифры которого идут в 
убывающем порядке, например: 

70 980654323$, то есть 98654321; 

62 987^543^10, ю еоіь 98754310 . 

Таким образом, каждому двузначному числу с убывающим порядком цифр 
ш сопоставим одно восьмизначное число с убывающим порядком цифр.. 
Теперь наоборот, возьмем какое-нибудь восьмизначное число, цифры 
которого идут в убывающем порядке, и составив двузначное число иа 
двух цифр, которые ее вошли в это восьмизначное число, поставим 
зти две цифры в порядке убывания, например. 1 

9 8 7 6 4 3 2 1 -Н Р 50с 

Таким образом., каждому восьмизначному числу мы сопоставим одно 
двузначное число. Очевидно, что в первом и во втором случаях двум 
разным числам соответствуют два разных числа* Ш мы установим 
Жімшмнознечное соответствие между двузначными и восьмизначными 
числами с убывающим порядком цифр* Следовательно, ш тех* и других 
одинаковое количество* 

Решение задачи 2.3. Мы условимся так же, как м раньше, за¬ 
писывать вое числа, меньшие ХО , как ІІ-зя&чиые* Перед - зна- 
чным числом для XX мы поставим (XI- Н ) нулей. 

Ответ: чисел, меньших ІО , цифры которых идут в убывающем 
порядке, нет (в той смысле* в котором мы уточнили задачу). 

В самом деже, у каждого такого числа все II цифр должны быть 
разными, но всего есть только ХО различных цифр* 

' Дашеюии задачи к § 2 .» 

Зм§за 2А Сколько существует семизначных чисел., цифры ко¬ 
торых идут в убывающее порядке? 

Задача 2.5а Сколько существует трехзначных чисел! у которых 
первая цифра больше других, а вторая меньше третьей? 

Сообщаем Вам сразу, что ответ в задачах 2*4 и 2*5 такой же, 
как и в задаче 2Л* Нужно написать убедительное объяснение, по¬ 
чему это так, и тогда не придется считать. 

Задача 2*6. Сколько существует целых положительных чисел, 
меньших 104^ цифру которых идут в убывающем порядке? 

Мы советуем решить и записать решение этой задачи тучно так 
же* как в задаче 2.1. Для этого Рам» конечно, понадобится решить 
следующие две задачи. 
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З адача 2,6.а) (Сравните оо стрДб). Пусть (X , 6 * О ч 
$ « какие-то четыре равных цифры. Сколько можно составить т 

них различных чисел? 

Задача 2,6 о) . Сколько существует четырехзнаікых чисел, у 
которых вое четыре цифры разные? 

При решении каждой т этих задач мы советуем идти по тому 
же пути, что к при нахождении числа А в речении вспомогательной 

задачи 2Л а). 

Задача 2*7%, Сколько существует целых положительных чисел $ 
меньших ІО 6 , цифры которых идут в возрастающем порядке? (Уточните 
условие задачи). 

Здесь мы тоже сразу сообщаем Бги ответ., Он такой же, кв к и 
в задаче 2&Нашшите доказательство этого Факта,, взяв себе т об¬ 
разец наше решение задачи 2.4, 

Задача 2,3. Сколько существует натуральных чисел, меньших 


10 , цифры которых идут в убывающем порядке? 

Будем считать, что все числа,меньшие 10 , имеют Й знаков, 

= 45 чисел при К «2; 

» 120 чисел при « 5| 

" ? чисел при ^ « 4; 

? чисел яри Н = 5; 

? чисел при ^ =6; 

120 чисел при !{ = 7; 

45 чисел при V =8; 

? чисел при к :г 9; 

I числе при % - 10; 

О чисел при /< ~ II; 

? чисел при $ >11. 

Задача 2.9. Сколько существует $ -значных чисел, цифры 
которых идут в убывающем порядке, в записи которых нет цифры 0 ? 


В а к л ю ч е и и е - 

При решении задачи 2.1 а) и других мы^по существу, использо¬ 
вали такое " правило произведения ": если во множестве & всего П 
элементов, во множестве В - Н элементов, то всевозможных пар 

( ^ ’ м )I где Я" " элемент Л , /) - элемент В , существует 

/Ѵ-~* /7*/\ . Другое общий факт: если элементы какого-то множества С 
удалось разбить на /\ классов . г ? , причем в каждом 

классе /У элементов, то во множестве І всего А /~ГІ а В элементов., 
Нередко бывает нужно наоборот, зизя А/ (числа элементов) и (1 (чис¬ 
ло элементов в каждом классе),найти число классов: . 


§ 3 * ГЕОМКТ РИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ ЗАДАЧИ 2.0 
И НЕСКОЛЬКО ЗАДАЧ О ГРАФАХ * 

Вернемся снова к задаче 2*0 а) Оказывается, что ее можно 

представить себе геометрически. 

Задача 3.0 . На плоскости имеется ІО точек. Сколько сущест¬ 
вует отрезков о концами в этих точках? 

Ответ в этой задаче такой же, как в задаче 2.0 а), т.е® 

45 отрезков. Для того, чтобы убедиться в этом, занумеруем ІО точек 
цифрами О, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Рассмотрим теперь какой- 
нибудь отрезок о концами в этих точках» В концах отрезка стоят две 
равные цифры; поставив их в порядке возрастания, № получим дву» 
значков число. Таким образом, каждому отрезку будет соответствовав 
двузначное число о возрастающим порядком цифр. 

Например, отрезку с концами в точках 2 и 3 соответствует чис¬ 
ло 23, отрезку с концами в точках 5 и 0 соответствует число 05 и 
так далее. При таком соответствии двум разным отрезкам соответству¬ 
ют два разных числа и двум разным числам - два разных отрезка» 
Следовательно, между числами из задачи 2.0 а) и отрезками ив за¬ 
дач* 3.0 установлено взШшзначноѳ соответствие. Отсюда уже можно 
заключить, что отрезков будет столько же, сколько двузначных чи¬ 
сел, цифры которых идут в возрастающем порядке* 

л пу гое-решение з адачи 3*0* Итак, па плоскости шестая ІО 
точек и нужно узнать, сколько существуем отрезков о концами в 
этих точках. Посчитаем концы всех таких отрезков:. В каждой точка 
сходится 9 концов, поэтому всего концов будет ІО* 9„ Йо у каждого 
отрезка 2 конца, следовательно отрезков будет №. 

Загіача ЗЛ« На плоскости имеется ІО точек, никакие три из 
которых не лежат на одной прямой. Сколько существует треугольни¬ 
ков с вершинами в этих точках? 

В следующих задачах полезно переводить условие на язык то¬ 
чек и соединяющих дуг. 

Как это сделать, вы узнаете из решений этих задач.Постарай¬ 
тесь точно так же написать решения контрольных задач» 

Зада ча і Л а) Сколько диагоналей в выпуклом П-уголышке? 

б) В тренировочном турнире участвовало 20 команд, 
причем между каждыми дву^я командами было сыграно по одному мат*- 
чу. Сколько всего было проведено матчей? 

За дача 3.3 а) Уожно ли устроить такой тренировочный турнир, 
чтобы в нем участвовало II команд и каждая команда сыграла ровно 
три матча? 
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б) Можно ли устроить такой тренировочный турнир, чтобы в швы 

участвовало 8 команд ш каждая команда сыграла ровно три матча? 

Задача 3, 4 . Доказать, что в любой компании, состоящей шв 
II человек, найдутся два человека! имеющих одинаковое количество 
знакомых в этой компании*, 

?еаенио_ задачи 3 >2 а) Посчитаем сначала концы всех диагона¬ 
лей. Б каждой вершине сходится 8 концов диагоналей, так как верш- 


на соединена диагоналями со всеми вершинами, за исключением ее са¬ 
мой и двух соседних вершин* Поскольку всего II вершин, то число 
концов II-8. 


У каждой диагонали два 
в два раза меньше, то есть 


конца, поэтому число диагоналей будет 

«IгМу. 


Ответ: 44 диагонали. 


Решение задачи З а 2 б) Сопоставим каждой команде точку, при¬ 


чем разным командам - разные точки. Каждому матчу между двумя ко¬ 


мандами сопоставим дугу, соединяющую две точки, соответствующие 
этим командам. В результате задача сводится к следующей,. 

Имеется 20 точек, каждые две из которых соединены одной ду¬ 
гой» Сколько всего проведено дуг? 

Посчитаем концы всех дуг. В каждой точке сходится 19 концов, 
поэтому всего 20 е 19 концов, 

у каждой дуги два конца. Поэтому всего ШіШ 8 190 


Возвращаясь к исходной задаче, получаем 

ІИИ* всего было проведено 190 матчей. 

Решение задачи 3.3 а) Снова сопоставим каждой команде точку 
причем разным командам - разные точки. Каждые две точки соединены 
столькими дугами, сколько матчей сыграли соответствующие команды,, 

В результате задаче сводится к следующем. 

Имеется II точек. Можно ли соединить их дугами гая, чтобы из 
каждой точки выходило три дуги? 

Посчитаем, какое количество дуг понадобится для этого. Как и 
раньше, считаем сначала концы дуг. По условию, в каждой точке долж¬ 
но сходиться три конца, поэтому концов должно быть ІІ-З. Дуг додж- 

яо *"* в два Р 88 * «*“*■«, тс есть ^ . Стоп!. Мы получили * 

не целое число дуг. Такого быть не может и, следовательно, не может 
быть такого соединения, 

Ответ: нельзя устроить. 

. &1Шй_а§Д83й-1Ы-Й1. Такой турнир устроить можно. Команды 
будем обозначать точками, а матчи - дугами. На рисунке 19 приве- 
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деш примеры соединеимя вое ши точек дугам, удовлетворяющего ус* 
ловмю задачи * | 



а) б) 

Рио.19 

Реш ение зада чи 3*4? Допустим* что есть такая компания аз II 
человек* в которой у всех разное число знакомых. Сопоставим каж¬ 
дому человеку число его знакомых. Поскольку всего II человек, то 
каждому человеку может быть сопоставлено только одно из II чисел 
от 0 до ІО. Каждым двум должны быть сопоставлены разные числа, 
поэтому есть человек, у которого 0 знакомых, и есть человек, у 
которого 10 знакомых. Человек, у которого 10 знакомых, должен быть 
знаком оо всеми остальными, но это противоречит тому, что у одного 
из них нѳт знакомых (у того* которому сопоставлено число 0). Тшшш 
образом, нет такой компании, последовательно* во всякой компании 
из XI человек найдутся два человека, имеющие одинаковое количест¬ 
во знакомых. 


Тот не вопрос, что и в задаче 3.2 а) для 50» 


угольника 


б) Четыре футбольных команды: л . в,с „в 
проведи друг с другом несколько тренировочных матчей. Известно, 
что команда Л уче ітвовадэ. в 6 матчах, команда 8 - в 5, ко¬ 
манда С ~ в ?, В - в ~.0* Сколько всего состоялось матчей? 

в) Три футбольных команды: Л % В ш С провели друг с дру¬ 
гом несколько тренировочных матчей. Известно, что команда Л 
участвовала в б матчах, команда д - ъ ? матчах, а команда С - 
в II матчах. Сколько матчей сыграли друг с другом команды Л уі С 1 
Задача 3.6 а) Можно ли устроить такой турнир, чтобы в нем, 
участвовало 13 команд и каждая команда сыграла ровно 5 матчей? 

б) Можно ли устроить такой турнир, чтобы в нем участвовало 
ІО команд й каждая команда сыграла бы ровно 5 матчей? 

в) Можно ли устроить такой турнир, чтобы в нем участвовало 
9 команд и каждая команда сыграла бы 4 матча? 


Задача 3.7. Во воякой ли компании найдутся три человека* у 
которых одинаковое количество знакомых в этой компании? 

Задача 5, 8 д а) , В некоторой компании двое незнакомых имеют 
ровно двух общих знакомых! а каждые двое знакомых не имеют общих 
знакомых* Доказать, что в этой компании у каждого человека одина¬ 
ковое число знакомых. 

б\ Попробуйте изобразить с помощью точек и соединяющих их 
дуг такую компанию, которая удовлетворяла бы условиям задачи 3.8а) 
в которой Іб человек и каждый имеет ровно 5 знакомых* 

Задача 5,9. На окружности выбрано 10 точек. Сколько сущест¬ 
вует выпуклых. 

а) четырехугольников; 

б) пятиугольников; 

в) восьмиугольников 
о вершинами в этих точках? 

За мечан ие к задача м 3 *5 б)и в) . Некоторые ученики записывают 
решение этих задач так: приводят ответ и "граф", на котором показа* 
ко* какие команды играли друг с другом ш - сколько матчей. Но 
такое "доказательство” здесь не достаточно: а вдруг из другого 
рисунка получится другой ответ? Так и получается, если решать 
этим способом такую, например, задачу: ; 

Задача 3,5 г) . Четыре футбольных команды б/, $ 9 С и М 
провели друг с другом 10 тренировочных матчей. Известно, что ко¬ 
манда Л участвовала в ? матчах, команда б - в 8. Сколько 
матчей сыграли друг с другом команды С и В ? 

Решение. Обозначим команды точками, а матчи между ними - 
соединяющими эти точки дугами. Возможна такая картинка (рис.?О а)), 

Однако условию задачи полностью удовлетворяет и ситуация, 
изображенная на рис, 20 б). Получаем (для той же задачи!) другой 

Л <СГ”~ >ч ^ “'Уч. Ук ^ 


ответ: команды С и В не сыграли между собой ни одного 

матча. 

Возможен еще третий (тоже правильный) ответ на вопрос этой 
задачи. Подумайте сами, какой еще случаи возможен. 
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Вы теперь видите, что для решения задачи 3.5 б) и 3,5 в) не¬ 
достаточно только нарисовать соответствующий граф; нужно провести 
рассуждение, доказывающее, что ответ может быть только таким. 
Например, можно записать краткое решение задачи 3,5 г) в таком 
виде: "Обозначим число матчей, сыгранных командами X и у , 
через /7*у . По условию, ^ 

/ * Пас +Я& + П вс і’ Пвд + Щѵ ' т 

{/? и * Яве * П8 ѣ . 


поэтому г Осд^ Я С ѣ і~ П м ~ с2 , 

ть есть Ясѣ может равняться только 0,1 и 2. Примеры (см. рис.20) 
показывают, что все эти случаи возможны". 

Оа^ ечание к задаче 3,7. Если в задаче опрашивается "можно 
яи* или "всегда ди найдется", то возможны два ответа: н да й или 
«нет 1 *. Если Ваш ответ "нельзя" или "всегда найдется", то Вы должны 
привести полное доказательство, учитывающее все возможные случаи, 
Если Ваш ответ "можно 18 (в каком-нибудь случае) или "не всегда”, 
то достаточно привести соответственно подтверждающий или опроверга¬ 
ющий пример, 

Указание к задача м ЗД и 5.8 аі Пусть Л и и знакомы. 

Мл шшнество знакомых Л ; Мл - множество 


ш б 
Мь и 

ил 


Указание к задача м ЗД и 3.8 аі Пусть <л и Р знакомы. 
Обозначим через Мл множество знакомых Л ; Мл - множество 
знакомых б , Докажите, чіт 

1) Мл и Мв нѳ имеют общих элементов, кроме Л ши. 

2) каждый нѳ Мм имеет ровно одного знакомого в Мв и 

3) каждый из №& имеет ровно одного знакомого в Па в 

Отсюда следует, что между Мл и Мд можно установитъ взаимно¬ 
однозначное соответствие. 

Указание к заде іе 3.9 . Каждое множество из К точек на окруж¬ 
ности служит множеством вершин одного выпуклого & - угольника. 

Если занумеровать точки так, как это сделано в первом решении за¬ 
дачи 3.0, то каждому такому множеству можно сопоставить (взаимно 
однозначным образом) Ц -значное число с убывающим порядком цифр. 

Заключение. Изображение условия задач с помощью точек и сое¬ 
диняющих их дуг очень часто помогает при решении задач (так не, 
как наглядное изображение множеств в виде "кругов 11 пригодилось 
нам в § I). Система точек и соединяющих шх дуг в математике полу¬ 
чила специальное название : граф., С помощью графа можно изобразить 
ситуацию такого тша: задано некоторое множество и в нем - некото¬ 
рые подмножества, состоящие из двух элементов каждое (множество 
команд - и пары команд, сыгравших между собой; множества людей - 
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ш пара знакомых;; множество вершин шоугольника - и пары вершин ? 

соединенных диагоналями, и т*д э ). 

В решении задач 2*0 а) и 3*0 мы подсчитали число различных 
под множеств из двух элемен тов в множестве *Л , состоящем из 
10 цифр: 0,1,2,,.,9; это число равно 45. В задаче 2*8 - основной 
задаче § 2 - мы по существу посчитали количество различны^ 
п одмножес тв из Н элемен тов в этом множестве. В следующее пара 
графе мы увидим, что эти же числа возникают во многих естествен¬ 
ных задачах на подсчет различных вариантов. 

Приложение к § 3, 


В прошлом году две трети всех учащихся I курса ошиблись при 
решении задач 3,6 б) и 3*6 в). Приведем неверное решение 3.6 б) 
Минн Дергачевой® Она пишет: !, задача 3.6 б) сводится к такой: 

Имеется 10 точек. Можно ли соединить их дугами так, чтобы 
из каждой точки выходило 5 дуг. 

Дуг должно быть ~|™ = 25* Получено целое число дуг - 
значит можно и * , 

Возразим Нине образно так: 



еще не значит, что есть таракан. 

В этой задаче нужно привести пример: нарисовать нужное сое¬ 
диненнее 






В §§І - 3 мы познакомились с несколькими приемами решения ком¬ 
бинаторных задач. Мы це раз убеждались в том, насколько важно уточ¬ 
нить формулировку задачи, перевести ее на тот язык, на котором удоб¬ 
но ее решать и писать решение. 

Следующие задачи лишь частично связаны с предыдущими - к каж¬ 
дой из них требуется свой подход* К некоторым задачам приведены 
указания, но вы можете, разумеется, идти своим путем® 

4Д. Сколькими способами, можно распределить два билета в театр 
среди четырех людей ? 

Указани е» Заметим, что формулировка этой задачи далека от со¬ 
вершенства, ее необходимо уточнить. В самом деле* неясно: 

а) может ли один человек получить оба билета (пойти в театр 
с жѳной)| 

б) считаем ли мы оба билета одинаковыми или нет (может 
быть, это билеты на соседние места, а может быть, один — в партер, 
а другой - на балкон) ? 

На каждый из этих вопросов можно ответить ш так, и этак* От 
этого будет зависеть результат задачи® Поэтому рассмотрите разные 
случаи и приведите соответствующие ответы» 

4.2. Элементами множеств А, 3 и О служат числа I, 2, 3, 

4 3 ... * 9& Известно следующее: . 

А ПВ •{*;*]; М)В* {*;А;16;К*}; 

&ПС А V 0*1^3, *;*; *;9]. 

Найдите множества А , В и С # ^ . 

Ответ : А - /і;2} 5 # *’[і,2,3, 6,7,8} | С = |3,4,5,7,9| # 

Решение о В этой задаче можно рассуждать о каждом числе отдель¬ 
но, фактически решая 9 независимых задач. 

1) . Начнем с числа I® Поскольку I принадлежит пересече¬ 
нию Лив э то I принадлежит обоим множествам А и 3 « Если 
бы I принадлежала еще а С ^ то I принадлежала бы пересечению & 
и С* % а это не так. Значит, I а© принадлежит С * 

2) . Число 2 входит ровно в те же множества, что и I* По¬ 
этому для 2 проходит то же рассуждение. 

3) . Число 3 входит в &Г\С % поэтому 3 ИХОДйТ івй 
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И Б С , Но 3 не входит в поэтому 3 не входит в Д . 

4) . число 4 не входит б А і/В * поэтому оно не входит 
Н-Л Ъ А . ИИ В О) • Но оно входит 3 В 1/С- > поэтому оно вхо¬ 
дит только в С » 

5) . Для 5, 6, 8, 9 те же рассуждения , что и для 4» 

6 ) . Для 7 те жз рассуждения, что и для 3. 

Замечани е., Если Бы хорошо разобрались в приведенном решении, 

Вам легко будет понять, что решение можно записать и гораздо коро 

1) . так как множества Д / іВ и В /1 & не имеют общих 
элементов, то нет такого элемента, который принадлежал бы одновре¬ 
менно всем трем множествам Д $ & и В . Отсюда следует, 

что числа I, 2 принадлежат и Д ,и В , но не принадлежат с- « 
а числа 3 и 7 принадлежат и В > * С , но не принадлежат А . 

2) . Если элемент не принадлежит К і/ X , то он »е при¬ 
надлежит ни ’К , ни Д, , а если он одновременно принадлежит/', ,УН. 
то он принадлежит Л7 ♦ Отсюда следует, что числа б и 8 принадлежат 

^ , но не принадлежат ни А , ни С- , 0 числа 4, 5, 9 принад¬ 
лежат С , но не принадлежат ни Д , ни о . 

4.3 , какие из чисел I, 2, 3, ... , 9 входят в множества А I , 

в . с . ^. если известно следующее: АѵВ-{АД 3 ,*‘і^ д и 

АПС-\Ц; 4№’№>9і; 

йі/С -- {з,ѵ,*;е,іг,9}; вАС‘{е) : 

4.4. Четыре девочки: лахя» Лена, Ыаыа и Нина — участвовали в 
концерте. Они пели песни. Каждую песню исполняли три девочки. Катя 
спела 8 песен - больше* чем все остальные,а Лена - 5 песен - мень¬ 
ше, чем все остальные. Сколько песен было спето ? 

Ответ : 9 песен® 

Решение . Вообразим, что каждой девочке за исполнение каждой 
песни давали фантик. Тогда Катя получила 8 фантиков, а Лена - 5 
фантиков. Наша подучила 6 или 7 фантиков, І-шва - тоже. Все вместе 
•получили не меньше, чем 5 + 6 + 6 + 8 = 25 и не больше* чем 5^7+ 
+ 7 + 8 = 27 фантиков. 8а каждую песню раздавали по три фантика. 
Значит| чтобы получить число песен* надо общее число фантиков раз¬ 
делить на три* Но из трех возможных значений для числа фантиков: 

25 ? 26з 27 только 27 делится на три. Получается при этом 9. 

4.9 » Пятеро друзей: Витя, Нина, Лариса, Коля ш Поля играли в 
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в прятки. Игра проходила в несколько туров. Каждый тур начинался 
с того* что четверо друзей прятались в разные места, в пятый их 
искал - водил. Как только водящий находил кого-то из спрятавшихся 
друзей* тур кончался. 8 следующем туре водил тот, кого нашли в пре¬ 
дыдущем. Сколько раз водил Коля, если он дольше всех - II раз 
не был водящим, а меньше всех - 8 раз - не была водящей Нивз ( 

4,6 » а). Имеется 7 точек. Каждая пара из них соединена либо 
оиней дугой, либо красной. Всегда ли можно^выбрать из этих точек 
такие три, что все дуги, соединяющие их, друг о другом, будут од~ 
ного цвета ? 

б) Тот же вопрос для 4 точек. 

в) Тот же вопрос для 5 точек. 

г) Тот же вопрос для 6 точек.. 

4о Пусть каждая пара из 8 точек соединена красном или синбй 
дугой. Всегда ли можно найти два треугольника ч образованные дуг^~ 
мм одного цвета (разрешается, чтобы эти два треугольника имели об¬ 
щую дугу) ? 

4;.8© В компании из 6 человек некоторые знакомы друг с другом. 
Докажите^ что в этой компании либо 3 незнакомых друг с другом че¬ 


ловека, либо 5 попарно знакомых. 

4д9. В выражении /X +6)'° проведите возведение в степень 

и приведи*, подобные члены, .іакие коэффициенты будуз; моять прь _ 

Указание . (& + - это произведение десяти сомножите¬ 
лей * 6} • Занумеруем их по порядку так: і ** 

1 ' /а- и, а і) «л і) - /«• ‘‘к** 11 


1) , Воли из каждой скооісй взять букву <1 % то при 

■ Л * 

умножении скобок мы получим член а* « ^ 

2) е Очевидно, что член & * получается* если из 

одной (любой 3) скобки т берем букву / , а из остальных - букву А-. 
Поскольку у нас всего ІО скобок, то после перемножения мы получш 
ІО слагаемых вида & ^ 


3). Посчитаем теперь, сколько раз получится член (и \ 
(это и будет коэффициент при № )« Чтобы в произведении подучи- 

лось 8 раз Ни 0 два раза $ , нужно из каких-то двух скобок 
взять букву в , а из восьми остальных - букву $9 • Запишем номе¬ 
ра те* двух скобок, из которых мы выбирали букву $ . Получится 
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двузначное число, цифры которого идут в порядке возрастания: на¬ 
пример, если мы взяли букву §^ из 0-ой й 8-ой скобок, то пишем 
08® Таким образом, одночлен Ф при умножении встретится столь™ 
ко раз, сколько существует двузначных чисел, цифры которых идут 
в возрастающей порядке, т*е е 45 раз, и поэтому коэффициент пщС?$ г 
равен 45* Итак, 

(ь+6) * а, 9 /+ &'*'/* + ... &*/*+ ... 

Продолжите наши рассуждения и укажите ответ® 

4ЛО * а) Чему равна сумма всех коэффициентов (I + 10 + 45 + 
ф **. + 10 + I) в предыдущей задаче ? 

б) 4 Чему равна сумма коэффициентов при членах с четны¬ 
ми степенями & и $ , Тс8* (I + 45+ ... + I) 7 

Указание . Подставьте в равенство /#) />а затем — 

Я"* Л #=~/. * г 

4,11 . В выражениях: а) ((Ь-го) ' ; б) (& + ѵ) 

проведите возведение в степень и приведите подобные члены 

ІЬІІК а). Сколько клеток л фигуре, изображенной на рис, 20 ? 

б). Сколькими способами можно поместить 
цепочку цифр 012 ... 9 в ату таблицу так, 
чтобы каждые две соседние цифры помещались 
в клетках, имеющих общую сторону, цифра О 
стояла в левой верхней клетке, а цифра 9 - 
в клетке ^ = О, I, 2, ... , 9) ? 

Прежде чем формулировать следующую задачу, введем одно опреде¬ 
ленно. Назовем разбиением целого положительного числа представление 
его в виде суммы целых положительных чисел. Вот, например, все 
разбиения числа 4: 

4; 3 + І{ I + 3; 2 + 2; 2 + I + I; I + 2 + I; I + I + 2г 

I + I + I + I. 

Как видно из этого примера, ыы считаем разбиения разными, если они 
отличаются либо числами - слагаемыми, либо порядком, в каком эти 
чішш расположены* Решим теперь такую задачу. 

4лЗ, Сколько существует разных разбиений числа II на 4 слага¬ 
емых ? 

Указание . Представим себе число II в виде II точек, рас- 
пояожееных в ряд. Тогда всякое разбиение этого числа на 4 слагаемых 



А. * 
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можно отметить тремя черточками. Например, разбиение II - 5 * Ъ 
+ 2 * I можно представить себе так: , , м ѵ /, в # Д # Д 

Первой черточкой ш отсекли 5 точек, второй - еще 3 точки, 
-іг?тьѳй — оделяющие 2 точки ? после чего осталась 1 точка. 


+ 

и 


Легко видеть, что и наоборот, расставгв каким-либо образом 
3 черточки между точками, мы зададим разбиение числа II па 4 сла¬ 
гаемых, Например, разбиении черточками »«»/««”/••/• • 
соответствует такое разбиение: II «3*4 + 2 +2. Итак, мы видим, 


что задача 4ЛЗ сводится к следующей задаче. Имеется II точек, рас- 


положенных в ряд* Сколькими способами можно расставить между ними 
3 черточки ? 


іііІ» Сколько существует трехзначных чисел с невозрестающим 
порядком цифр ? 

4^у?. Тот же вопрос, что и в вадаче 4Л4, для четырехзначных 

чисел* 

ІіЙ' а )" ^ри разные цифры ставятся по кругу. Сколько существу¬ 
ет таких расстановок (две расстановки, отличающиеся поворотом кру¬ 
га,- считаются одинаковыми, например, те, которые изображены и® 
рис. а), б), в)) ? 



0) а Условие то же, что гв а), только для четырех цифр. 

4Л7 а) Сколько существует трехзначных чисел э у которых пер¬ 
вая цифра - самая большая и все цифры различны ? 

б). Тот іа вопрос для четырехзначных чисел. 

4Д8* Номер автомашин состоит из трех букв русского алфавита 
(33 буквы) и четырех цифр. Сколько существует различных номеров 
автомашин ? 

4_._І9_ » На рояле - 88 клавиш. Сколькими способами можно извлечь 
последовательно б звуков 7 

4.20 о Сколько есть шестизначных чисел, делящихся на 5 ? 

4 ,21 * Сколькими способами можно разложить ? разных уонет в 
три кармана ? 
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4,22 » Сколько можно составятъ пятизначных чисел, б десятичной 
записи которых хотя бы один раз встречается цифра 5 ? 

4.25 , Сколькими способами можно усадить 20 человек за круглым 
столом, считая способы одинаковыми, если их можно получить один из 
другого движением по кругу ? 

4.24 . Сколько есть пятизначных чисел, делящихся на 5, в за¬ 
писи которых нет одинаковых цифр ? 

4.25 . На клетчатой бумаге со стороной клетки I см нарисована 
окружность радиуса 100 см, не проходящая через вершины клеток и нэ 
касающаяся сторон клеток. Сколько клеток может пересекать зта ок¬ 
ружность ? 

4.26 . Сколькими способами можно расставить в ряд числа 2, 

3, ... , так, чтобы числа I, 2, 3 попали рядом и притом шли 
в порядке возрастания ? 

4* 27 ^Сколько пятизначных чисел можно составить из цифр I, 

2 ? 3, 5 , 7, В, если каждую из них можно исішль30<в&/я6 любое число 
раз ? 

б). Тот же вопрос, но с условием, что каждую цифру можно 
использовать не более одного раза* 

4,29 . Каждая из вершин шестиугольника раскрашивается в один 
из трех цветов так, чтобы две соседние вершины не оказались рас¬ 
крашенными в один цвет. Сколько есть способов такой раскраски ? 

4.30 * Сколькими способами можно составить ожерелье из 6 буси¬ 
нок, из которых 2 черных, а 4 - зеленых (ожерелья, получающиеся 
передвижением бусинок по кругу, считаются одинаковыми) ? 

4,51 . Іама каждый день видает на десерт по одному фрукту. У 
нее есть 3 одинаковых яблока, 5 одинаковых груш, 2 одинаковых пер¬ 
сика и I апельсин* Сколькими способами она монет выдать эти ф рук- 
ты в течение II дней ? 

4,32 . Сколькими способами 20 одинаковых монет можно разложить 
в три кармана так, чтобы в каждом лежало не менее двух монет ? 

4 «33 » Из слова РОТ перестановками букв можно получить еще та¬ 
кие слова: ТОР 9 ОРТ, ОТР, ТРО, РТО. Их называют а наградами. Сколь¬ 
ко анаграмм можно составить из слов: а) ЛОГЛРИПМ; б) РЕЕСТР ? 

4.34 . Из троих надо одному сделать неприятную работу. Его вы¬ 
бирают "морским счетом" - каждый показывает какое-либо число паль¬ 
цев от одного до пяти , находится сумма показанных трех чисел и за¬ 
тем считают, начиная с одного из участников, подряд от I до того 
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числа, которое получилось в сумме. Докажите^ что но все положения 
участников равноправны,, Каким быть выгоднее: тем, с кого начина¬ 
ется счет, вторым или третьим ? 

В заключение приведем решение задач >..8 а) и б) способом, от¬ 
личным от данного в указании на стр. 23. 

Пусть для каждого человека А через Мд обозначается 
множество его знакомых, через /Уд - множество не знакомых с А . 
Тогда каждому элементу из /Уд можно поставить в соответствие пару 
элементов из Мд (тех, о кем он знаком), и нетрудно доказать, что 
это соответствие между множеством Ад и множеством всевозможных 
пас элементов Мд будет взаимнооднозначным. Следовательно, если 
содержится элементов, то в их ^(Мл -, а во&~ 

го в компании И* / + М?а+ людей. Это равенство верно 

х хх(х~ О 

для любого человека Й . Но уравнение /1 = !+Х+ —д— 

имеет (при Я>і ) только один положительный корень, следователь¬ 
но,/^ одно и то же для всех й (аналогичное решение разобрано в 
книге А.Лемана "Сборник задач московских математических олимпиад", 
задача ХХШ, II, ІО, 3). 

Интересно выяснить, при каких & такие компании действитель¬ 
но существуют. Полного ответа на этот вопрос мы нѳ знаем. Мы ви¬ 
дели, что Я = +1 , где /?і - количество знакомых 

одного человека, но не при любом Я существует нужная компания. 
Напршѳр, нетрудно доказать, что таких компаний не существует при 
Ш*3 , ш вообще при т~ЧКіі . Кроме очевидных при¬ 
меров таких компаний - для Я = 1 и п , ^ ^ 

мы знаем только отшн: % 9Ъ~І6 * 

Эту конфигурацию иб 16 точек и 40 отрезков можно описать так| 
множество вершин ѵ ребер и больших диагоналей чѳтырехмѳрного куба^І 

Изобразить данную конфигурацию е помощью точек и соединяющих их 
дуг - это ш значит решить задачу 3.6 б). 

Построить эту схему можно следующим образом. Возьмем 16 точек 
и разобьем их на 4 группы но 4 точки в каждой; точку занумеруем па- 
рой индексов (а ,6 ), где Л - номер группы, І - номер точки в 

”1 Щ" четырѳхмерном кубе см,, например, г книге "Метод координат" 



группа| а щ 0 могу? принимать ааѳченик I, 2, .3, Будем прово¬ 
дить дуга так? 

I) в каждой группе соединим первую точку со второй, вто¬ 
рую - е третьей, третью - с четвертой, четвертую - о первой? 

р) соединим теперь точки? (І,І)-(2,2)-(3,3)-(4,4)~(І«І} 

(І,4)-(2,І)-(3,2)-(4,3)-(І,4) 

(І,3)-(2,4)-(3,І)-(4,2)-(І,3) 

(І,2)-(2,3)-(3,4)“(4,І)-(1,2)? 

3) наконец, соединим каждую точку с индексом (1,0 о 
соответствующей точкой (3,^) и каждую точку (2, ^ } ч ■ 11 а ^ 
ющей точкой (4,# ), 

Полученная схема, кѳк легко проверить, удовлетворяет условіе 
задачи (см, рис. 21), 
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/ / *и 4 . гч ч . ѵ 


Ы 


№ 


/ Ж 

/ А г 

✓ ✓ (щ 

/ / / \ 
/ / ' } 

//// 
ж^/ 


чч>; 

Ч<4 ч|^ 

Рис П Ч ч 


А*# 




П\ / /ТГѵУ 

IV ^ 

шѵ / 

ч V / 

ѵ і / * 

^ОЦз,1) 


4.35 (Н,Бурбаки)* В множестве^ , состоящем из И, элементов, 
выделены т различных подмножеств (отличных от Самого Е ) так* 
что для каждых двух элементов из Е найдется ровно одно из данных 
подмножеств, в которое входят оба эти элемента, 

а) . Докажите, что Ш^Н 

б) . В каких случаях возможно равенство №=*ь (это'пока 
никому не известно) ? 



Москва, 1976 в 
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МЕТОДИЧШШЕ РАЗРАЕСЩЩ 1 

^чедхоя ж П курса ВЗМШ по заданию В 14 по теме и КЩЩІАТОШСА' 

(решения задач) 

1 

В этот раз мы посылаем Вам решения задач соответотвущаго 

@іёсашш* Советуем Вш внимательно разобрать эта рздс$нш ш орав** 
ттъ ©о своими. ■ 


3 ) 


1 Ііі2і Номе Р автомашин состоит ив трех букв русского ая- 

і ^■ зита ' ■ буквы> и четырех пиФр Сколько существует различных 

номеров автомашин? . 

" Ответ : 33^ * 10^ номеров. 

Радение. Первую букву можно выбрать 33 способами, вторая 
буква выбирается независимо от первой - 33 способами, следова¬ 
тельно, две буквы можно выбрать 33 • 33 ■ ЗЗ 2 способами; третья 

буква выбирается тоже 33 Способами, значит, три буквы можно выбрат' 
33 е способами. ’ 

Первую пяфру можно выбрать 10способами, вторую - также 
хозспособами, значит, 2 пифры - ІО 2 способами, четыре^циФры - 
10 способами. Буквы и пиФры номера выбираются независимо, сле¬ 
довательно, по правилу произведения,существует всего 33' л Ѵ$ 
номеров. 

!а§0і. Окслько есть шестизначных чисел, делящихся на 5 т 

Ответ: 18 * ІСГ чисел. 

ЁВ5ІЕ51» Первую пиФру числа можно выбрать 9 способами < 
любая цифра, кроме 0), каждую следующую,кроме последней,-10 
скособада^таких ішФр - четыре, последняя шФра может бить 
только 0 инк 5-2 способа. Так как каэдая двФра выбирается 
независимо от остальных, то "по правилу произведении" всего 
“оает быть 9 я ІСГ л 2 * 18 *ІСГ чисел. 

4>21 - Сколькими способами можно разложить 7 разных монет 
в три кармана? . 

Ответ: з” способов. 1 

Решение. Первую монету можно положить тремя ояособами, 
втору^ монету - тоже тремя способами, причем выбор кармана да? 
второй монеты не зависит от того, куца положили первую. Зив- 
правилу произведения^, 2 монеты можно разложить З 2 спо¬ 
соб®»?, 3 монеты - 3 способами; добавление I монеты уваяячк- ' 
вазт число способов з 3 раза. Следовательно 7 моде? можно разлс— 


2 


7 

ттъ 3 способам, 

4^22. Сколько можно составить пятизначных чисел, в деся¬ 
тично! записи которых котя бы один раз встречается іп#ра 5? 

Ответа 9 К 'І(Г - В * 9 4 . 

Решение, Легко подсчитать, сколько существует штшшач- 
ни чисел, в записи которых нет гш^ры пять о На первом месте 
в таком числе может стоять любая из 8 гшйр (кроме 0 и 5)^на • 
каждом из последующих- любая из 9 ш#р (кроме 5), значит, пяти* 
значите чисел, в записи которых пет іда^рн 5 - 8* 9 4 * Всего 
пятизначных чисел - 9 •ІО 4 . Следовательно, пятизначных чисел, 
в записи которыж хотя бы один раз встречается пи^ра 5^ будет 
9 • ІО 4 - 8 • 9 4 . 


1 4о24. Сколько есть пятизначных чисел, делящихся на 5, в 

записи которнж нет одинаковых ци*р? 

Ответ: 17 а 8 • 7 * 6. 

Реше ние. В числе, деляшемСі на 5, на последнем мосте 
стоит 0 шш 5* Раосмотримотдажьно эти случаи. Пусть на пос¬ 
леднем месте стоит 0, тогда на первом любая из оставшихся 9 
цифр, на втором - из 8 неиспользованных ш#р, на третьем - ш 
7 пийр, и на четвертом - го 6 пи^р; всего пятизначных чисел, 
ок анчивавдихся 0, с разными цифрами будет 9 • 8 * 7 ♦ 6. Если 
на последнем месте 5, то на первом места- ©дна из 8 пигёр 
' (кроме 0 и 5\ на втором - одна из 8 (кроме 5 и использованной 
для первого места), на третьем - ©дна из 7, на четвертом - 
ада го 6,всего таких читал будет 8« 8*7*6, а всего чисел, 
отвечающих условию задачи ( 9 е 8 «7*6 + 8 • 8 в7 «6^® 8*7• 6* 
•(9 4 8) - 17*8 *7*6. 


4.27и, Сколько пятизначных чисел можно составить из 
1,2,3,5,7, 8, если каждую го шт можно использовать лю¬ 
бое число раз? 

Ответ: 6^. 

Решение, На первом месте в числе может стоять любая ш 
шести данных ин*р - б возможностей, на втором - тоже любая го 
б гі^р к т.д. Всего чисел по "правилу произведения" может быть 


4^276, Сколько пятизначных чисел мошю составить го 
ржФр 1,2,3,5,7,В. если каждую из них можно использовать нѳ 


более одного раза? 

О твет : а 6 * Ь * 4 * 3 * 2. 

Решение. Из имеющихся 6 ішФр надо составить упорядочен¬ 


ные множества из 
Число их равно 


5 цементов 
А, * 6 > 5 «4 


- размещения из 6 элементов по 
* 3 * 2 «• 



4,30, Сколькими способами можно составить ожерелье из 6 
бусинок, из которых 2 черных, а 4 зеленых (ожерелья, получаю¬ 
щиеся передвижением бусинок по кругу, считаются одинаковыми)г 
Ответ: 3 способа. 

Решение. 2 черные бусинки можно поставить радом, можнЬ 
поместить шэду нши одну зеленую бусинку или 2 зеленых бусинки 


(см. рисунки). 

О 

о - 





. < 

■ 4.3 3 а) . Сколько шаграмм можно составить из слова 

"логарифм" ? 

. В слове *логари% м все буквы разные. 

Анаграмм будет столько ; сколько существует перестановок 
го 8 букѣ этого слова — Ра*$! • 

б) Сколько анаграш можно составить т слова "реестр"? 

Ответ: Щ . ^ и р± 

Решение. Занумеруем две буквы €^// *€,. и . Посла 

нумрршии все буквы стали разншн, мз них можно составить 61 
анаграмм (перестановок). Если теперь отереть в каждой из этих 


перестановок значки при буквах Ѳ , то одна и та ж© пере¬ 
становка (анаграмма) будет встречаться 2 раза, (буквы € 
мошзо мршьтабитьЩ способами). Значит*, число рашшчннх ана¬ 
грамм будет в 2 раза меньше числа перестановок из 6 элементов. 



« 



4.16 а) . Три разные іш*рг ставятся та кругу. Сколько 
существует таких расстановок (две расстановки, отличающиеся 
недорогом круга.. считаются одинаковым) % 

Ответ: «Л 
•-- $ 

Решение. Составим все размещения из 10 кайр по 3 и раояодо 
яим злементних та кругу. Полученные размещения разобьем на 
классы так, что размещения принадлежат одному классу, если они 
отличается только поворотом крута. В кшдый класс^очевидно, 
попадает 3 размещения. Таким образом, число классов р авн о Д/2 

Очевидно, что число расстановок, о которых" явят речь в зада¬ 
че, равно числу классов. 

' 4Л6 б) . 4 разнив уи<?рв ставятся та кругу» Сколько суще¬ 
ствует таких расстановок (2 расстановка, отличающиеся поворо¬ 
ти круга, считаются одинаковыми)? 

Ответ: дю 
~- ? 

Реша й®- аналогично предыдущей задач®. 


4.23; Сколькими способами можно усадить 20 человек за 
круглим столом, считая способы одинаковыми, ееш их можно полу¬ 
чить един изд другого движением по кругу? 

Ответ: /і/ 

« 

Решение , Составим перестановки из 20 элементов, располо¬ 
жив элементы по кругу. Число перестановок будет разно в $0 І . 
Разобьем полученные перестановки на классы так, чтобы в од™ 
класс попади перестановка, которые могут быть получены едя» из 
другой только поворотом. Искомое число способов равно числу 

20! I 

классов, т.е. .* так как в каждом классе будет 

20 перестановок (см. задачу 4.16). 

АЖ* Мша назднй дань ввдаѳт на десерт но одному фрукту. 

Т не! есть 3 одтаковюе яблока, Ь одинаковых груш, 2 одюгако- 
вш персика и X апельсин* Сколькими способаш она может вэдать 
эш Фрукты в течение II дней? 

Ответ: — 

г—• Ж$Ш 


5 


Решение . Пусть число искошу "расстановок 5 * всех фруктов** 

X • В каадой расстановка составим все возможные переотанов- 
км яблок, груш и персиков. Тогда число новых "расстановок" 
будет 5 равно Х'ЗЗчУІ'іН (число перестановок яблок « ЗІ 
груш - 5! * персиков «2! К Мы получили таким способом все , 
перестановки из XI элементов^их число , в искомое 

Хі _ііі_ 

і НаМ . говорится 

Замечание . Наборное которШ^Гзадачад 4.336) и 4,31, 

назнвавтся и переотаяовкаа с повторениями" Подробно б таких 

перестановках Вы можете прочее» в книге Виленкина "Комбинаторика". 


Разработки подготовляй: Гутенмахер В.Л,,- Вайсшн Н.Р., 

Юоша Г.Б. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РАЗРАБОТКИ 

для щэеподавателай I курса ВЗШ по проверке задан 

по теме "КОМБИНАТОРНА" 



І. Общие сведения* 


Цель этого задания состоит, праще всего в том, чтобы шко¬ 
льники научились математически гршотно записывать решения за¬ 
дач. 

Построено задание одадушим образом. Контрольное задачи 
почти идентичны разобранным в тексте. Поэтому школьники долши 
Фактически переписывать наши решенш. Важно проследить за тем, 
сознательно или нет это сделано. Задачи в тексте, естественно, 
разбиты по параіфаФам*. , 


§ 

I 


і 


П. Указания по отдельным обязательным 

задачам. 

і 


& 2 (О д на ко мбин аторная задача). 

Задача 2.4 , должна быть неписана на основе решения 2*2, 
помещенном в тексте. В этой задача обязательно должна 
идея взаимнооднозначного соответствия» Тем иѳ менее, ставить 
если дан верный ответ, и если нет. 

Задачи 2.5 и 2.6. В рѳщекта должна присутствовать адея "раз- 
биения на классы”, либо (в задаче 2.$) четкое сведение ж задаче 
2.1. Если эта идем понята ж ответ верный, то ставить ®Ч” шш 
и і" П Р^ небольших недочетах. 

Заметим, что задачи 2.6а) и 2.66) двшштся лешеш к задаче 
3,6. Поэтому наиболее вероятен случай, когда решат задачи 2.6а), 
2.66) и 2.6, ж невероятен случай, когда решена задача 2.6, но не 
шшенн 2.6а) ж 2.66). 


Задача 2.8 состоит по существу в том, чтобы найти ответ тон 
К** 5“ . 

Задача 2.9. Ответ должен . быть записан так ж как в задаче 

2 . 8 * > 

т 

т 

* 3. Г р а Ф ы. 


Задэти^З^ а ) ,6) ,в) и 3.6 а) . должны быть аккуратно вшх<даш~ 
ш? школьником (т.е. учащиеся должны уметь в кадцой из этих задач 

переводить условие на язык "точек и дуг", как в задачах 3.2а), б) 
и 3.3а). • 


* 


2 


Задачи 3,6 Школьник должен в 9тих задачах построить 

пример граг^а. Если такого примера нет» то ставить и ука¬ 
зать на замечание к задаче 3.7» пояоняшрѳ» почему нужен пример. 

I- Умаляя по отдельным доиоягательнш задачам. 

> ^ 4. Разине задачи . 

" ч >, Задача * 4.1. Учащиеся могут придерживаться различных тонок 
зреют Сш,замечание к этой задаче в тексте), поэтому возможна 
различние ответа, 

> Задача і 4,7, Возможна также различив» ответа, в зависимос¬ 
ти от того, считай ям учащиѳоя, что треугольники должна быть 
одного цвета яки могут багъ разного. 


Указания подготовки В.Л.іутвюяажэр и Л.Г.Сврабрвниикова. 

Методическая комиссия КМ 
' * Мей 1977 года 
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1977/78 учебный год 


• МЕТОДИЧЕСКИЕ РАЗРАБОТКИ 

для учащихся П курса ВЗМВ но задания Л 14 1"КОМБИНАТОРИКА 


' мн посылаем Вам снова задание по брошюре "Некоторые ко^ 
бннаторные задачи". Надеемся, что она сохранилась у Вас с прошит 

ГОДа *В начале 9 класса в школе проходят тему "Комбинаторика". 
Ознакомившись с основными ей понятиями:„сочетания и числа соче¬ 
таний С' { «, "перестановки и число перестановок ѵ* . 

* м •, Ш »0»« 

прошлогодние задания. Например, лето видеть, что в 

?2 «Одна' комбинаторная задача" Вы. по существу, оскаль чиадо 

; Сі” «р-«« „* ■Д: с аГ . 


А к 

^10 


затем 


СІ для различных * . ■.~~ - к .к 

,окм« , дамР* ... конечно» им». I, „ • • 

Теперь мн аоевдагаем Вам новые задачи из этой брошюры. При 
решении этих задач можно пользоваться известными Вам ЗД»- 
Однако в большинстве задач скорее всего нужны будут не *9Р“У*ь> * 
а "правило произведения", о котором говорится в брошюре на стр. 

Т8 Тс же правило можно сформулировать шача: если некоторый 
выбор может быть сделки т. различными способами, а для каж- 
дого из втйх способов некоторый второй выбор может быть сделан 
V различными способами, то число способов для осуществления 
последовательности «тих выборов равно произведению пт а ^При¬ 
ведем пример решения задачи с использованием правила прорве 

Я 4 19. На рояле - 88 клавиш. Сколькими способами можно из- 

' влечь”іюследовательно б звуков. 

Решение. Мы считаем, конечно, что одни и » звуки^могу 

повто^Гв мелодии. Пеовый звук можно извлечь 88 способами.^ 
Второй звук также можно извлечь 8Я способами. Два вук-. .. м 
штоя независимо друг от друга, поэтому по "правилу произведения 
два *вуха «окно извлечь 88* способами. Третий звук извлекаетин 
также независимо от первых двух. Поэтому три звука можно набрать 
88 3 способами. Рассуждая точно также дальше, получаем ответ. 

’ Заметим, что Вы можете ссылаться при решении задач на 
более общее "правило произведения". . . 

Пусть имеется К множеств Д д ^ Д # ,... А К > 

в каждом из них соответственно т* элементов,. 



Тогда число 

ь.іСАі , 

всевозможных наборов (л, .,,. ; 

равно произведению 

Обязательные задачи. 

а „.) , где 

V 4.18 

4) 4.22 

7) 4.276 

10) 4.330 

2) 4.20 

5) 4.24 

8> 4.30 

• 

3) 4.21. 

* 

11) 4.16 а 

12) 4.16 б 

6' 4.27а 9. 4.33& 

Дополнительные задачи,, 

13) 4.23 

14) 4.31 

• 


Указанія по отдельным задачам 


4.18, 4>20 и др » Ответ надо записать в ваде формулы, 
не подсчитывая его численное значение (так в разобранном выше 
примере мн записали 88*% не подсчитывая, чему равно зте число) 

4,21 , В задаче надо считать, что не только все монета 
разине, но и карманы разные* 

4,20, 4,22 , 4,24 , 4,27. Имеется в воду, что первая цифра 
не 0.""" 

Притер та опенок . 

За обязательные задачи; "5" - решены все задачи, 

- решено не 1 менее 7 задач, 

"3" - решено не менее 4 задач, 

8а дсшачтатеяьнн# задачи; "4"- решено 2«3 задачи, 

"б" - решено 4 задачи* 

Срок присылки задания В ТА -2© ноября 1977 года 

Разработки составили; В.Д#Гутенмахер, Н.Ю,ВаІшш, 

Г,Б. Юсина. 


Методическая комиссия В31ІІ 
Май 1977 года 




зк+у 


МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ 
для учащихся I курса ВЗМШ по задании ИЗ» 


КОМБИНАТОРНЫЕ ЗАДАЧИ 

цель этого задания состоит, правде всего, в тоы, чтобы научиться 

математически грамотно записывать решения задач* 

Задание- состоит из четырех язраграфов. Задачи первого параграфе 
приводят читателя к важной формуле "включения и исключения". Эта фор¬ 
мула, как.Вы увидите, часто применяется при решении самых разнообраз¬ 
ных задач® 

Второй параграф этого задания касается, в основном, только одной 
задачи^ сколько существует целых положительных к -значных чисел, циф¬ 
ры которых в десятичной записи расиоішекы в убывающем порядке 2 Путь 
к решению этой задачи состоит в том, чтобы разобраться в условии зада¬ 
чи для небольших значений к и разбить задачу на более простые* 

Третий параграф начинается с геометрической интерпретации задачи 
Ш, 9 0 из §2* Далее он продолжается задачами, условия которых удобно 
изображать в виде "графов" { т.е. комбинациями точек ш соединяющих 
их дуг). 

Параграф четвертый - новые вариации на теку, начатую в §2. 

С о д ѳ д к ІІЕ & • Стр. 

§1. Включения и исключения .... 3 

§2. Одна комбинаторная задача ....8 

Контрольные задачи к §2 ..... 13 

§3. Геометрическое изображение задачи 2.0 и несколько 

задач о графах.... 15 

. Контрольные задачи к §3 ... 18 

§4. Произведения, суши,, расстановки цифр .........в. 21 


В конце каждого параграфа приведено заключение, обобщающее мате¬ 
риал, изложенный в тексте. 

Ваше задание состоит в той, чтобы внимательно проработать текст 
задания, обращая внимание на образца записи решений, приведенные в 
век. При выполнении задания следуйте этим образцам. 

О б я з а т е д ь н ы е 2 а д а ч в 


1. М.Іг). 

2. №1.3 а), б), в), г), д). 

3. №1.5. 

4. №1.7. 

5. №2.4. 

6. №2.5. 

7. №2.6, 2.6а), 2,66). 

8 . № 2 . 8 . 

9* №3.5а). 


13. №3.66). 

14. №3.бз). 

15. №3.96). 

16. №4.0. 

I?» №4, Іа), б) 

18, №4.4. 

19 , 4.6 


I 
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10. 13.56). 

11. І3.5в). 

12. ійЗ.ба). 

3 2 і: .? 1 1. 3. 'I. 2.1 ■&. ,'і М. ® за аз «и 

23. 11.8. 28. №5,86), 

24. №1.9. 29. 14.2. 

25. 12.9. 30. 14.5. 

26. КЗ.7. 31. 14.7а), б), з). 

27. 13.8а). 32. 14.9. 

С д о к присылки зада, а и я 13- воабря 1974 г . 

ІМІ121І о д ѳ I о к 

Обязательные задачи: "3" - решено не менее II обязательных .задач, причем 

среди них есть задачи из всех параграфов : 

"4" - решено не менее 16 обязательных задач, среди 
них - з адачи из всех параграфов : 

"б" - решены все обязательные задачи* 

Дополнительные задачи: "4" - решено не менее 5 дополнительных задач, 

среди них - задачи из всех параграфов$ 

"5* - решено нѳ менее 8 дополнительных задач, 
среди них - задачи из всех параграфов* 

Если дополнительные задачи не решались или их решено менее 5 Э вторая 
оценка не ставится® 

Задание подготовил В.Л.іутенмахер по материалам лекций И Л.Гель¬ 
фанда. 

Методическая Комиссия В8МШ 

Август 1374- г 

* Мы советуем Вам подписаться на журнал "Квант 11 , в котором помеща¬ 
ется много материалов по математике и физике* Подписной индекс 70465- 
§ I* Включения и исключения 

Этот параграф состоит кз нескольких задач, которые при¬ 
ведут нас к важной формуле '“включения и исключения”. 

Сначала - небольшая "разминка 11 '-совсем простые упражнения. 

Упражнение ІР . Сколько существует целых положительных 
чисел, меныпих 100, которые делятся: а) не 2; б) на 3;в) на 5; г.» на ѵ. 

Ответы: а) 49, так как 99 = 49*2 + I. 

6) 33, та?; как 99 = 33*3* 

к) 19, так как 99 = 19*5 + 4. 

г- 16, так как 99 = 16 е 6 3. 

Контрольное упражнение Ц. » Сколько существует целых 

положительных чисел, меньших 1000, которые делятся” а > на2; 

б) на 3; в) на 5; г> на 7? 
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Эти упражненія помогут нам в решении следующих задач. 
Задача 12 . Сколько существует целых положительных чисел, 

меньших 100, которые: 

а) делятся одновременно на 2 и на 3; 

б) делятся на 2, но не делятся на 3; 

в) делятся на 3, ко не делятся па 2; 

г) делятся на 3 или на Щ 

д) не делятся ни на 2, ни на 3? 

Ответы: а) 16, 6: 33, в) 17, г) 66, д> 33., 

Решение задачи І2а>. Числа, которые делятся и на 2, 
и на 3, это числа, которые делятся на 6. Количество таких 
чисел мы подсчитали в упражнении Юг . 

Решени е задач и 126). Для, наглядности ситуацию мокко 
изобразить двумя пересекающимися кругами (см.. рис.І). Б 




первом кругечшожеетво чисел, кото¬ 
рые делятся на 3, во втором - мко- 

) жестьо чисел, которые делятся на 2, 
а их пересечение (общая часть) - 
множество чисел, которые делятся 

Рмс. { на 6. 


Пам 

Числа, 


нужны числа, которые делятся на 2, но не делятся наЗ. 
которые делятся на 2, но не делятся на 3 - это чис- 
* ■ да, которые делятся яа 2, но ке де- 
— -ѵ. лятся на 6, На рисунках 2а) и 26 ) т 

<* 2 \ | Л заштриховали нужное множество чисел, 

) ч Очевидно, их количество равно 

49 - 16 = 33, (из 49 чисел, делящих- 
V ея на 2, 16 делятся на 6). 


Рис. 2 


Г іи — |_ и 

(см. рис.За) и 36 


і Решение задачи Юв) аналогично 
•решению б), только в этом случае нам 
щпшо другое зашрихованное множество 


Р и с. 3 Я) 

Решение задачи І2іг ) . В этом случае мы также заштрихуем 
нужное нам множество. Это объединение двух кругов (см.рис.4;. 











Келл сложить количество чисел» которые делятся на 3» с 
количеством чисел, которые делятся на 2, то т два раза по¬ 
считаем числа, которые делятся ка 6 (см, рис.5). Таким обра- 

зом, от полеченной еумш нам еще 
надо отнять количество чисел, ко- 
торыѳ делятся на 6. 

Итак, ответ: 33 ■+ 49 - Іо - 66, 

Решение зад ачи Ш ) «Изобразим ситуацию в виде 4 даграмш 

(см,рис.6) 0 Квадрат - это мно- 
жество всех целых положительных 
чисел» меныпих 100* а круги - 
; это множества чисел, делящихся 

на 2 и на 3. Нужное нам коли¬ 
чество чисел зашрихованс на 
рис.6 е Количество таких чисел 
0 Й будет равно количеству чисел, 

^ мс 0 находящихся в дополнении к объеда- 
' нению двух кругов. Сколько чисел 

е ? объединении двух кругов, мы уже подсчитали в задаче г;. 

Ответ, 99 - 66 =33. - 

"71 Обозначим через М количество 

всех чисел* меньших 100, через 
4.. 4 . 4г-з - соответственно 
ко ли чества чисел, которые делят¬ 
ся на 2, делятся на^З, делятся 
У , « « на 2 с 3, а через Ж -кощчеотьо 

> / Іи с чисел, которые не попадают ня в 
_ I Л4 » НИ в Ж" • Тогда из нстих 

рассуждений мы подучим формулу + Ж я % ісм. рчс./). 

Контрольная задача ^. Сколько существует целых поло¬ 
жительных чисел, меныпих 1000, которые: 

а) делятся и на 2, я на 3; 

б) делятся не 2, но не делятся на 3-$ 

в) делятся на 3, но не делятся на 2; 

г) делятся на 3 или на 2; 

д) не делятся ни на 2, ни на 3? 

Более сложные задачи получатся, золи мы возьмем три 

числа» например, 2, 3, 5. 
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Задача Ій . Сколько целых положительных чисел, меньпшх 

100, которые не делятся ни на 2 , ни на 3, ня на 5? 

Решеэде_за^ча_М. Заметим, во-первых, что если число 

делится и на 2 , и на 5, то оно делится на 10; если оно де¬ 
лится и ка 3, и на 5, то оно делится на 15, а если делится 

____ - и на 2, и на 3, и на 5, то око делят¬ 
ся на 30. Изобразим ситуацію в виде 
^ диаграммы (см.рис.С), где внутри квбд- 

I ^ Ч 'к рата - множество чисел, меньшее 100, 

| I а в кружках - соответственно множест- 

V /Ж\ ) ні чисел, которые де ял тел ка 4» 3» 

I к ] на 5 о 

\ 1 У Пусть А'в - количество чисел, ко- 

торые делятся на 2» А§ - количество 
чисел, которые делятся ка 3, ЖГ - ко- 
п о личестЕО чисел, которые делятся на 5, 

Ж-з - деляЕяіеся а на 2, и на З.М-Г- делящихся и на 3, я 
па 5, Ая‘~Г~ делящихся и ка 2, и на 5. Наконец, /гх*3\Г 
количество чисел» которые делятся и на 2, и на 3* и на 5, а 
Ж' _ количество чисел, которые не делятся пи на Щш на 
3, ни на 5. Оказывается, верна следующая оормула: 

’ у' = +МІ.-3+ Л&г Аг -з -я ^Ч> 

Все числа, которые стоят в правой части равенства, легко по¬ 
считать: , _ . , 2 л/ _ /а А/ ~/У~М І\/і м/5 = 6. 

№> =І Ш-з < 4 ч ' 5 > 

ПІ-ЪЪ 3 . А/<_ г. Г 

По формуле ( * , мы получаем нужное нам число /г - -о. 
Осталось доказать формулу ( Ж 

Мы должны посчитать, сколько чисел оодэрдатся в квадра¬ 
те но не попадает ни в один из кругов. Если мы вычтем из п 
СУММ ѵЖ+^і+Мг > то ^ сла . попавшие ровно в два из 
трех кругов, мы вычтем два раза, а числа, погаіуо все три 
коѵга- да® той раза. Теперь к разности Л-/Ѵ2' Л$~"5 
добавим сумму 4. 3 Тогда все числа, попадающие 

в один ига два круга, мы учли правильно к только числа, по¬ 
падающие во все три круга - неправильно: их количество мы 
трижды вычли и вновь трижды Добавили. Придется из суммы 

-4+^з^^Нм Екчвсть ѳше • Тенерь 

воз числа, входящие в объединение трех кругов, № учла по 

РаЗУ ^дЙа Іб ! Сколько существует целых по пеките льиых чисел, 
меньших 1000, которые не делятся пи па 2, ни на. 3, ни на о: 
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Зашча ІБе Сколько существует целых шлоштельных чисел,' 
меньших 1000, которые ж делятся ни на 3, ни на 5. ж ш 7, 
ш на 11? . .4 

Указание ж зшшче 16 . Р(*~ //** ** Щ; ~~ т 

+ Мз-5 + ^3*1 +М&1 + №з>п + #5-/1 + ^35- Г ~ 

- М3-511 - М*-7- 11-№5?‘Н + Мз-5'7-11 (*•*) 

■ Чвевя-мвныяяі 1000 и дезрщшж на 3*5*7* II. не ер@в®“ 
вуек;,, Ш>шощ^зф^=0. 

Вцэ тра ковтраданш задач» к § I. 


яятиш ТУ. Обтеданенив множеств Я л 15 состой* из 25 
элементов, пересечение - жз 10 элементов. Сколько элементов 
в $ 9 еош ъВ : а) 15 элементов; 6) 21 элемент; в) 10 
элементов? :■ 

і ШШЖЖ» В школьной химической ошшвд участвовало 
21 человек, и. физической - 26 человек, в математической - 
29 человек о 14 школьников принимало участие ж в химической, 
и в математической, 15 учащихся - и в физической, ж в мате¬ 
матической, 8 - во всех трех олшшшадах. Сколько школьников 
участвовало хотя бы в одной из трех олшмшшЖ? Найдите все 
возможные ответы. 

Задача 19 » У мета трое друзей, за месяц с кэддш из них 
я обедая 9 раз, с хаадаш дву т т них - 4 раза, со всеми 
тремя - I раз, бее каждого т та - 15 раз о Сколько всего 
раз я обеда? Сколько раз я обедал один? 

Заключаете 

Формулы ( * ) ж (* #), которыми мы пользовались вше, 
являются частными случаями общей формула, - так называемой 
"шорщлы включений и исключений* 9 * Она связывает такие числа: 

^ - количество элементов некоторого множества п ; 

#4?С д6 ’“ количества элементов в некоторые его поденожест- 
Еах; Л Г /г, / Ѵз>"‘ - коотчестЕО элементов в попарр 
шж пересечениях этих множеств; пі я $ ”1 я * 

Мі*$гЗ “ количество элементов в пересечениях этих множеств 
п© три, и таж далее; наконец, № - количество элементов юо- 
жеетш // которые не входа ни в одно из подмножеств /% * 

А&> Аз$ в9в • ^отт, 10811 шшю указать, 

^'= /к- У,-%гУ 5 ~'.. +Ѵг 

(это и есть общая "формула включений ж исключений”). Например 
когда подмножеств одно, два ж тем, она принимает такой вид; 


ж = л'-л?' ' 

/К = №~№ г ~Р/%^- /Ѵ 3 + + ^23 + Щз~^123 • 
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Зтот параграф касается, в основном, только одаой задачи: 
сколь ко сущ ест вует целых поло жи тельны х к -зна чных чисел, 
ѵмт кото рых распол о жены в убываю щем порядке? 

Это трудная задача. Наш путь решения будет таким. Мы 
сначала разберемся в условии задачи для к ~2, 3 и разобьем 
задачу на более простые, а уже затем перейдем к следующим 
значениям к - 4, 5,..* 

Итак, начнем наш путь "от простого к сложному". 

Зашча 20а). Сколько существует целых положительных чисел, мень¬ 
ших 100, цифры которых идут в возрастающем порадев? 

б X Тот же вопрос для чисел, цифры которых вдут е убывающем 
порядке. 

в% Тот же вопрос для чисел, цифры которых идут в'невозрастаю¬ 
щем порядке «ѵ 

Уточним условие задачи .Цифры двузначного числа идут в возраста¬ 
ющем порядке, когда первая цифра меньше второй. Однако неясно, как 
быть с числами; I, 2, 3 , 4, 5, 6, 7, 8 , 9. Превратим эти числа в . 
двузначные, условившись ставить перед каждым жз шж нуль: I = 01, 

2 = 02,... 5 9 = 99. При такой записи мы не перепутаем эти числа ни 
с какими другими числами и отнесем их тоже к числам, цифры которых 
идут в возрастающем порядке. ( Таким образом нумеруются- билеты ло¬ 
тереи) . После ©того уточнения мы можем приступить к решению задачи^ 

Р ешение задачи 2Ра)« Самое первое, что приходит в голову, это 
выписать подряд все также числа: 01, 02,.*«09, 12, ХЗ,..Д9,„., 

23,.0.29,...34,...39,...89 ж пересчитать та. Но мы, конечно, сразу 
заметим, что в первом десятке их 9 штук, во втором - 8 штук, к 
третьем - 7 штук и т.д. В девятом десятке - I штука, а в десятом 
их Еообще нет. Поэтому нам нужно просто сложить числа 

9+8+7+6+544+3 + 2+1=? 

Будет легче, если мм будем складывать числа в таком порядке: 

(9+1) + (8+2),+ (7+3) + (6+4) + 5 =? Ответ: 45 чисел . 

Ре шение залач і 206) . Здесь, конечно, можно сделать точно такой 
же подсчет, как т в задаче а), но сразу становится ясно, что ответ 
будет таким же, как и там. В самом деле, если в каждом числе, циф¬ 
ры которого ждут в возрастающем порядке, поменять цифры местами, то 
получится число, цифры которого идут в убывающем порядке, и наобо¬ 
рот. Итак, ответ: 45 шту к. 
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Тут, конечно, стоит заметить, как удачно мы обозначили н за¬ 
даче а' числа из первого десятка - иначе для чисел 10, 20,...90-с 
убывающим порядком цифр не нашлось бы подходащих пар среди чисел 

с роз рвота ощіш поряд ком цифр . 

Решение задачи ; .К таким числам относятся числа, цифры 
которых идут г возрастающем гюрядае, и числа, обе цифры которых 
одинаковы. Сколько есть чисел с возрастающим порядком, мы уже 
знаем из задачи О) - их 45 штук. 

Чисел с одинаковыми цифрами 9 штук: II, 22, 44,...99. 

Итого: 45*+ 9 = 54. Ответ: 54 числа . 

Снова решение задачи 80а) . Решая задачи а), б), в), мы заме¬ 
тили, что можно решить задачу а) еще более простым подсчетом. 
Двузначных чисел, обе цифры которых разные - 30 штук. В самом 
деле, целых гюлоклтеяыіых чисел, меньше 100, всего 99 штук, а 
чисел меньших 100, цифры которых одинаковы, 9 штук. Двузначные 
числа с двумя неодинаковыми цифрами разбитотся на два клас¬ 
са, состояниях из чисел с возрастающим порядком и из чисел с убы¬ 
вающим порядком, причем тех и других сдапаіювое количество. Сле¬ 
довательно, чисел с возрастающим порядком 22 = 45'штук. 


Задача Сколько существует целых положительных чисел, 
меньших 1000, цифры которых идут е возрастающем порядке? 

Уточнение условия . Подобно тому, как мы это сделали в зада¬ 
че I, договоримся перед одиоз начныші числами приписывать два 


нуля, а перед двузначными числами приписывать один нуль, напри- 
ме р: 5 = 005; 21 - 021. Тем самым ьсе положительные числа, мень¬ 
ше ІО 3 , будут трехзначни. 

Задача 22 .Сколько существует целых положительных восьми¬ 
значных чисел, цифры которых идут в убыъа-ощем порядке? 

Задача 23 . Сколько .существует целых положительных чисел, 

меньших ІО 1 " , цифры которых идут ъ убывающем порядке? 

Решение задачи,.-21 . Трохзиачнне числа, цифры которых идут 
в возрастающем порядке, это числа, у которых вторая цифра 
больше первой, а третья - больше второй. Следовательно, у та¬ 
ких ^иоея все три цифры разные.. Рассмотрим множество чисел, 
у которых все три цкФда разные» Разобьем их на классы. Если 


числа состоят из одних и тех же трех цифр и 


отяичаотся только 


порядком, в котором спи поставлены, то ми их относим к одно¬ 
му классу, Всякое число, таким образом, попадает только в 


один из классов. 

Докагет теперь, 
чисел, и кроме того. 


что г каждый класс попадает ровно 
среди них есть только одно число. 


шесть 

цифры 


которого идут в возрастающем пооядко, 
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Пустъ вДс- какие-то три разные цифры и пусть (X > 6? С. 
Тогда из них можно составить только шесть различных чисел: и ОС г 
ШЖсЖШ, С$5 и из них только у одного числа, сБ<г, 
цифры идут в возрастающем порядке. Отсюда мы можем заключить, 
что если Ж - количество чисел, у которых ьсе три цифры раз¬ 
ные, то количество классов, на которые мы их разбили, будет 
равно . Кроме того, поско лыу в каждом классе есть только 
одно число с возрастающим порядком цифр^ таких чисел будет 
столько же, сколько классов, то есть штук. Осталось нал- 
ти Ж , то есть решить сяедуюлую задачу. 

Вспомо гательная задача Да| . Сколько существует трехзнач¬ 
ных чисел с разными цифрами? 

Решая задачу 20, мы нашли,.что двузначных чисел с разными 
цифрами 90 штук. Приписывая $пс ре да к ваадбщ такому двузиач— 
ножу числу по одной из В шгФ.-э, не содержащихся в этом числе, 
мы, очевидно, получим все различные трехзначине числа с раз¬ 
ными цифрами (емотрд таблицу;. 


Двузначные числа с 
разными цифрами 

01 

02 


Трехзиачйые числа с 
_ разными цигоамл _ ■ . . 

201, .‘301, 401, 501, 601,701,1-01,901 

І.о;, 302, 402, 5(32 , 602 , 702,808,902 


210, 310, 410, 510, 6X0,710,610 ,9і0 
и12, 312, 412, 512, 6І2,7І2,6І2,9І2 


016, 216, 316, 416, 516, 010, 7ІЬ, 916 
019, 219, 319, 419, 519, 619, 719, 012 


27 097, 197. 297, 327, 427, 587, 697, 697 

96 096, 196. 296, 396, 490, 596, 096, 79* 

Таким образом,всего чисел с тре?/я разными цифрами будет 

20 • 6 = 10 Ш 3 • 6 штук 

Вспомогательная задача решена: мы нашли, что - 90 й1 8; 
разделив Ж па 0, мы получим ответ задачи 2.1, 

Ответ к задаче ІД. ФізЬЛ - - 120 чисел. 


ѴІЪОА АѴ ^ - - 

Решение задачи %2 .Ответ: столько же, сколько двузначных, 
то есть 45 чисел. 

Докажем это. Выпишем в строку есо десять цифр в порядке 
убывания: 9676543210.. Возьмем двузначное число, цифры которо¬ 
го идут в убывающем порядке и вычеркнем его цифры из этой 
строки. Мы получим в результате восьмизначное число, цифры 

которого идут в убывающем порядке, например: 

70-*9 Е/6 5-4 3 2 ІЯ, то есть 98654321 ; 

62-*»9 67^543^10, то есть 98754310 
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Тз т т* конечно, стоит заметить, как удачно мы обозначили в за¬ 
даче а) числа из первого десятка - иначе для чисел Іи, 20,...90 с 
убывающим порядком цифр не нашлось бы подходящих пар среда чисел 

с возрастающим порядком цифр. 

Решение задачи Ц >:;.К таким числам относятся числа, цифры 
которых идут г возрастающем порядке, и числа, обе цифры которых 
одинаковы. Сколько есть чисел с возрастающим порядком* мы уже 
знаем из задачи 0$ - их 45 штук. 

Чисел с одинаковыми цифрами 9 штук: II» 22, 44,...99. 

Итого: 45 + 9 = 54» Ответ: 54 числа . 

Снова решение задачи 20а ) с Решая заданіе а), б), в), мы заме¬ 
тили, что можно реттѣ задачу а) еще более простом подсчетом. 
Двузначных чисел, обе цифры которых разные - 90 штук. В самом 
деле, целых положалышх чисел, меньше ІШ, всего 99 штук» а 
чисел меньших 100, цифры которых одинаковы, 9 штук. Двузначные 
числа с двумя неодинаковыми цифрами раз бяка зтея на два клас¬ 
са, состоящих лз чисел с возрастающим порядком я из чисел с убы¬ 
вающим порядком, причем тех и других одинаковое количество. Сле¬ 
довательно, чисел с возрастающим порядком 22. = 45штук. 


Задача -Д.Сколько существует целых положительных чисел, 
меньших 1000, цифры которых идут е возрастающем порядке? 

Уточнение условия . Подобно тому, как мы это сделали в зада¬ 
че I, договоримся перед однозначными числами приписывать два 
нуля, а перед двузначными числами приписывать одни нуль, напри¬ 
мер: 5 = 005; 21 = 021» Тем самым все положите явные числа, мень¬ 
ше ІО 3 » будут трехзначны. 

Задача Ж .Сколько существует целых положительных восьми¬ 
значных чисел, цифры которых ядут в убывающем порядке? 

Задача 23 . Сколько существует целых положительных чисел, 

меньших 10 ■*цифры которых идут е убывающем порядке? 

Решение задачи, 2І . Трехзначные числа, цифры которых идут 
в возрастающем порядке, это числа, у которых вторая цифра 
больше первой, а третья - больше второй. Следовательно, у та¬ 
ких ^шоел все три ішФоы разите. Рассмотрим множество чисел, 
у которых все три ішщпы разные» Разобьем йх на классы. Если 
числа состоят из одних и тех же трех цифб и обличаются только 
порядком, в котором сии поставлены, то вы их относим к одно¬ 
му классу. Есякос число, таким образом, попадает только в 


один из классов'. 

Покажем теперь, 
чисел, я кроме того. 


что г каждый класс попадает ровно 
среди них есть только од,но число, 


шесть 

цифры 


которого идут в возрастающем лоюадко. 


Пусть «Де- какие-то три разите цифры и пусть 
Тогда из них можно составить только шесть различных чисел: 
асВ. бас, вса , сов, с$а и из них только у одного тіе яа, СОф, 
цифры идут в возрастающем порядке. Отсюда мы можем заключить, 
что золи /)Г - количество чисел, у которых все три цифры раз¬ 
ные, то количество классог, на которые мы их разбили, будет 
равно -^г . Кроме того, поскольку е каждом классе есть только 
одно число с возрастающим порядком цифрю» таких чисел будет 
столько же, сколько классов, то есть ^ штук. Осталось най¬ 
ти Ж* , то есть решить следующую задачу. 

Рг;пом_огате льна я задача жіа) . Сколько существует трехзнач¬ 
ных чисел с разными цифрами? 

Решая задачу Ш мы нашли,,что двузначных чисел с разными 
цифрами 90 штук. Приписывая 5 пс реди к кшедому такому двузЯач— 
кому числу по одной из € пдб-о, по содержащихся в этом числе, 
мы, очевидно, получим все различные Трехзначные числа с оаз- 
кшй цифрами (смотрц таблицу;. 


Двузначные числа с 
разными цифрами 

01 

02 


Трехзиечные числа о 
разными цифрами . 


301, 

401, 

501, 

601, 

701, 

ШІ.ЭУІ 

302 , 

402, 

532, 

602, 

702 

,802,902 

310, 

410, 

510, 

• • в 

610, 

710, 

і 10 ,УіС 

312, 

412, 

512, 

612, 

712, 

Ы2/Л2 

:ли:, 

« в • • в 

310, 

1 • • • • 

418, 

• • • • 

518), 

616 

, 7ІЬ, 9ІЬ 

210, 

319, 

419, 

.519, 

619 

, 719, 619 

197, 

297, 

• ««04 

397, 

» • • • • 

497, 

• • « 

597 

, 697, 697 

198, 

298, 

зэь, 

496, 

598 

, 698, 798 


Таким образом, всего чисел с тремя разными цифрами будет 

90 * - Б = 10 е 9 • Б штук 

Вспомогательная задача решена: мы нашли, что - 90 * В; 
разделив /7 па 6, мы получим ответ задачи 2.1, 

Ответ к задаче 8Д. - 120 чисел. 


у/ А ьѵ х аѵ • й** 9 ф ^^ - - - 

Решение задачи %? . Ответ: столько же, сколько двузначных, 
то есть 45 чисел. 

Докажем это. Выпишем в строку все десять цифр в порядке 
убывания: 9076543210. Возьмем двузначное число, цифры которо¬ 
го идут в убывающем порядке и вычеркнем его цифры из этой 
строки. ІЛы получим в результате восьмизначное число, цифры 

которого идут г убывающем порядке, например: 

70-^9 8/6 5 4 3 2 ІЯ, то есть 98654321 ; 

62-* 9 8 7 ^5 4 3 ^10, то есть 98754310 
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Таотш образом, ваздшу двузначнсвчг чя&шу о убывающим порядком 
.срфр мы сопоставим одно восьмизначное число с убывающим но- 
рядком цифр. Теперь наоборот , возьмем какое-нибудь восьмжзнач- 
ное чясдо , щфрш которого идут э убывающем порядке, и составив 
двузначное число из двух цифр, которые не вошли в это вось¬ 
мизначное число, поставим эти две цифры в порядке убывания,например 
9 8 7 6 4 3 2 I—*50 

Таким образом, каждому восьмизначному числу мы сопоставим одао 
двузначное число. Очевидно, что в первом в во втором случаях 
двум разным числам соответствует два разных числа. И мы уста¬ 
новили взашюодаозначное соответствие меащу двузначішет я 
восьшзнашыш числами с убывающим порядком цифр. Следователь- 
но» и тех,и других одинаковое количество# 

Решение задачи Мы условимся так же, как и раньше, запи¬ 
сывать все числа, меньше ІО 1 *, ш П-значные. Перед к - 
значкам числом для &< II мы доставим (ІІ-^)нулей. 

Ответ; чисел, меньших 10** # цифры которых идут в убывающем 
порядке, нет (в том смысл©, в котором мы уточнили з ада чу)# 

В самом деле, у каждого такого числа вое II цифр должны 
быть разными, но всего есть только 10 различных цифр. 


Жоітродьные з&хачи к 42, 

Задача 24 . Сколько существует семизначных чисел, цифры 
которых идут в убывающее порядке? 

Задача 25 «Сколько существует трехвначных чисел, у которых 
первая цифра больше двух других, а вторая меньше третьей? 

Сообщаем Вам сразу, что ответ в задачах 2,4 и 3$ такой же, 
ш и в задаче %Х. Нужно написать убедительное объясненіе, по¬ 
чему это так, и тогда не придется считать. 

Задача 26 . Сколько существует целых положительных чисел, 
меньших 10 , цифры которых ждут в убывающем порядке? 

Мы советуем решить и записать решение этой задачи точно 
так же, как е задаче ф. Для этого Вам, конечно, понадобится 
решить следующие две задачи. 

I Задача 36а) . (сравните со стр. Ц ). Пусть <2, 6 , С , 

^ — какие-то четыре разных цифры. Сколько можно составить 
из ииж различных чисел? 

Задача 266). Сколько существует четырехзначных чисел, у 
которых все четыре цифры разные? 

При раменям каждой же этих задач мы советуем идти по 

тому же пути, что и при нахождении числа ж в решении вспо¬ 
могательно! задачи ЗІа). 

Задача 27 э Сколько существует целых положительных чисел, 
меньших 10°, цифры которых идут в возрастающем порядке? 
(Уточните условие задачи).. 




Здесь мы тоже сразу сообщаем Вам ответ. Он такой же, как 
ш в задаче 7. Напшште доказательство этого факта, взяв себе 
за образец наше решение задачи 3. 

4 Сколько существует натуральных чисел, меньших 

ІСГ , цифры которых идут в убывающем порядке? 

Зудем считать, что все числа, меньше 10^, имеют 4. знаков. 
Ответ к задаче 28 должен быть записан в таком виде: 

« 45 чисел при <4=2; 

120 чисел при 4=3; 

? чисел пря 4=4; 

? чисел пря 4=5; 

? чисел при 4 =6; 

120 чисел при 4=7; 

45 чисел при 4 =8; 

? чисел при 4=9; 

I число при 4 =10; 

0 чисел пря к =Ц; 

? чисел при А >П. 

Задача_§§. Сколько существует 4 -значных часе л, цифры ко¬ 
торых идут в убывающем порядке» е записи которых нѳт цифры 0? 

Заключение. Пря решении задачи 21а) и других мы по су- 
щеотву использовали такое - правило шэоизвѳдешгя "; если вс мно¬ 
жестве А всего я элементов» во множестве Ж -К элемен¬ 
тов. то всевозмошшх пар (бц 6 ) , где а. - элемент 4,1- 
элемент В , существует И=НК- Более общий факт; если’ эле- 
менты какого-то множества с удалось разбить на ^ классов 

Д& » причем в каждом классе М элементов, то в 

множестве С всего $*М Л К- элементов. Нередко бывает нужно 

наоборот, зная /ѵ (число элементовъ и н (число элементов 

в каздом классе), найти число классов; *4г- 

* Аі 

§ 3 Геометрическое изоб раж ение з адачи 20 и 
несколько задач о графах 


Вернемся снова к задаче 2.1а). Оказывается, что ее мож¬ 
но представить себе геометрически. 

Задрча зр. На плоскости имеется 10 точек. Сколько сущест¬ 
вует отрезков с концами в этаж точках? 

Ответ в этой задаче такой же, как в задаче фа), т.е. 

4і отрезков. Для того, чтобы убедиться в этом, занумеруем 

10 точек цифрами 0» I, 2, 3» 4, 5, 8, 7 , 8, 9 е Рассмотрим 
теперь какой-нибудь отрезок с концами в этих точках. В кон¬ 
цах отрезка стоят две разные цифры; поставив их в порядке 
возрастания, мы получим двузначное число. Іакш образом» каж¬ 
дому отрезку будет соответствовать двузначное число сГвозрао- 




тающим порядком цифр. 

Например, отрезку с концами в точках 2 и 3 соответствует 
число 23* отрезку с концами в точках 5 и 0 соответствует чис¬ 
ло 05 и так далее. Пои таком соответствии двум разным отрезкам 
соответствуют два разных числа и двум разным числам- два 
оазиых отрезка. Следовательно* между числами из задачи2.0а)л 
отрезками из задачи 3.0 установлено Езатшоодиозначное соот¬ 
ветствие. Отсюда уже мокло заключить, что отрезков будет столь¬ 
ко же, сколько двузначных чисел, циіры которых идут в возрас¬ 
тающем, порядке,. 

Другое решение задачи ЗР ) . Итак* на плоскости имеется 10 
точек и нужно узнать, сколько существует отрезков с концами іГ 
этих точках. Посчитаем концы всех таких отрезков. В каждой точ¬ 
ке сходится 9 концов, поэтому всего концов будет 10»*9. Но^у 
каждого отрезка 2 конца, следовательно отрезков будет —’ = ^ # 

Задача іІ* На плоскости имеется 10 точек, никакие три из 
которых не лежат на одной прямой* Сколько существует треуголь¬ 
ников с вершинами в этих точках? 

В следующих задачах полезно переводить условие на язык то¬ 
чек и соединяющих дуг. 

Как это сделать, вы узнаете из решений этих задач. Поста¬ 
райтесь точно так же кагшсать решения контрольных задач. 

Задача а). Сколько диагоналей в вкпуіслом ІІ-угольнике? 

б). В тренировочном турнире участвовало 20 команд, 
причем между каждыми двумя командами было сыграно по одному 
матчу. Сколько всего было проведено матчей? 

Задача 33 а). Можно лк устроить такой трейировочный турнир, 
чтобы в нем участвовало II команд и каждая команда сыграла ров¬ 
но три матча? 

б). Можно ли устроить такой тренировочный турнир, 
чтобы в нем участвовало 8 команд и каждая команда сыграла ровно 
три матча? 

Задача 3^4 . Доказать, что в любой компании, состоящей из II 

человек, найдутся два человека, имеющих одинаковое количество 
знакомых в этой компании. 

Решение задачи Ъ2- а). Посчитаем сначала концы всех диагона¬ 
лей. В каждой вершине сходится 8 концов диагоналей, так как вер¬ 
шина соединена диагоналями со всеми вершинами, за исключением 
ее самой и двух соседних вершин. Поскольку всего II вершин, то 
число концов II <”8. 

У, каждой диагонали два коица д поэтому число диагоналей бу¬ 
дет в два раза меньше; то есть = 44. 

Ответг 44 диагонали. 

Решение задачи Ъ2 б). Сопоставим каждой команде точку, при¬ 
чем разным командам - разные точки. Каждому матчу между двумя 
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командами сопоставим дугу, соединяющую две точки, соответствую¬ 
щие этим командам. В результате задача сводится к следующей. 

Имеется 20 точек, каждые две из которых соединены одной ду¬ 
гой. Сколько всего проведено дуг? 

Посчитаем концы всех дуг. В каждой точке сходится 19 кон¬ 
цов, поэтому всего 20*19 концов* 

У каждой дуги два конца. Поэтому всего * % *"■ = 19(3 дуг* 
Возвращаясь к исходной задаче, получаем 
Ответ» всего было проведено 190 матчей. 

Решение задачи хЗ а) 8 _ Снова сопоставим каждой команде точ¬ 
ку, причем разным командам - разные точки. Каждые две точки сое¬ 
динены столькими дугами, сколько матчей сыграли соответствующие 
команды. В результате задача сводится к следующей. 

Имеется II точек. Можно ли соединить их дугами так, чтобы 
из каждой точки выходило три дуги? 

Посчитаем, какое количество дуг понадобится для этого. Как 
и раньше, считаем сначала концы дуг. По условию, в каждой точке 
должно сходиться три конца, поэтому концов дол^іо быть П*3. 

Дуг должно быть б два раза меньше, то есть . Стопі 

Мы получили не целое число дуг. Такого быть не может и, следо¬ 
вательно, не может быть такого соединения. 

Ответ: нельзя устроить. 

Решение задачи 33 б). Такой турнир устроить можно* Команды 
будем обозначать точками, а матчи - дугами. На рисунке 9 приве¬ 
дены примеры сседплешш восьми точек дугами, удовлетворяющего 
условию задачи. 


Рис. 9 

Решение задачи 5.4. Допустим, что есть таш мнении из 
II человек, в которой у всех разное число знаком. Сопоставим 
каждому человеку число его знакомых® Поскольку всего II чело¬ 
век, то каждому человеку может быть сопоставлено только одно 
из II чисел от 0 до 10. Каждым двум должны быть сопоставлены 
разные числа, поэтому есть человек, у которого 0 знакомых, и 
есть человек, у которого 10 знакомых. Человек, у которого 10 
знакомых, должен быть знаком со всеми остальными, но это проти 
воречит тому, что у одного из них нет знакомых (у того, кото¬ 
рому сопоставлено число 0). Таким образом, нет такой компании, 
и, следовательно, во всякой компании из II человек найдутся 
два человека, имеющие одинаковое количество знакомых. 
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Контр ольные задачи к §3. 


Задача л 5 а). Тот же вопрос* что я в задаче З^а) для 50-уго- 
льяика* б).. Четыре футбольных команды? А } Т>, С и 23 
провели друг с другом несколько тренировочных матчей. Известно, 
что комаЕда А участвовала в 6 матчах, команда 3 - в 

5, команда С "I 7, Л - в 10 • Сколько всего состоялось 
матчей? 

, в). Три футбольных команды; А, В йС провели 

друг с другом несколько тренировочных матчей. Известно* что ко¬ 
манда А участвовала.в 6 матчах, команда В - в ? мат¬ 
чах, а команда С - в II матчах• Сколько матчей сыграли 
друг с другом команды А ш С ? 

Задача 16 а). Можно ли устроить такой турнир, чтобы в нем 
участвовало команд и каждая команда сыграла ровно 5 матчей? 

б}« Можно ли устроить такой турнир,, чтобы в нам 
,] 48о т&ь вш!о і.С команд и каждая команда сыграла бы ровно 5 матчей? 

в) Можно ли устроить такой турнир, чтобы в нем 
участвовало 9 команд и каждая команда сыграла бы 4 матча? 

Задача__3.7. Во воякой ли компании найдутся три человека, у 
которых одинаковое количество знакомых в этой компаний? 

.й?§Д§.^ -Ж ^® некоторой компании двое незнакомых имеют 
ровно двух общих знакомых, а каждые двое знакомых не имеют об¬ 
щих знакомых. Доказать* что в этой компании у шдаг© человека 
одинаковое число знакомых. 

б) Попробуйте изобразить с помощью точек и еоедм- 
кяющмх іх дуг такую компанию,, которая удовлетворяла бы услови¬ 
ям задачи3*8 а), з которой 16 человек и каждый имеет ровно 5 
знакомых*. 

На окружности выбрано ІО точек. Сколько су¬ 
ществует выпуклых 

а) четырехугольников; 

б) штшуголъямков; 

в) восьмиугольников 
о вершинами в этих точках? 

ііамечянме_к_задачам .15 _б) и в). Некоторые ученики записы¬ 
вают решение этих задач так? приводят ответ и "граф*®, на ко- 


ііамечянме_к_аадачам 15 _б) и в). Некоторые ученики записы¬ 
вают решение этих задач так? приводят ответ и "граф*®, на ко¬ 
тором показано* какие команды играли друг с другом и - сколько 
матчей. Но та мое д оказ а тел ьс тзо *’ здесь не достаточно і а вдруг 
из другого рисунка получится другой ответ? Так и получается, 
если решать этим способом такую, например* задачу? 

Задача о \ Четыре футбольных команды Д , $ , С и 2? 
провели друг с другом ІО тренировочных матчей. Известно, что 
команда А участвовала в 7 матчах, команда 3 - в 8. 

сколько матчей сыграли друг с другом команды С и 2) ? 


Решение# Обозначим команды точшия, а матчи между ними - 
еоедвѵиДОі эти точки дугами. Возможна такая картинка. (рио.ІОа) 

Ответ: команды С и Л сыграли 
друг с другом 2 штча. 

| Однако условию задачи полностью- удов- 

| летворяет и ситуация, изображенная на рме® 

20 б* Получаем (для той же задачи!) другой 

^цвец, команды С «ю не сыгран 

^-7 мееду собой ни одного матча, 

а) 

©а. ж С Возможен еще третий (тоже пра™ 

і'Ѵ Л\ вильный) ответ на вопрос этой задачи. 

I I I Подумайте сами, какой еще случай воз- 

I I I можен. 

\У 41 I Вы теперь видите, что для реше- 

ния задачи З ф 5 б) м 3,5 в) недостаточно 
только нарисовать соответствующий граф; 
б) нужно провести рассуждение, доказывав» 

Рис. ІО щее, что ответ может быть только таким. 

Например, можно записать краткое решение задачи ?5 г) в такш_ 
виде: "Обозначим число матчей, сыгранных командами X и і , 
через !%,„ . По условию, ■ 


По условию, 


*Ѵ 4В* *7К 






поэюиу: м -с» + ' и "Аэ 4 ‘•’ 1 'ас 

то ес^ь мшат равняться только ОД и 2. Примеры (см. 

рис. ІО ) показывают, что все эти случаи возможны 8 ®• 

Замечание к задаче 17. Если в задаче опрашивается 81 можно 

ли 88 или "всегда ли найдется®*, то возможны два ответа: **да* 8 или 
"нет". Если Ваш ответ "нельзя 8 * или ‘"всегда кайдется*®, то Вы долж¬ 
ны нрюеетм полное доказательство, учитывающее вое возможные 
случаи. Если Ваш ответ "можно 9 * (в каком-нибудь случае) или **не 
всегда”, то достаточно привести соответственно подтверсдающий 
щи опровергающий пример. 

Указание к задачам IX я ЗВа) Пусть А и В знакомы. 
Обозначим через множество знакомых <4} - множество 

шакомых В • Докажите, что; 

■І>*4 * не имеют общих элементов, 

2) каждый мз Мд имеет ровно одного знакомого в Мв V 

3) кадднй из Мц имеет ровно одного знакомого в Мд . 

Отсюда следует, что между АІд в /И$ можно установить 
вшвдиооднозначвоѳ соответствие* 

Указание к задаче 39, Каждое множество из к. точек на 
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окружности служит множествен вершин одного выпуклого А - 
угольника, Если занумеровать точки так, как это сделано в пер¬ 
вом решении задачи ДО, то каждому такому подмножеству можно со¬ 
поставить (взаимнооднозначным рбразои) А - значное число 
с убывающим порядком цифр. 

Заключение, Изображение условия задам с помощью точек и 
соединяющих их дуг очень часто помогает при решении задач (так 
же, как наглядное изображение множеств в виде "кругов” приго¬ 
дилось нам в §1). Система точек и соединяющих их дуг в мате¬ 
матике получила специальное название : граф. С помощью графа 
можно изобразить ситуацию такого типа: задано некоторое мно¬ 
жество А ив нем - некоторые подмножества, состоящие из 
ЖЕіЛ элементов каждое (множество команд - и пары команд, сыграв¬ 
ших между собой; множества людей - и пара знакомых; множество 
вершин мноуголышка - ш пары вершин, соединенных диагоналями,и т а д ѳ ), 
I решении задач 20 а) и 3.0 мы подсчитали число различных 
^о^-ЭСтв из дв ух элементов в множестве Д , состоящем из 
10 цифр: ^ 0,1,2,.,. ,9 } ; это число равно 45, В задаче 2^8 - 
основной задаче § 2 - мы по существу посчитали количество гзаз - 
„1Ё,1ЁМ^-ЛОА^иожеств из “К элементов в этом множестве. В следу¬ 
ющем параграфе мы увидим, что эти же числа возникают во мно¬ 
гих естественных задач на подсчет различных вариантов. 

§ Произвед ения, суммы, расстановки ц и фр 


В выражении (а-'Ьі) проведем возведение в 
степень и приведем подобные члены. Какие коэффициенты будут 
стоять при а, скЩ а 6 <6/_ ? 

У казан и (<\+іэ) Ю - это произведение десяти сомножителей 

%к'Ьь . Занумеруем их по порядку так: 

О і 2, & Э 

(СЗ (<х -кіь) ((х н- 4). * • (ь/ "С * , 


Ьоли и» каждой скобки веять букву <Х. , то при умножении мы 

получим член (Х хѵ 

Очевидно, что член оЛ& получается, когда из одной 
из ск °б° к ш берем букву <6 , а из остальных^букву а. , 

Поскольку у н эо всего десять скобок, то после перемножения 
мы получим ІО слагаемых вида <х?Ѣ 

Посчитаем теперь, сколько раз получится член 0? 

(это и ,будет коэффициент при 0.4^ ). Чтобы в произведении 

подучилось восемь раз а и два раза 6 , нужно из каких- 

то двух скобок взять букву в , а из остадьных-букву сс . 
Запишем номера тех двух скобок из которых мы выбираем букв* # . 
олучится двузначное число, цкде которого идут в порядке воз¬ 
растания: (например, если мы взяли букву $ из о~ой и 
8-ой скобок, то пишем -08). Тога: образом, одночлен 


при умножении встретится столько раз, сколько двузначных чи¬ 
сел,! цифры которых идут в возрастающем порядке, т.е. 45 раз 
и поэтому коэффициент при равен 45. Итая^ 

• (а-ь 0 % ос 1 \Юа?1+ 45*0.44... Л V(*) 

Продолжите наши рассуждения и укажите ответ. 

Задача 41, а) Чему равна сумма всех коэффициентов 
(I + ІО +45 + ... +10 + I) в предыдущей задаче? 

б) Чему равна сумма коэффициентов при членах 
о четными степенями Сі и & ? 

(I + 45 + ... + I) ? 

Указание» Подставьте в равенство ($г) ~ Д. и 

затем аа\1 ; . 

Задаче 42. а) Сколько всего клеток в фигуре, изображенной 
на рисунке ІІ? 

б) Сколькими ‘способами можно поместить цепоч- 
ЮШ2] |„Ж I 1 1 И ку цифр О I 2 ... 9 в эту таблицу 

гт ' ш і лікгеі 1 Іяі так, чтобы каждые две соседние цкф- 

““ і ;Т ІШ^ рн помещались в клетках, имеющих 

III 1 общую сторону, цифра С стояла в верх 

— «. — —р! ней левой клетке, а цифра 9 - в 

““Ж* клетке 3^ (.^0,1,2, 3,... 9 )? 

01а Рис. и 


Оказание, Ответ в задаче 

б) такой же^ кая в задаче 28: 

цепочек 0 1 9, оканчивающихся в 2© - I 

'—к- я - —" К -— чі -—■ и •—■ к - — - в - ІО 

—и — к — • —. //—. в 2 - 45 

Нужно только обосновать, почему ответ.именно такой - тогда 
не придется считать. 

Прежде чем формулировать следующую задачу, введем одно 
определение* Назовем разбиением целого положительного числа 
представление его в виде суммы целых положительных чисел* Вот, 
например, все разбиения числа 4: 

4, 3 + I, I + 3, 2 + 2, 2+1+1, І+2+І, 1+1+2, І+І+І+І* 

Как видно из этого примера, мы считаем разбиения разными, если 
ош? отличаются либо числами - слагаемыми, либо порядком, в ка¬ 
ком эти числа расположены. Решим теперь такую задачу. 

Задача 43. Сколько существует разных разбиений числа II 
па 4 слагаемых? 

Решение задачи 4.5, Представим себе число II в виде И 
точекГТ^ПШІэНІІІ^ГІЩ « 

Тогда всякое разбиение этого числа на 4 слагаемых можно 
откатить тремя черточками. Например, разбиение И » 5+3+2+1 

можно представить себе так 
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Первой черточкой мы отменяя 5 точекъ второй черточкой 
мы отоешш еще 3 точки, и третьей - следующие 2 точки* после 
чего осталась I точка* 

Лзгко видеть, что и наоборот, расставив каким-нибудь спо¬ 
собом 3 черточки между точками ? мы зададш разбиение числа II 
на 4 слагаемых,, Например, разбиению черточками 

* « «| • ♦ * »| • * с * соответствует такое разбиение? II = 3+4*2*2» 

Таким образом, мы видим, что задача 4^3 сводится к олэдукь 
щей задаче» 

Вспомогатель н ая зад ача 43 а) Имеется II точек, располо¬ 
женных в ряд. Сколькими способами можно расставить между ними 
3 черточки? 

Покажем, что эти задачи сводятся к задаче 2 а І из §2, 

' В самом деле,поставим между точками цифры 

* О • I • 2 • 3 * 4 * 5 * 6 • 7« 8 ♦ 9% 

Поставив три черточки, мы отмечаем трехзначное число, цифры ко¬ 
торого идут в возрастающем порядке, количество таких чисел разно 
лор . Ответ к задаче 43: 120 оазбкений* 

\-Х'Ъ 

З адача 4/к Сколькими способами число II можно разбить 
на слагаемых (где Д&о % ; 1 ,$ )? 

Ук азан ие. Ответ нужно записать так же, как в задаче 2В, 
а обосновать, - так жб| как в задаче 4 о З» 

Задача 45» а). Сколькими способами можно разбить число 

II на несколько слагаемых (число слагаемых больше I)? 

б) . Сколько всего существует вьшуклнх много¬ 
угольников с вершинами в некоторых из 10 данных точек на окруж¬ 
ности (отрезок или одна точка многоугольником не считается)? 

в) . Сколько всего существует чисел о убывающим 
порядком цифр ( включая однозначные числа: 0 Э І,2,* 6 .9)? 

г) . Сколько всего существует подмножеств у мно¬ 
жества А • из 10 элементов ^0,1,2,(все множество А 

а таюсе "пустое” множество также считаются подмножествами }. 

Указание. В задачах в) и г) ответ такой же, как в 
задаче 41а). Нужно только зто обосновать* 

З адача 4«6,. Сколькими способами три цифры можно расставить но 
кругу*? (Два способа, отличающиеся только поворотом круга - скажем, 
такие,как изображены на рисунках а),б)*>в) - считаются одинаковыми)« 

Первое решение задачи 4*6 е Сначала найдем*сколько способов 
расставить четыре цифры в трех кружках (способы $ изображенные на ри¬ 
сунка а) и б), пока считаем разными )* Таких способов будет конечно э 
столько же, сколько трехзначных чисел с различными цифрами, то есть 
ІО 1 9*8. Но так каждую расстановку цифр по кругу мы^рс^штали три 
раза* Значит, расставить три цифры по кругу можно—способами. 



э •’ й: 


ас. ш рпаз-? бчдем считать расстановки 

,) А)Ч івКЙ* '». Постам» ■»«.<* ■*»=“»»■» * 
от тай— —а— ч— олелуш— ойрааомі снеток и ® д ™ е “ — ^ 

Ш -ФИ, . «та. я» тая та «Р-. 

стрелке. йадаивр, -останом», «.ФОТ» ”С‘та * НОТ — 

, вт чясло 870. а расстановке на рио. г) - 7І 6 * Псно, что у ■ 

кмиооднозначное соответствие между такими расстановками и трѳхзначнш 
числами у которых первая цифра - самая большая я все г различны.»/ 
ко же существует таких чисел? Очевидно, что наибольшая первая цигра а 
меншеТ иТдвойки начинается два числа: 210 и 201. Чисел с первой циф¬ 
рой 3 будет 3-2 (столько же, сколько двухзначных чисел с различными диу- 
Р р1мГо составить из ш4р 0,1 и 2). Чисел с первой цифрой 4 будет 4‘3, 

! та. —с чга» » перга» «*« 3 <»« 3 '? І0 0 Т“°8)Т,- ^та 
двузначных чисел с различными цифрами из 9 ца»р 0,І,...8), 
трехзначных чисел е разными цифрами, у которых первая цифра - самая боль¬ 
шая, существует 1*2+2* 3 + 3 - 4 +...+3*9. . «.д-ХР^лВ 

йтаа.решая задачу, мы заодно выяснили,что 1*2+2*3+3 4+...+В *' =в1 у“ 
Подчеркн® еще раз основную адею,которую мы использовали в первом ре¬ 
шении, ^первом решении мн объединили з один класс все трехзпиные числа 

с разными цифрами, полученные перестановкой цифр по кругу • ( » 

О 3?) и должны были посчитать, число таких классов. Для этого общее коли¬ 
чество чисел (10-3*8) мы разделили на количество чисел, цопавших в од.., 
чласо (на 3)* Во втором решении мы выбрали по одному представ ~ 

22» («да . гапбешией первой цифрой) . -сот —. *«•“ 

"^—дададамм. та — идеи вы использовали в реиениях пер- 

вых задач в § 2. 

За дача 4 «7* Найдите суммы 

а) 1*2*3 + 2*3*4 +...+ 7*8*9, 

сі\ Т.2*3‘4*5 + 2*3*4*5*б + ... + 5*6+7*8»9. 

в) Сколькими способами можно расставить пять цифр по кругу (я»е Р 
становки,отличающиеся поворотом, считаются одинаковыми)? 

Затгача 4.8.. Сколько существует А~ зиачных чисьл, У которых 

цифры разные и первая цифра - самая большая (-*/=*, 2, •••»*'' 

Укавшие к задаче 4 ^ При 1=1 нужно взять все Х ° * 

7ГГ V. Пш - гое числа с убывающим порядком ЦИФР 1° м * за 

™; 5 : оі ; т Те , «» и » *—» > »*““»"**™ 4>6 вда “ ' ш0 “ 

іб*^»8 —9ДП - 


& =240* 
Ответг 


4-і 
Ь = з 


-іо, 

- 240, 


45$ 

? 


4 








^ШЗМЛіѢ. Сколько существует 4 ~ значных чисел с яевозр&о- 

тающим поря,?дом цифр? 

даче 4 ? 9 У Для к* =2 мы эту задачу решили в § 2 (задача 
2*0) • Дюз 'К /~3 можно рассуждать так. 

Поставим три точки, раэѳб&ем их ч ер точками на грушш (как з решении 
задачи 4.3), а затем в каждой группе напишем какую-то ©дву цифру, прміш 
в следующей группе - меньшую цифру, чем в зфедыдущеё* Если группа одна, 
н? во всех трех точках напишем ©дну и ту же цифру - получим 10 чисел 

0 0 0 


© « • 


ііі 


» 4 « 


9 3 9 

Если урупш дав разбить 3 на дав груши можно 2 способами),то в них 
можно написать цифры любого двузначного числа с убывающим порядком цифр 
(всего таких чисел 45), 

• • /. или ф „-»220 или 200 

Ш §88 

і'ак нн подуним еще 2*45=90 чисел. Наконец, если разбить 3 на 3 круп¬ 
ен и в каждой написать по цифре,то подучим еще ч-РйЯі 8 =і20 чисел с убываю- 
щам порядком цифр , 321 ■- 

7 •/• —~ > ‘ 

» 987 

Итак, веете при -Ъ =6 подучается І0+30+І20*в20 чноех. Предложите 
наши рассуждения и напишите 

Ответ» # «I _ ю, 

І* ~ 45 , 

*=3 - 220 , 


ёШШіШШі. ® §2-4 мы в основном имели дело с примере®, коід® "основ¬ 
ное множество",из которого черпали элемента и их комбинация состояло из 
то ооть содержало 10 элементов. Конечно, аналогичные задачи можно 
решать к для множества из любого числа здемеятов (и кое-где ш о этим уже 
сталкивались). Скажем, найти число разбиений числа ІЬ на Д слагаемых,или 
число раоотановск И чисел (от I ;до П,) по кругу, ила кез®щиеітаі разладе- 
^ ѵ-і (а* ѵ) в ©ушу адиов СЬ ѵ ^ или ©ушу чисел 

І-2*3-«.»- & •»2-3»4 ...*($ *І)+ *•,*(&-& +1){ІЪ-&*2) , »»,Ч І Ъ. 

Во многих более общих задачах пршщшш раооуадеішй (и даке вид формул, 
получающихся в ответе) тот же ошай,что ж в задачах,который мы рассмотрели. 
С кекоторши общим формулами комбинаторики вы еще встретитесь в курсе ма¬ 
тематике в школе. Но чтобы решать задачи,полезнее знать не формулы, а ос¬ 
новные приемы рассугденай а подсчетов - поэтому № совсем не вянимяітп^. 
здесь выведением ебщих формул,а только конкретными задача®!» 
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ш^дезговйв 


На Ш страницах Вн шшштха с неоколышш • іаша-в.іи 
—ГГ<*»««■. действий на» ,шт в 

• ста—«” — —• “итГГ”“в 

— 

размещений. ^ читнТзля с основными приемами под- 

свата ^ -^« 3 - 

Г‘;;ГГ:= 7 ( ^и= Ш «а СОСТ..ТСТ 

5 ,ра 3 бИ Текст Н ^збит С т ши. параграфов. Задачи первого параграф 

і^жеств^я^Іивод^ЩТато^^вадаой^^^уде^^ключенйіГ^искда 

которых в десятичной зашей расположены в ' 

Путь К ев решению состоит в том^ что ы ^зо ра П]ЮС , гие> 

ДУШ — « -ой, геометрической интерпре- 

ташш .»РВ»Й «*і -*• *— Г— 

которых удобно йзобрцяать В виде іральэ ^ ч*°* 

и -'ненна «ДО на та*. найатр, .{», 

4 °в к-гатѳ ші НЭ этих пагаграфоа приаздепс яаалшевие, іМ 

«-І— - - 


из гех разделов математики, где ночи-сразу возникает трудные и 

№:3 ’^стоет ; том! ^ы'в^тельно проработать 

«,ст Ш'ООСНЯ, оСращая . «I— — *—*• —' 


доенье в нем. При 

Э ТIШ О Сі#і\ Зіі.сНѵі « 

і Тем из Виз» 


тчолиешш контрольной работы полезно следовать 


кто еще этого не вделал, мы советуем подшюат* * ч 
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на *Квант*\ в котором- ттѵттем шозго материалов по 

матшшшк© ш физике. Подписной индекс ТОШ* 



Этот параграф состоит т нескольких задач 9 которые приве¬ 
дут нас к важной формуле "включений ж исключений" . 

Сначала небольшая^разшшса'"’ - совсем простые упражнения * 

уіШ ИНвше 1-0 , Сколько существует дзлыж положите л©ннж 
чисел, меньших 100, которые делятся? ■* . 

а) на 2; б) на 3; в) на 5; -г) на 6? 1 

(^ѳтьп а) 49 (так как 99 т 2*49 * I); 

б) 33 (так как 99 щ 3*33); 

в) 19 (так как 99 = &М9 + 4); ' 

г) 16 (так как 99 » 6*18 * 3). 



Сколько существует целых по¬ 


ложительных чисел, меныпих 1000* котѳрее делятся: 

а>, на 2; 6) ш Э% в-.)' на» 5; г) на 7? 

Эти упражнения помогут нам в- решении следующих задач* 


Задота_.Д-2 А Сколько» лдаретвуѳт целых положительных ттш* 
меньших ЛОР* которые? • 

дедат» одновременно на 2 и на 5; 

6} делятся на 2, ко не делятся на 3; 

делятся на 3; но не делятся на 2; 
г> делятся на 3 или на 2; . 
м)' не делятся ки на 2^ ни на 3? ’ • - • 

Ответы: а) 16, б) 33, в) 17, г) 66, д) 33, 



.Числа, которые делятся я на 2, и на 3* 


- это числа* которые делятся на 6, Количество таких чисел мы под 
считав »• упражнении Ь~0 г). 


Реш ение зад ач и 1-2 б). Для наглядности ситуацию можно изо 
Сразить двумя пересекающимися ^кругами (см, рис Л). 

В первом круге-множество чисел, которые делятся на 3, во 
втором - множество чисел, которые делятся на 2, а их пересечение 
(общая часть) - множество чисел,-которые делятся на 6, 

Нам нужны числа, которые делятся на 2, но не делятся на З е 


Числа, которые делятся на 2, но не делятся на 3 - ото числа, ко¬ 
торые делятся на 2, но на делятся на 6, На рисунках га) и 26) 
ш заштриховали нужное множество чисел. Очевидно, их количество 
равно 49 - 16 = 33 (из 49 чисел, делящихся на 2, 16 делятся на ь 



только в этом случае - нш нужно другое заштрихованное множество 
(см.риОоЗа) и 36))& • , 


Решение задачи І-2 г). В этом случае т также заштрихуем 
нужное""нам множество е Это - объединение двух кругов (ом.рис?4}* 
Коли сложить количество чисел, которые делятся на 3, с ко¬ 
личеством чисел 0 которые делятся на 2, то мн при этом йьа Р^эа 
посчитаем числа, которые делятся на 6 (см.рис.5). .Таким образом, 
от полученной суммы нам еще надо отнять количество чисел, ко¬ 
торые делятся на 6, 

Итак, ответ: 33 + 49 - 16 = 66. 


Реше ние з адачи. І~2 д) , Изобразим ситуацию в виде диаграммы 
(см,рис.6). Квадрат - это множество всех целых положительных чи¬ 
сел, меньших 100, а круги - это множества чисел, делящихся на 2 
и на 3, Нужное наги количество чисел заштриховано на рис.6, Ко¬ 
личество таких Чисел будет равно количеству чисел, шиодшщ хся 
в дополнении к объединению двух кругов, сколько чисел ь обьеди- 
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не ши двух кругов, мы уже подсчитали в задаче г) 
Ответ. 99 -66 = 33. 



Рис- 6 Рис 7 

Обозначим через УѴ количество всех чисел, меньших 100, через. 

, Щ , А/} , /Ѵ/і - соответственно количества чисел, которые де¬ 
лятся на 2, делятся на 3 9 делятся на 2*3, в через ЛУ* - коли¬ 
чество чисел, которые не попадают ни в * ни в /Ц . Тогда 
мз наших рассуждений мм получим формулу ѵ . • 

Л'-'АЬ-Лж +л г , ъ • 

К онтрольная за д ача I - 3. Сколько существует целых юш- 
жтельных чисел, меньших 1000, которые: 
выделятся и на 2 Э й е@ 3; 

б) делятся на 2, но не делятся т 3; 

в) •делятся на 3, но не делятся на 2; - 
дрТ делятся на 3 шли на 2; 

щі не делятся ни на 2 , ни на 3? 

Более сложные задачи получатся, если т жттм три 
числа ? например,.2, 3, 5. - 

Задача 1-4. Сколько целых положительнмх ч-йсел, менышх 100 , 

--—--~- которые не делятся ш ш 2, т на 3, 

ни на 5? 

/ ^ /\ | \ Решение задачи і- 4», Заметим, во-г 

/ / ’ \ л \ первых, что если число- делится и на 2, 

I У\30/\ ) ж на б,’то оно. делится на 1(1; если оно 

\/ ІО \/ ' / делится и на 3,. ш на- 5> то оно делится 

Р I на 15, а если „еще . и на 2, то оно 

\ / делится на 30. Изобразим ситуацию в 

виде, диаграммы (см.рис.8), где внутри 
| Рѵл Л. квадрата - множество чисел, меньших 100, 

а в кружках - соответственно множества 


чисел, которые делятся на 2, на 3, на 5, 

Пусть УѴ% - количество чисел, которые делятся на 2, УѴз - , 
количество чисел, которые делятся на 3, Л- - количество чисел, 
которые делятся ка 5* ~ Делящиеся и на 2, и на 3, Уѵ$ •З' 

делящиеся и на 3, и на.5, Наконец, - количество чисел, 

которые делятся і на 2. и на 3, и на 5, а УѴ - количество чи¬ 
сел, которые не делятся ни на 2, ни на 3, ни на 5, Оказывается, 
верка следующая формула: . 

Все числа, которые стоят в правой части равенства, легко посчи-* 

У = 99 , - 99, Мз ~ «33, Лг = 19, Уг-з * Л * > е > Л-я “ 

= Мя , Мг-з-ь- =3. ! 

По формуле ( & ) т получаем нужное нам число Л - *ь. 

Осталось доказать формулу ( * )# 

Мы дожил посчитать, сколько.чисел содержится в квадрате, 

но не попадает ни в один из кругов. Беж мы вычтем из И/ румму 
44 г Л4 А/Ѵ 9 то 4110ла » попавшие ровно в два ив трех кругов, 
пн вычтем два раза, а “числа, попавшие во все три круга - даже 
три раза. Теперь к разности ~ Л4 - А/$~ добавим сушу 

.Тогда все числа, попадающие в один или два 
крута, мы учли правильно и только числа, попадающие во вое три .. 
круга — неправильно: их количество мы трижды вычли и вновь триж¬ 
ды добавили. Придется из суммы Ж-Л ;8 ~М$ "//■? +Л-3 
вычесть еще “ • Теперь во<* числа, входящие в объеди¬ 

нение трех кругов, т учли ко разу и пришли к формуле (#)• 



Сколько существует целых положительных чисел, 


менышх 1000, которые не делятся ни на 2, ни на 3, ни на 5 Г 


Задача 1-6. Сколько существует целых положительных чисел, 
менышх 1000, которые не делятся ни но 3, ни на 5, ни на 7, ни 

на II? /% 

Указан ие к задаче 1-6. У/ «=- УУ-У\/% —А&^УѴр ~У^н * 

+ А3 * 5 ^ Аз» 7 + У^5'Л ^У^З-// ^ ^& // ^ 

~ г/?. $• к - Л(г. -уц - 7- // У- ѵД*з • 5 •'Т• • 








Чисел, меньших 1000 й делящихся на 3*5*7'II, не существу¬ 
ет (как Вы думаете, почему?) Поэтому Уу з^ун ~~ ® 

Еще три контрольные задачи к § I* 

Задача 1-7, Объединение множества Л и в состоит из 25 
элементовпересечение - из 10 элементов. Сколько элементов в А # 

если в Й * 

а), 15 элементов; 'б) 21 элемент; в) 10 элементов? 

Зад ача 1^8 ^ В школьной химической олимпиаде участвовав 21 
человек, в физической - 26 человек, в математической - 29 человек. 
14 школьников принимали участие и в химической, и в математичес¬ 
кой, 15 учащихся - и в физической # и в математической, В - во 
всех трех олимпиадах. Сколько школьников участвовали хотя бн в 
одной жз трех олимпиад? Найти все возможные ответы* 

Задача 1-9. У меня трое друзей. За месяц с каждым из них 
я обедал 9 раз, о каждыми двумя из нм - н раза, со всеми гремя 
- I рез, без каждого ив них - 15 раз. 

' а) Сколько всего раз я обедал? 

б) Сколько раз я обедал один? 

■ Зак лючение , 

Формулы (^) и (:-ш) , которыми мы пользовались выше, явля¬ 
ются частными случаями общей формулы - так. называемой У фррмулы_ 
т! ключе аки и исключений !.. Сна связывает такие числа: иѴ ~ коли¬ 
чество элементов некоторого множества А ; А'/, т,.~ коли¬ 

чества элементов в некоторых его подмножествах А,-, Л^ ^ .А■, , ... 
уу 0 у ъ - количества элементов в попарных пересечениях 
этих множеств: А/ и А г * А? и А* *•••» А//*г-ъ ^-~ количества 
элементов в пересечениях этих множеств по три, и так далее; 
наконец, уУ’ количество элементов множестве А , которые 
не входят ни в одно из подмножеств » А г * Аз * *••• 

Тогда, как можно доказать, 

,Ы' * А- л'/ ~ л г " Уз Уп +Уп+- ■ ■ -/Ьгз': 

(это ѵ? есть общая "формула включений и исключении'’ ) „ Например, 
когда подмножеств одно, два и три, она принимает такой гид. 

,уѵ" = Л/-«.А', < 

Л // ~ У/-,А Г ~А?г + . 

А' ~ А' "УУ " ЛУ$ "Мз + А/г ^ А’г $ * А-УЗ ~~ А /із , 
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Формула *включений и исключений®* относится к алгеб ре множеств. 
Подобно операциям над числами - слежению, вычитанию, умножению - • 

можно определить операции над множествами, позволяющие из данных 
множеств получать новые . Между ними выполняются некоторые соотно¬ 
шения (тождества), напоминающие законы арифметических действий. Мы 
коротко познакомимся сейчас с основными обозначениями для операций 
над множествами и свойствами этих операций. Такое знакомство полез¬ 
но, поскольку язык теории множеств служит основой всей современной 
математики. В комбинаторике мн занимаемся конечными множествами, 
а в других разделах математики имеем дело и с бесконечными множест¬ 
вами (чисел, точек и т.п.)• 



и элементом А)* 


Будем считать, что все элементы рассмат¬ 
риваемых нами множеств мы берем из некоторого 
одного и того же ”универеального” множества Д 
(рис.9); как и выше, это множество мы изобра¬ 
жаем квадратом, а рассматриваемые нами множест¬ 
ва А, В, ... - подмнож ества множества Д - кру¬ 
гами (или другими полученными из них фигурами, 
которые мы выделяем штриховкой). 

Приведем список основных операций над мно¬ 
жествами (их обозначения и названия). 

Я&В - объе д инение А и В (рисДО); 

АЛВ - Пересечение А и В (их общая часть, 
рисЛІ)? ‘ 

а\в т разность А и В (множество элементов 
А, не принадлежащих В - рнсД2); 

А •- доп олнение множества А (до множества 

Д: А = 2)4А» рис.13). 

Когда речь вдет о множествах, запись А » В 
означает, что А и В совпадают, то есть состоят 
из одних и тех же элементов. 

Заодно упомянем и такие стандартны обо¬ 
значения: 

ае. А , то есть (А принадлежит шіошгетву А 
(является элементом А); 

/Іс:в , то есть А содержится в В ( А - под¬ 
множество В, иначе: всякий элемент Іі является 


•Когда сечь идет о к?:.'ком-то с войстве элементов множества «д, 







удобно рассмотреть множество всех элементов, обладающих этим свой¬ 
ством* Тогда различным логическим комбинациям двух или нескольких 
свойств, которые выражаются в обычной речи с помощью союзов "и" я 
"или” и частицы ѵ нѳ" , будут соответствовать операции над множествами 
Пусть Ы> и р - два некоторых свойства, А и В - соответст¬ 
вующие ям множества (скажем, Д - множество чисел от I до 100, А - 
множество четных чисел от I до 100, В - множество чисел от I до 
100 ? кратных числу 3)* Тогда множество элементов Д, дпя которых! 
выполнены оба свойства, аС и $ - это пересечение Я А & ; 

выполнено хотя бы одно из них, о с или >6 - это А ѴЬ I 

выполнено А , но не выполнено В № это разность А ' В ; 
выполнено ровно одно из них, либо аС , либо - ото 
Л і/В \ ($ш){ так называемая м сетлетрическая разность" А и В_~ рис,14); 
не выполнено оС (то есть "выполнено неда2*_ м ) - это А~Ъ\Д • 
діТ&Ч утЩ 


Добавим еще одно свойство, у 9 и соответствующее ему множество 0* 
Пусть нас интересуют элементы Д, для которых выполнено свойство 
или оба свойства, р* я у , Они образуют множество, заштрихован¬ 
ное на рясДба. Это множество можно записать так: А У (б АС) , 
Заметим, что то же самое множество можно получить и иначе: оно равно 
(Лив) А (А У с) (на рисЛ5б множестве Я У В заштриховано в од¬ 

ном направлении, а Я У С . - в другом, так что пересечение этих двух 
множеств заштриховано дважды)* 

Итак, для любых множеств А, В и С выполненъ такое равенство: 

Я и (в ас) » (лі/з) л (аус) . 

Его можно назвать дистрибутивностью (точнее, дистрибутивностью объ¬ 
единения множеств по отношению к пересечению: для этих операций .ве¬ 
рен и другой задан дистрибутивности - см. ниже задачу І-ІІ), 

Иногда объединение множеств называют "сложением", а пересече¬ 
ние - "умножением"; некоторые законы этих операций действительно по¬ 
хожи; в частности, законы коммутативности и ассоциативности выполне¬ 
ны и для пересечения* и для объединения: ДУВ гг В (/Я; АЛВ - ВЯй } 

(лпв)пс - йп (еле); (яѵв)ѵ с - а и (в ыс) . 

Котати» из последних равенств вытекает, что выражение А (/В УС 
(или Я Л ВВС ) можно писать без скобок - точно так же, как для 
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чисел: (2 + 3) + 4 = 2 + (3 + 4) = 2 + 3 + 4; (2 3) 4 = 2 (3 4) = 

= 2 3 4* Далее ш предлагаем Вам несколько упражнений. Надо привес¬ 
ти наглядные доказательства следующих равенств. 

СЛАВ)/) С - А /1 (ВОС} (ассоциативность умноже- 
пил * Здесь можно провести аналогию о умножением: (2°3)“4 = 2*(З е '4) в 

ігІІ* А А (ВУС) — ( АОВ) и (АЛ С) (дистрибутивы ооть) . Срав¬ 
ните о равенством 2-(3 + 5) » 2*3 + 2*5* 

М2. (А\В)АС =(АПС)\5 . Сравните с неверным равенством 
(5 - 3)*2 = 5*2 - 3. . 

-Г* іГѴ * .«» . — ГЬ _ + Ь. % 


Ы2® ( А\В)А С - (ЯЛС) \ (зЯс)Д4Шпще о вѳрншл равенством 
(6 - 3)*2 = 5*2 - 3*2. 



1=15 • Докажите, что ЛОВ - А А В) йЯВ^АІ/ё. • 
заштриховав соответствующие множества на рисунке. 


Равенства задачи. I—15 показывают наличие своеобразной "двой¬ 
ственности'' (симметрии) между операциями пересечения и объединения 
множеств. Заметим, что такой -симметрии межда- сложением и умножением 
чисел нет, так что аналогия между операциями над .числами и над мно¬ 
жествами далеко не полная. Скажем, у множеств, как мы видели, есть 
два закона дистрибутивности, а у чисел дистрибутивности сложения 
относительно умножения, конечно, нет: 2 * 3*4 /(2 + 3)*(2 + 4). 


* * 

Используя язык теории множеств в решении задач, надо вниматель- 
но следить за тем, чтобы не ошибиться нри "переводе’' условия задачи 
на точнц * математический язык. Б обычном речи, союзы "и", "или" (или 
аналогичные им по смыслу слова) далеко не. всегда имайт емпе к "пере¬ 
сечения" к " объединения", я тут ьозмркші разночтеішя. Вот, нащшер, 
что произошло, когда однажды задачу 1-9 предложили решать уч-лшка л 
заочной школы. Мы имели в виду, что условие задачи будет понято так. 

2й!іёіШ8_Питгі_Г „ Если изображать все множество обедом н вило 
квадрата Д, а множества обедов о первым, вторим и третьим другом 
ответственно в виде кругов Ар А 2 , Ад,-то по условию: ’ 
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іХ) в каждом круге А[ содержится 9 элементов $ 

( 2 ) в каждом попарном пересечений АіЛАі - 4 элемента; 
{35 в пересечении А-^а^з 1X3 І^лементі 
і4) в дополнении каждого крута /Ц - 15 элементов» 
Отсюда следует, что количество элементов в Д равно 
9 + 15 = 24, а в дополнении к объединению трех кругов 
как можно найти по формуле "включений и исключений", 

= 24-9-3 + у-з -I = 8 . 
элементов — именно столько обедов я провел в одино¬ 
честве - см. рис Л?* 

ш в работах учеников мм увидели, наряду о этим, 
и другие решения| вот некоторые из них. 

- —Все го обедов В .одиноч еств е 

Сережа С. 10 о 

Рис.18 Маша И. . 31 ' 15 

Коля В. 55 

Витя Г* 24 ,8 

Сережа в Маша поняли условия (І)-(З) так же, как Витя, а условие ( 4 ) 
ятаіе. 

Сережа считал, что "без каждого мз них" - это й,ЛА г /) А 3 , то 
ъсгь всего обедов было 16. Тогда по формуле получается 

Л 1 ** 16 -з-д +-зч- / =г о 
то есть Сережа никогда не обедал один. 

Маша решила, что ”без каждого из них" - это А, и А, и А ,, тогда 
оѴ = 15 и 15 = Л~ 3 - 9 +з-у~у , то есть Л/=* 31 . 

^ К ° ЛЯ условие О) понял так же, как Маша, но я про условия 
и.МсЬ решил, что она относятся к отдельным "долькам”, на которые 
квадрат Д разрезан окружностями (рис.18), поэтому у него вышло, что 
Л - 15 я УѴ- 15+3-9 +3-Ѵ+У =55 - почтя каждый день два обеда 

В случае сомнений нужно специально уточнять, как Вк по нимае те 
условие. 

Чтобы по возможности избегать подобных недоразумений, ш ста¬ 
рались ограничиваться задачами о числах, точках, цифрах, отрезках, 
но и здесь иногда бывают неясности. ' 

Например, в следующих параграфах мы часто используем такое 
правило произведения 1 '; если множество А состоит из К элементов, 
а множество В - из т элементов, то можно образовать всего (5т)ѵ,гь 

( а • ® )» где а е А > в € В . (Множество таких пар обозначаете 
Я А В и называется прризве, 3 §І!ием множеств А и В.) Так, если А - это 
класс из 30 учеников, то пару (комсорг; староста) в нем можно выб¬ 
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рать 30'30 в 900 способами. Но пару учеников для игры в пинг-понг 
можно выбрать лишь (30*29)/2 = 435 щюсобаш: ведь в этом случае 
естественно с читать е что пары (& \ё ) и ($ \ и ) неразличимы, ’ 
и уж, конечно, СС--& $ • 


§ 2, Одн а комбинаторная зада ча 

Этот параграф касается, в основном, только одной задачи: 
со существует целых положительных К -значных чисел, цифры 


Это - трудная задача. Наш путь решения будет таким. Мы сна¬ 
чала разберемся в условии задачи для К «2 ,3 и разобьем задачу 
на более простые, а уже затем перейдем к следующим значениям 
Итак, начнем наш путь "от простого к сложному". 

Задача 2-0 8). Сколько существует двузначных чисел 3 *) с убы¬ 
вающим порядком цифр? 

б) Сколько существует чисел, меньших 100, цифры которых 
идут в возрастающем порядке? 

в) Тот же вопрос для чисел, цифры которых идуть неубыва¬ 
ющем порядке. 

г) Сколько существует двузначных чисел о невозрастающим 

порядком цифр (то есть таких, у которьі^ цифра не больше первой) ? 

і 

Реше ние задачи 2- 0а). Первое* что приходит в голову - это 
выписать все такие числа: 96* 97, 90, 87, 86,...80, 7®, 65, 

60, 54,... 10 и пересчитать их, Мы, конечно, сразу заметим, что 
в девятом десятке ж 9, в восьмом - 6, и т*д., ь первом десят¬ 
ке - I число, 10, поэтому нам просто нужно сложить числа 

9^8^74 в+бИ+Эі 2;^? 

Проще всего их складывать в таком порядке: 

(9+1) + (8+2) + (7+3) + (6+4) + 5 = ? 

Отв ет: 45 чисел. 

Уточне ние. Уточним условие задачи 2-06). Числа, глеиыіше 100. 
- это двузначные- и однозначные числа. Цифры двузначного числа 

*МІодче окном еще раз: всюду здесь ж имеем в виду ік;т .плччте 
(поло>;штбльшіс целые) числа, записанное в дс с я с и с т< ^ е 










- 14 - 


Однако неясио Та кяк М п ПОРЯ:ЧКе ’ е0 ' № первая од ФР а меньше второй. 

". ГГ * г Г ” '•’■ 3 - 4 - '■ ■ 

и». ч« тш, хотя ОТО ШТШЩ, садиводаП”сь 

о возраемжм шроте, Эя, „ и , ЮЗШ от, „ 11с „ м 

і ш ±ггг —«*• »«“" - ™;гп хг 

Г", а™ от ” те оие ” ть ' ™ » «ж I. 2. 3, 4, “ 

(* 

Решение задача 2-06). ЙДесъ т^ , 
же подсчет т^ГГТ^Г \ * КОйечно ’ можн ° сделать такой .. 

и С ™Гс^"' — — - ™» еот?о^о™„Т 

сГк —г ™ с ” ™ «*—■. щ»».. 

1=01, 2=02,... 9=09. 

• При такой записи мк не перепутаем вт числа ни с какими ттѵ 

Г^ТТ" " огавое " “ —« 

„ *тт.) ” <,ротко (такт «*•"» ■Яйт Оиле- 

™, в‘Га " И ” омпм —• ™ ° та " «*» таким 
как в задаче а)., В самом деле, если в кѳвдом числе меньшем тол 

ся отуянячн^ П0РДй:КОМ одфр по ^шіть цифры местами, то получит- 

УбЫЙаЮ№ ТО№М ** - наоборот, * 

- относятся часа, юфра 

одииаковГ * ™ Шрщке ' ■ °*> «№* тр 

цифр, ш знаем из задаче)*! вѴ°“ ° В0зрвстаю » порядком 

Ьіс ел с од и паковыми дафраж всего 9: И 22 99 

итого 45 + 9 =54. ^• 

Ответу 54 числа. 

ІЭДещю задачи 2-Пг). К тагам числам относятся дв^, Іячиив 

^Ѵ2ГГ ” № шфр - —•—«Г,;;? 

»*■»■ ■«- 

Ответ: 54 числа. 
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Снова реше ние з адач и 2-0а), Используя решения задач б) г .в) 
и г), можно решать задачу а) еще более простым подсчетом* Дву¬ 
значных чисел, включая ш числа 01, 02 ,..., 09, начинающиеся с ну- 
ля, цифры которых различны, всего 90. В самом деле, чисел, мень*- 
ших 100, всего 99, а чисел,с одинаковыми цифрами, меяышх 100, 
всего 9, Двузначные числа с двумя неодинаковыми щфрами разбива¬ 
ются на два класса, состоящие из чисел с убывающим порядком цифр 
и из чисел с возрастающим порядком цифр, причем тех и других по¬ 
ровну. Следовательно, чисел о убывающим порядком цифр всего 
90!2=45. 

Задача 2-1. Сколько существует восьмизначных чисел, цифре 
которых вдут в убывающем порядке? 

• • 

Задач а 2-2. Сколько существует чисел* меньших 100, цифры, 
которых идут в убывающем порядке? 

За дача 2-3. Сколько существует одиннадцатизначных чисел* 
цифры которых идут в убивающем порядке? 

Решение з ад ачи 2-1. Сначала ответа столько же, сколько дву¬ 
значных* то есть® 45. Докажем это* Выпишем в отроку все десять 

цифр| _ л _ л ... г, л т гч 


Решение з ад ачи з-Г. сначала ответэстолько же, сколько дву¬ 
значных, то есть, 45, Докажем это. Выпишем в отроку все десять 

9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 

Возьмем двузначное чиолр с убывающим порядком цифр ж вы¬ 
черкнем его цифры из аТой отрежь В результате ш % подучим вось¬ 
мизначное' ч.и;сло о убывающим порядком цифр; ншршэр:,* Д , , : 

‘ ;г Л ; 70, ѵ^. 96^654321^: то + ботъ ?98004321 -< • ’ о ‘ : ,;/'./•><_ ’ ' 

' Ѵ ѵ V ,; ‘Л ѵ ’ ,00^,^754^ Г,: «*І • 

; ,Ѵ ( ѵ /.Таким* обраЫй *; ка&домудда 

'рядком цифр'' мн; ссщоотйэим; одно ъо^ШШэі^ж,ЩфсУщтг 
порядком цифр; Теперь ^наоборот, возьмем ; какОО^шібуДь- косый^ * ' 
значное число с убывающим порядком іщфр. • Вычеркивая его цифры 
из строки 987654.3210, т получим двузначно о число с убывающим 
порхіцкогл цифр, например, 

90764321 то есть 50. 

Таким образом, каждому восьмизначному числу мы сопостави¬ 
ли одно двузначное число. Очевидно', что и в первом, и во втором 
случае двум разным числам соответствуют два разных числа. Тем 
самшл мы установили взаимн оодноз н ачно^ соответствие мовду дву- 
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знатными и восьмизначным числам с убывающим порядком цифр. 
Следовательно, и тех, и других одинаковое количество. 

Р ешешіе. _зад ачи 2-2^ Числа, меныпие ТОО, с убывающим по¬ 
рядком цифр могут быть двузначными и однозначными. Количество 
гахнх двузначныя чисел мы нашли в задаче 2-0а) - их 45. В уточке- 

/-логт заданіи 2-06) мы договорились, что все однозначные . 

3 ’ 5 > 6 - 7 » 8 > Э" 10 ® удовлетворяют условию зада- 

чи 2-2 а Итогов 45+9=54* 

йй§Л -54 числа. 

» 

І.ДЁ- ОДНО решен ие. задачи' 2-2 . Эту задачу можно решить ина- . 
че * Новое Рѳиение, похожее на решение задачи 2-1, объяснит, поче- 
му ответ в этой задаче такой же, как в задаче 2-Ог). 

о , Дс,П0ЛНЕМ однозначные числа, уцовлетворяющие*'условию задачи 

согласно .уточнению условия на стр. В 7 до двузначных, при¬ 
писав к ним ту же цифру: - . • 

I — II, 2 -*■ 22, .... 9 -—99. 

• І9И сашм какому числу, меньшему 100, с убывающим порад- 

)і!.. о м сопоставили двузначное число с неаозрэстающиы поряд¬ 
ком цифр. у 

•Наоборот, возьмем какое-нибудь двузначное число с невоз- 
раотающим порядком цифр. Если его цифрм одинакова, вычеркнем од¬ 
ну из них, а если резные - оставим вое, ісак есть. Тем сашм од- 
позначному числу с невозрастающим порядком цифр мы сопоставили 
числе, меньшее 100, о убывающим порядком цифр. Мы установит 
ВЗ»оіЩозначнре_соответствие между числами из задачи г-2 я 

Следовательно, тех и других поровну. 

Реі шение _ з ада чи 2-3 А Сначала ответ: таких чисел пет. В са- 

мом деле » у такого числа все II цифр должны быть разными, но 
различных цифр всего 10, 

Задача_2-4а). ^Сколько существует двузначных чисел с убы¬ 
вающим порядком цифр, в записи которых нет цифры О? 

б) Сколько существует двузначных чисел с возрастаю»?®; по- 
редком цифр? 

—* ‘Эти задачи похожи на задачу 2-0а) 
поэтому МЫ будем решать их аналогично. Двузначных чисел, цифры ’ 
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которых различны и отличны от нуля, всего 72 (почему?)> Они раз-т 
биваются на два класса, состоящіе из чисел о возрастающим поряд¬ 
ком цифр и из чисел с убывающим порядком цифр, причем тех и дру¬ 
гих поровну (почему?)* Следовательно, тех и других по 36, 

Отве т: 36 чисел. 

Задача 2-5-. Сколько существует трехзначных чисел, цифры 
которых идут в убывающем передке? 


Трехзкачиые числа, цифры которых идут в убывающем порядке 
- это числа, у которых вторая цифра меньше первой, а третья - 
меньше второй, Следовательно, у таких чисел все цифры разные. Рас¬ 
смотрим множество чисел, у которых все три цифры разные, причем 
будем считать, что числа могут начинаться с нуля, как в решении 
задачи 2-06). Разобьем их на классы. Если числа состоят из од¬ 
них и тех же трех цифр и отличаются только порядком, в котором 
они поставлены, то мы их относим к одному классу,. Всякое число, 
таким образом, попадает только в один из классов. 

Покажем теперь, что в каждый класс попадает ровно шесть 
чисел, и кроме того, среди них есть только одно число, цифры ко¬ 
торого идут в убывающем порядке. . 

Пусть & , в , С - какие-то три разные цыфры и пусть 
и > 0 > с . Тогда из них можно составить только шесть различных 

чиселъ абс л асв, Ьас 9 ІГса, сёВ, ’сш } * и из шіх 
только у одного числа, обе * цифры идут в убывающем порядке. 
Отсюда ш можем заключить, что если - ^количество чисел, у 
которых все три цифры разные* то количество классов, на которые 
мы их разбили, будет равно . 4 Кроме того, поскольку в калугом 
классе есть только одно число о убывающим порядком цифр, всего 
таких чисел будет столько же, сколько классов, то естьштук. 
Осталось найти ,// , то есть решить следующую задачу 

Вспом огательна я зада ча 2-5 а) . Сколько существует тпохз«ач- 
ных чисел с разными цифрами? 

Решая задачу 2-0, мы нашли, что двузначных чисел с разны¬ 
ми цифрами ВО штук. Приписывая спереди к каждому такому двузнач¬ 
ному числу по одной из 6 цифр, не- содержащихся в этом числе, 
ш, очевидно, получи- » .‘со различные трехогаччне ‘ч/.сла с пчп.’яг- 


ми цифрами. 
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Двузначные числа: 
с разными цифрами 


Трехзначцые числа 
о разными цифрами 

201» ЗОІ» 401, 501, 601, 701, 801,901 
102, ЗОІ, 401, 501, 601, 701, 801,901 


210, 310,, 4:10 510, 610, 710,' 810,910 
012,. 312, 412. 512, 612, 712, 812,912 


18 

19 . 


018, 218, 318, 418, 518, 618, 718,918 
019, 219, 319, 419, 519, 619, 719,819 


І 9? 097, 197, 2-97 , 397 , 497 , 597. 697,897 

Ч„ 90 098,. 198 , 298 , 398 , 498, 598 , 698,798 

I ' 1 * 1 | -- —— ..и ш и ц, лгт?т«дл«ц 

даким образом., всего чисел с тремя: разными цифрами будет 

90 й 8 - 10*9*8 штук . 

Вспомогательная задача решена: мы- наішш> что Л/~ 90*8: 
разделив Л/ на 6, мы получим ответ задачи 2-5. 

Отве т_к.задаче 2-5 : Н'І Чг = 120 чисел. 


до-нтш -лвше з адач и к 2 . 

. Сколько существует семизначных чисел,, цифра 

которых вдут в убывающем порядке? 

Сколько существует трахзначных чисел* ^ кото¬ 
рых первая цифра больше двух других, а вторая - меньше третьей*? 

Обобщаем Вам- сразу, что ответ в задачах 2-6 ж 2-7 такай 
и ® задаче 2-0 0 Нужно написать убедительное объяснение * 
почему это так* ж тогда не придется считать* 

Сколько существует четырехзначных чисел» циф¬ 
ры которых вдут в убивающем порядке? 

ш советуем решить и записать решение этой задачи точно 

тш же » как в задаче 2-5, Для $того Вам, конечно, понадобится 
решить следующие задачи с 
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Задача 2-8а) {сравните с решением задачи 2-5 К Пусть &. 9 
с? ѵ С і с$ ~ какие-то четыре разных цифры* -Сколько можно со¬ 
ставить из них различных чисел? . 

^ щачц 2-86), Сколько • существует четырехзначных шоъН+ 

^ которых все чатнш щфрд разные? 

При решении каждой из этих задач мы советуем вдтж по тому 
же пути * что и яри нахождении числа Л/ , в решешш вешмогз - 
тельной задачи 2-5а). 

За дала 2-9» Сколько существует шестизначных чисел» ЦДфрм 
которых идут в убывающем порядке? 

Здесь мы тоже сразу сообщаем Вам*отват, Оя такой т 9 как и 
в задаче 2-й- Нашшнта доказательство .этого факта» взяв себе за 
образец наше решение задачи 2-1. 

Зад ача 2-10* Сколько существует Ж -значшх чисел» цифры 
которых идут в убывающем порядке? 

Будем считать, что все числа» меньшие 10 , имеют И знаков. 
Ответ к задача 2-10 должен быть записан в таком виде: 

« 45 чисел при К ч2\ ‘ * 

чисел при К * 3; 

- ^ чисел при К- 4; 

? чисел Яри Ж™ 5; 

? чисел при Ж = 6| 

120 чисел при К ~ 7; 

‘ 45 чисел при К = 8| 

•’ ? чисел при К = 9| 

I число при Ж =10; 

О чисел при К =П| 

? чисел при К > іі о 
♦ • — 

• Задача 2-ІІа) 0 Сколько существует чисел, менышх 1000» о 
возрастающим порядком цифр? 

б) Тот же вопрос для чисел с убывающим порядком цифр* 

Задача 2-12, а) Сколько существует трехзначных чисел с не¬ 
убывающим порядком цифр (т.е. чисел йт } гд€ а & & €) ? 

б) Тот же вопрос для чисел с возрастающим порядком цифр. 
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Сколько существует Л! -значшх чисел, в за¬ 
писи которых нет цифры 0 , а цифры вдут в убывающем порядке? 

б) Сколько существует К -значшх чисел с возрастающим 
порядком цифр? 

§§й я Ла_2-Д4^с;колько существует К -значных чисел с возрас- 

тающим порядком цифр, в записи которых участвуют только нечетные 
цифры? 


При решении задачи 2 - В а)и других мы, по су-, 
ществу, использовали такое 8 пра ви л о произведе ния м : если во мно¬ 
жестве Я всего М элементов’, а во множестве в - К элементов, 
то всевозможных пар ( а; в }, где а -элемент Л , 6 -элемент В , 

существует М К * Более общий факт; если элементы кбкого-то 
множества С удалось разбить на. К классов^у^/^ *$*> , причем 

Б кащж классе М элементов, то в множестве С всего М— М ш К 
элементов. Нередко бывает нужно,, наоборот, зная М (число эле¬ 
ментов) и М (число элементов в каждом классе),.найти число 

классов: х= ,у /м ■ 



Вернемся снова к задача 2—06), Оказывается, что ее можно 
представить себе геометрически, 

Шжча Па ялоскости имеются 10 точек. Сколько сущест¬ 
вует отрезков с концами в этих точках? 

Ответ в этой задаче такой же, как в задаче 2-06), т.е г 
45 отрезков. Для того, чтобы убедиться е этом, занумеруем 10 то¬ 
чен щшрраш О, I, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, Я, 9 0 Рассмотрим теперь ка¬ 
кой-нибудь отрезок с концами в этих точках. В концах отрезка сто 
ят две разные цифры.; поставив их б порядке возрастания, т по¬ 
лучим двузначное число* Баким образом, кавдому отрезку будет со— 
ответствовать двузначное число с возрастающим порядком циЦр, 

Например, отрезку с концами в точках 2 и 3 соответствует 
іи-сло 23, отрезку с концами в точках 5 ш 0 соответствует число 
05 и так далее* При таком соответствии двум разным отрезкам соот¬ 
ветствуют два разных числа и двум разным числам - два разных от- 
резка. Следовательно, между числами из задачи 2—06) и отрезками 
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иэ задачи .3-0 установлено взаимнооднозначков соответствие. От¬ 
сюда уже можно заключить, что отрезков будет столько же, сколь¬ 
ко двузначных чисел, цифры которых идут в возрастающем порядке. 

Др угое решение зад а чи 3-0 . Итак, на плоскости имеются 10 
точек и нужно узнать, сколько существует отрезков с концами в 
этих точках, Сосчитаем кошщ всех таких отрезков. В каждом точ¬ 
ке сходится С концов, поэтому всего концов будет 10*9. Но у 

каждого отрезка 2 конца, следовательно, отрезков будет ь 22 1 ?_ 45 

Задача 3-І. На плоскости имеются 10 точек, никакие три из 
которых не лежат па одной прямой. Сколько существует треуголь¬ 
ников с вершинами в этих точках? 

Б следующих задачах полезно переводить условие на язык то¬ 
чек и соединяющих дуг* 

Как это сделать, Вы узнаете из решений этих задач. Постарай¬ 
тесь точно так же написать решения контрольных задач. 

а). Сколько диагоналей в выпуклом ІІ-утолъшшѳ? 

о) В тренировочном турнире участвовали 20 команд, причем 
между каждыми двумя командами было сыграно по одному матчу.Сколь¬ 
ко всего было проведено матчей? 

З адача 3-3. а) іѴЬжно ли устроить такой тренировочный турнир, 
чтобы в нем участвовали II команд и каждая команда сыграла ровно 

три матча? 

о ! і.Ъл-но ли устроить такой тренировочный турнир, чтобы в нем 
участвовали В команд и каждая команда сыграла ровно -три матча? 

Задачи.3-4, Докажите, что в любой компании, состоящей из II 
человек* найдутся два человека, имеющих одинаковое количество 
ЗНЗКОШХ В этой комшши, 

• Бещсциа зада нн 3-2 а.). Посчитаем сначала концы всех диаго- .. 
налей, В каждой вершине сходятся 8 концов диагоналей, так как вер- 
шина соединена дмтоярдяш со всеми вершинами, за исключением ее 
самой я двух соседних вершин. Поскольку всего II вершин, тс чис¬ 
ло концов 11 * 8 , 5' каждой диагонали два конца, поэтому число дна- 

. Т г * п 

ТП ТГШ.1 і’іЧгггогг т-, г.-*-, "і ГТП пт ^ ^ * 


гонаден будет в два раза меньше, то есть 
Ответу 44 диагонали. 


= 44: 


3-2 б) . Сопоставим каждой команде точку, при* 
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ЧЩ раздам командам - разные точки* Каждому матчу между двумя 
командами сопоставш дугу, со&жшшощую две точки , соответству¬ 
ющие этда командам. В результату задача сводится к следующей. 

Имеется 20 точек* каждые две шв которых соединены едкой ду¬ 
гой. Сколько ясего проведено дуг? 

Посчитаем концы всех дуг. В каждой точке сходится 19 кон¬ 
цов* поэтому всего 20X9 концов. 

У ВДДОй дут два конца. Поэтому —* 190 дуг. 

Возвращаясь к исходной задаче долучгшм 

всего было проведено 190 матчей. 

Решение зшш ж ЗпЗ_дЬ Снова сопоставим каждой команде 
точку, причем разным командам - разные точки. Каждые две точки 
соединены столькими дугами, сколько матчей сыграли соответству¬ 
ешь команда. В результате задача сводится к следующей. 

Имеется II точек. Можно ли соединить их дугами так , чтобы 
иі каждой точки выходило три дуги? 

Посчитаем, какое количество дуг понадобится для этого,Как 
И раньше, считаем сначала концы дуг* По условию* в кшдой точке 
должно сходиться три конца, поэтому концов должно быть II э 3. 

Дуг должно быть в /ща раза меньше» то есть -Щг~ « Стоп! Ш 
получи Ш не целое число дуг® Такого быть не может и, следова¬ 
тельно* не может быть такого соединения* 

нельзя устроить. 

Такой.турнир устроить можно® Команды 
будем обозначать точками * а матчи - дугами. На рис.19 приведены 
два разных примера соединения восьми точек дугами, удовлетве- 



Решение задачи 3-4. Допустим, что есть такая компания из 
II человек* в которой у всех разное число знакомых* Сопоставим 
каждому человеку число его знакомых® Поскольку всего IX человек» 
то каждому человеку может битъ сопоставлено только' одно мз XX 
чисел от 0 до ІО. Кавдш двум, должны быть сопоставлены разные 
числа» поэтому есть человек, у которого 0 знакомых* ж есть че¬ 
ловек, у которого 10 знакомых. Человек, у которого ІО знакомых, 
дожен быть знаком со всеми остальными» но э то противо речит то¬ 
му, что у одного из них нет знакомых (у того» которому сопостав¬ 
лено число 0). Таким образом» наше исходное допущение неверно - 
нет такой компании, и» следовательно» во всякой компании мз II 
человек найдутся два человека, имеющие одинаковое количество 
знакомых. 

Контрольное задачи к § 3. 

Зад ача 3-^5, а) Сколько’ Диагоиатіеи у выпуклого 
50-угольяика? 

б) . Четыре футбольных команда» М , 0 * С н 0 , прове¬ 
ди друг с другом несколько тренировочных матчей. Известно» что 
команда $ участвовала в- В матчах, команда 8‘ ~ в 5, € - в 7, 

53 - в 10. Сколько всего состоялось матчей? 

в) Три футбольных команда,* $ * § ж 6*. *• провели друг 
о другом несколько тренировочных матчей Известно* что команда* 

Л участвовала-в 6 матчах,: команда В - в 7 матчах» а команда 
С - в ГХ* матчах* Сколько матчей сыграли друг а другом команды 
Л и С ? 

Зада ча Можно ли устроить такой турнир»* чтобы в йймі 

а) участвовало 13 команд и каадая команда сыграла ровно 
5 матчей; 

б) -участвовало 10 команд и каждая команда сыграла бы ров¬ 
но 5 матчей; 

в) участвовало 9 команд и каждая команда сыграла бы 4 матча? 

Задача 3-7. а) В некоторой компании каждые двое же знакомых • 
имеют ровно двух общих знакомых» а кадне Двое знакомых не име¬ 
ют общих знакомых. Докажите, что в этой компании у каждого чело¬ 
века одинаковое число знакомых. ' 








б) Попробуйте изобразить с помощью точек и соединяющих их 
дуг такую компанию, которая удовлетворяла он условиям задачи 
3-7а), в которой 16 человек и каждый имеет ровно 5 знакомых* 

Зад ача 3-8 а На окружности выбраны 10 точек* Сколько суще¬ 
ствует выпуклы х; 

•а))четырехугольников; б) пятиугольников; в) восьмиугольников 
о вероинаш в этих точках? 

З амечан ие к задачам 3-5 б) а в), Некоторые ученики записы¬ 
вают решение этих задач так: приводят ответ и "граф", на котором 
показано, какие команды играли друг с другом и - сколько матчей. 
Но такое "доказательство 1 * здесь недостаточно: а вдруг иг другого 
рисунка получится другой ответ? Так и получается, если решать 
этим способом такую, например, задачу. 


Зад ача 3-5 г). Четыре футбольных команды: Д , В , С и 2) 
провели друг с другом 10 тренировочных матчей. Известно, что ко¬ 
манда Д участвовала в 7 матчах, команда В - в 8, Сколько 
матчей сыграли друг с другом команды С и 0 ? 

Решена Обозначим команды точками, а матчи между ними - 
соединяющими эти точки дугами. 

Воьмолша картинка 2.0а, тогда • 

Отыг: команды С и 0 сыграли друг 
о другой 2 матча. 

Однако условию задачи подлостью удов¬ 
летворяет и ситуация, изображенная на 
рис „20 б, Получаем (для той же задачи!) 
другой 

от пет: команды С и 0 не сыграли 
между собой ни одного матча, 

■ Возможен еще третий (тоже правиль¬ 
ный) ответ на вопрос этой задачи. Поду¬ 
майте сами, какой еще случай возможен. 

Вы теперь видите, что для решеіБш 
задач 3-5 б) и 3-5 в) недостаточно только 
нарисовать соотвртствущие гра-Зы; нугено 
провести рассуждение, доказывающие, что 
ответ может быть только таким* Например, можно 'записать краткое 
решение задачи 3-5 г) в током виде; 
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Обозначим число матчей, сыгранных командами Ж й У" , 
через іІ Х у , По условию , 

і -Дв +я, я с + ^ ях> ^ ^ вс ^ ея ~ № $ 

I н ж * п ес +■ л ая - 8, 

поэтому л сл $ /г св *-П 4В =2* 

то есть П с а моЖт равняться только 0,1 или 2. Примеры (см,рис, 

“О й, б и тот третий, который Вы должны были найти самостоятельно) 
показывают, что все эти случаи возмо?жны" е 

Замечание к з адаче 3-6 9 Если в задаче спрашивается "можно 
ли" или "всегда ли найдется", то возможны два ответа: "да" или 
"нет". Если Ваш ответ "нельзя" или "всегда найдется", то Бы дол- 
Лчш привести полное доказательство, учитывающее все возможные слу¬ 
чаи* Если Баш ответ "можно" (в каком-нибудь случае) или "не эсег~ 
дв\ то достаточно привести соответственно подтверждающий шш 
опровергающий пример* 

Указание к задач е 3-7 а) а Пусть Д и В знакомы, Обозначим 
че Р ез множество знакомых Д , через М& - множество знако¬ 
мых В , Докажите,что: 

1) Мд и Мв не имеют общих знакомых; 

2) каждый из Мд имеет ровно одного знакомого в Мв % 

8) каждый из Мв имеет ровно одного знакомого в Мд* 

Отсюда следует, что между Мд $ М$ можно установить 

взаишюоднозначков соответствие. 

Оказ ание, к зада ч е 3 ~8^ Каждое множество из к точек на ок¬ 
ружности служит множеством вершин одного выпуклого к -угольййКа. 
Если занумеровать точки так, как это сделано в первом решений за¬ 
дачи 3-0 5 то каждому такому подмножеству можно сопоставить (ьза- 
ттнооднозначным образом) М. -значное число с убывающим порядком 

ЦКфр, 

Заключение, Изображение условия задач с помощью точек и со¬ 
единяющих их дуг очень часто помогает при решении задач (так же, 
как наглядное изображение множеств в виде "кругов" пригодилось 
нам в § I). Система точек и соединяющих их дуг в математике полу¬ 
чила специальное название: граф, С помощью графа можно изобра¬ 
зитъ ситуацию такого типа: задано некоторое множество Д и в нем 
- некоторое подмножество, с ос тощее из дв ух элементов каждое 





» I. 


- 26 - 

(множество команд - и пары команд, сыгравших между собой; мно¬ 
жество ладей - и пара знакомых; множество вершин многоугольника 
- и пары вершин, соединенных диагоналями, и т.д.). 

Б решении задач 2-0 а) и 3-0 мы подсчитали іШЖ.ііазл'СШЙ 
подм ножеств из двух элемент ов в множестве Д ., состоящей из 10 
цифр; о; I, 2,.9 ; это число равно 45, Б задаче 2-10 - ос¬ 

новной задаче § 2 - мы по существу посчитали количество оазлич- 
ппдмно ж нетв НЯ К элементов в этом множестве.в следующем 
параграфе мы увидим, что эти же числа возникают ьо многих естест- 
венных задачах на подсчет различных вариантов. 


ж ложа нш 


Несколько лет назад две трети всех учащихся I курса ошиб¬ 
лись при решении задач 3-6 б) и 3-6 в). Приведем неверное реше¬ 
ние задачи 3-6 б) раной ученицы (назовем её Ниной ). 

"задача 3-6 б) сводится к такой: 

шается 10 точек. Можно ли соединить их дугами так, чтобы 

_ О 

13 К 8 ВД 2 І ТОЧКИ ВЫХОДИЛО § ДГУГ, 

Дуг тшто быть - 25. Получено целое число дуг - 

значит можно”. 

Возразим Нине образно так: 
ій® есть тарак ан -- то а отъ усн 3 Но, 
ещё нс . значит в что, -вотъ, таракан^ , . •• / ' / 

- ; ;.Б -&№% „задаче* нужно нривёстц пример: нарисовать, нужное .' • 

сбёдшшщё.-'л: _’ѵ « . •}' •• 1 * • * к / 






.л ; , • * г 

. * . ' ... , ь »г У ѵ , | * 

Ц ♦ ^ е у чѴ ^ І| ' л 14 ) , 


* *. Р , *3. 


1 I • 


* ' 4 * » 

• 1 *’ ' |* / , * ' < Ч, 




' і І * <* 4 * )* / 1 I. 


- .. . ! г . 


Г" 




__ - Г »_ 

• I I 
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§ 4. 


ІШтьЛгІ*. Б выражении {сс+6 ) л проведем возведемте * сте¬ 
пень и приведем подобные члены. Каше коэффициенты будут стоять 

при л*, а 9 в } а*в*, аЩ а*#*, ... ? 

/О 

Ук азани е А {&+в) ~ это произведение десяти сомножителей 
си-® . занумеруем их по порядку так: 

(й+6)( а у ё)(а + €) .. . (а+в)(а+ё) 

Если из каждой скобки взять букву а , то при умножении мы по- 
лучим член с2 . 

Очевидно, что член а 9 в получается, когда из одной скоби 
Йерем букву ® ' а 113 остальных - букву а . Поскольку у нас 

* сег0 деоет ь скобок, то после перемножения мы получим 10 слага¬ 
емых вица 0/8 . 

Посчитаем теперь, сколько раз получится член 0®в г (это 

И будет ЕОЭІ ?Фиітиентом прилѴ*). Чтобы в произведении получи¬ 
лось восемь раз а и два раза / , нужно из кашх-то двух скобок 
ь букву % , а из остальных - букву а . Запишем номера тех 
даух скобок ' йз К0Т0 Р НХ МИ выбираем букву в .Получится двузнач- 

Н ° е число ' щ,фры кото ^го идут в порядке возрастания; (например, 
если мы взяли букву * из 0-ой я 8-й скобок, .то пишем 06). 

іШЧШ обрэзом - ® даочлен при умножении встретится столько 
раз, сколько существует двузначных чисел, цифры которых идут в 

возрастающем порядке, т.е. 45 раз (см.§ 2),и поэтому коэффици¬ 
ент при а*6 л равен 45. Итак, 

(а +в) /<7 = а ю + Юа?ё<-Ма*4 г + № а *$+.., (*) 

Продолжите наши рассуждения и укажите ответ, 

о) Чему равна сумма всех коэффициентов 
(I + 10 + 45 * ... + Ю + I) в предыдущей задаче? 

б) Чему равна сумма коэффициентов при членах с четными 
степеням; Лио) 

(I + 45 +.,.+!)? 

ІЕсзашіЗд Подставьте в равенство (х) О =■ и затем 
в= -1. 
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<? і а 

і 


н Я 3 


а) Сколько всего клеток в фигуре, изображенной 

на рисунке 21? 

2е1 ^б)] Сколькигли способами МОЖНО 

-- поместить цепочку цифр О I 2.*,9 
~ в эту таблицу так* чтобы каждые 

—_—^ дае соседние цифры помещались в 

— ^1 клетках., имеющих общую сторону, 

^ цифра 0 стояла в верхней левой 

клетке, а цифра 9 - в клетке 
' 9) ? 

Указа ние, Ответ в задача в) 

* такой же, как в задаче 2~ХЗа): 


цепочек О I м , 9, оканчивающихся в 2*? - I ; 

' ■ // - *е ——— - - - ^ Ж/ 9 ^ 

. — // — - - - — в Ж г -36) 


Нужно только обосновать* почему ответ именно такой - тогда 
не придется считать, 

Прежде чем формулировать .ледующую задачу, введем одно 
определение е Назовем разбиение ;% целого положительного числа пред¬ 
ставление его в виде суммы цел: . положительных чисел. 

Вот, например* все разбие; ѵл числа 4: 

4, 3 ч* I, I + 3, 2 + 2, 2 \ і.-Г, І+2+І , Ыь2, І+І+Ы, 

Как видно из этого примера, мы считаем разбиения разными, если 
они отличаются либо числами - слагаемыми, либо порядком, в каком 
эти числа расположеныр либо и гем, и другим. Решим теперь такую 
задачу. 

Задача 4-3, Сколько существует разных разбиений числа IX 
на А слагаемых ? 

Реш ение -задачи 4- 3, Представим себе число II в виде II то¬ 
чек/ расположенных в ряд. 

Тогда всякое разбиение этого числа на 4 слагаешь можно от¬ 
метить тремя черточками. Например, разбиение II = 5ч-Зі2+І можно 
представить себе так: 


Первой черточкой мы отсекли 5- точек, второй чеоточкой ‘мы 
отсеюіи еще 3 точки, третьей - следующие 2' точки, после чего 
осталась одна точка. 
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Легко видеть, что и наоборот, расставив каким-нибудь спо¬ 
собом 3 черточки между точками, мн зададим разбиение числа II на 
4 слагаемых. Например, разбиению черточками 


соответствует такое ра збиекиеі 11 = &І+2+2 . 

Таким с /разом, ж видим, что задача 4-3 сводится ш следу¬ 
ющей задаче. 

Вспомогательная, зада ча 4-3 а). Имеются II точек, расположен¬ 
ных э ряд. Сколькими способами можно расставить между ними 3 
черточки? 

Покажем, что эти задачи сводятся к задаче 2-5 из § 2. 

В самом деле, поставим между точками цифры 
• 0*і‘2*3 9 4"5*6-7-8*9 * 

поставив три черточки, мы отмечаем трехзначное число, цифры кото¬ 
рого идут в возрастающем порядке, количество таких чисел равно 

ТП = 120 ° 0тзет к задаче 4-3: 120 разбиений. 

Задача 4Ни > Сколькими способами можно разбить число II 
на {к+1) слагаемых (где К ~ 2 ,..., 9 )? _ ____ 

Указание А Ответ нужно записать так же, как в задаче 2-10, 
а обосновать - так же, как в задаче 4-3. 

Задача 4-45 д> а) Сколько всего существует выпуклых многоуголь¬ 
ников с вершинами в некоторых из 10 данных точек на окружности? 
(Отрезок или одна точка много угольником не считается.,) 

б) Сколько всего существует чисел с убывающим порядком 
цифр (включая однозначные числа: 0, I, 2, я „ а 9)? 

в) Сколько всею существует подмножеств у множества А ив 
і0 элементов 0 Э I, 2,...., 9 (все множество А , а также 
"пустое" множество также считаются подмножествами А ),» 

^казаще^ В задачах б) ив) ответ такой же ? как в задаче 
4-Іа ). Нужно только это обосновать. 

Из десяти цифр: 0 Э I, 2 ,...., 9, выбираются 3 
ци(Т)ры и расставляются по кругу* Скольким способами это можно 
сделать? (Два способа, отличающиеся только поворотом круга - ска¬ 
жем, такие, как изображены на рисунках 22 а), б), в) - считают¬ 
ся одинаковыми). ■ 

Первое решен.н е задачи 4-6, Сначала найдем, сколько способов 
расставить три разные цифры из десяти в трех кружках (способы. 
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изображенные на рисунках 22 а) и б), нежа считаем рваными ). Тагах 
способов будет, конечно, столько же, сколько трехзначных чисел 
•о различными цифра® (они могут начинаться и с нуля), то есть 


І--Г9 8, Но тан как каждую расстановку цифр по кругу мы посчитал! 
■:фт, раза, то расставить три цифры по кругу можно И>-9 Д _ 
способа®. 3 ™ 



такие расстановки,как на рис.22 а), б), в), одинаковыми, не раз- 
лаЧйгь вставим каждой расстановке в соответствие трехзначное 
число олвДУИЧИм образом; сначала запишем наиб оль шую п ийпу. а за¬ 
тем по порядку те цифры, которые идут за ней по часовой стрелке, 
например, расстановке, изображенной на рис. 22а), б), в) соответ- 

ствует число 870 > а расстановке на рис, 22 г) - 716. Ясно- что 
ш получим взаимнооднозначное соответствие между такими расста¬ 
новка»® и трехзначннми числами, у которых первая цифра - самая 
большая и все цифры различны. Сколько же существует таких чисел? 
Очевидно,что наибольшая первая цифра не меньше 2, и о двойки начи- 
кается два числа; 210 и 201. Чисел с первой цифрой 3 будет 3*2 " 

Жб? “Т? да уаначньж '““ел с различными цифрами можно 
«лить из цифр о, I и 2). Чисел с первой цифрой 4 будет 4’3 

н так далее/Чисел с первой цифрой 9 будет 9*в" (столько можно ’ 
составить двузначных чисел с различными цифрами из 9 щ<шо 0,1,..8) 

вач ’Г° * РвХЗН Г“° С ЧИСеЛ ° раЗШми У которых пер- ' 

ВВл вд ^ ра “.самая большая, существует І-2+2-3+0-4»...+&-9. 

+ 8 . д? К ’^Г / аЛУЧУ ’ Ш 3аОДН0 эыясналй г ЧМ Г* 2-1-2-3+2-4+... 

в „ервоГп!тт? М еЩ8 Р Т 0СШВНуЮ идею ' ‘ К0ТО РУ» ™ использовали 
1 Р ИК: Ш 0<5ввдайля Е один класс все тпехзначше час- 
разными цифрами, получении# перестановкой "по кругу" 
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(870, 708 и 087) ; и должны были посчитать число таких классов. Дш : ' 
этого общее количество чисел (10*9*8) мы разделили на количество 
чисел, попавших в один класс (на 3), 

Во втором решении мы выбрали по одному "представителю" 'в .. 
каждом классе (числу с наибольшей первой цифрой) и посчитали чис™ 
ло таких "представителей”. 

Приблизительно те же идеи мы использовали в решениях первых 

задач в § 2, 

Задача 4-7. Найдите суммы: 

(^) 1*2^3 + 2*3^4 + + 7*8*9; 

б) I 9 2* 3*4*5 * 2"3*4*і*б + ... + 5^6*7*8*‘9. 

в) Сколькими способами можно расставить пять цифр по яругу 
(две расстановки, отличающиеся поворотом, считаются одинаковыми)? 

Задача 4-8. Сколько существует. И - значных чисел, у кото¬ 
рых все цифры разные и первая цифра - самая большая (2,^.5)? 

Указание к задаче 4-8 . При К =1 нужно взять все 10 однознач¬ 
ных чисел: 0,1,..,.,9. При К « 2 - все числа с убывающим порядком 
цифр (см. задачу 2-0); при К = 3 9 как т убедились в решении зада¬ 
чи 4-8, нужных чисел = 240, 


Ответ: 


чисел ■ — - = '* 

К. =1 - 10; 

КщЗ - 240 


/ 6=2 
ДГ= 4 


«• 45; 
? 


За дача 4-9, Сколько существует К - значных чисел с невоз- 
растѳющим порядком цифр? 

• Указан ие к з адач е Ф-9. Для /4=2 мы эту задачу решили в 
§ 2 (задача 2-0)„ Для гі = 3 можно рассуждать так. 

Поставим три точки, разобьем их черточками на группы (как 
в решении задачи 4-3), а затем в каждой группе напишем какую-то ... 
одну цифру-, причем в следующей группе - меньшую цифру, чем в пре¬ 
дыдущей, Если груша одна, то во всех трех точках напишем одну ш 
ту же цифру - получим 10 чисел * . 

[ТУ.' —У) 0 0 0 
1 -III 


• # 9 


9 9 9 


Если группы две (разбить 3 на две группы можно 2 способами), то в 
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НЙХ можно написать цифры любого двузначного числа с убывающим по- 
радком цифр (всего татж чисел 45), 

ПО ЮО 

• или • 220 или 200 

—»► «ее » о • 

- 998 988 

,.' ак ш пол З' зд м еще 2*45=90 чисел. Наконец,, если разбить 

3 на 3 груши и в кавдой написать по цифре, то получим еще 
ІО 6 9*8 ТЛЛ _ 

^.2*3 ~ 120 ЧШ6Л с кивающим потеком цифр 

л і V 


'/*/* 


321 

• •• 

987 


Итак, всем при /С = 3 получается 10+90+120=220 чис* я 
Продолаите наш рассуадения и напишите 
Ответ; ц = і _ І0 

К = 2 „ 45* 

* = 3 - 220 , 


Заключение® 

"ос Н оа й оа 2 ;а; Е ес;во'« 0а и И з Ь 1 ОК : “ ДѲЛи 0 когда 

комбинации, ооетояло’иа „1 Р0Г ° ЧврПали *»“«■ « их 
. Конечно, аналогичные Мий^о'ІПа^ 1 """ 10 аштіТйв ° 
любого числа элементов (и кое-где мы с і/ *“ ттейШ из 
Скажем, найти число разбив! 1 Л ГГ* °* ат * в **»™>* 
,или числе расстановок п чисел Гот I т ,г, « Т с,,аі ' а ® ишг * 
фициѳн'шы разложения (а*4 і Д П ^ по К ^ 1 'У. или коэф» 

чисел , ( " 6) Ь сушу чл »иов а*6»\ ИЛЙ оу 

• * 

«*-*+< к»-**»....* 

«•ИЭТ. л»: учащихся и оме " *** 

когорте мы рассмотрели. Некотооыѳ пплпгг * Ь * 10 ‘ і в за Д ач ах, 

Вам и б § 5. ^ добные задачи встретятся 


9 
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Часто встречающиеся в комбинаторике в других областях мате¬ 
матики числа имеют специальные названия ш обозначения* 

X) Произведение всех натуральных чисел от X до некоторо¬ 
го Яі , то есть число !•&*3’,», * пх обозначается черев 

/Л! (читается п т -факториал®)яли через и называется 
числом перестановок из ПХ элементов. При этом по определению 
считают* что 0! = I! = I. 

2) Произведение пь натуральных чисел, й,цущше подряд 
в порядке убывания, начиная с некоторого , то есть число 

п(Л-/)(Л~2.)‘ /7-/77У- {) , ( М сомножителей) 

обозначается через й^ я называется чиолом размещений ив /2 по 
М . При ЭТОМ АЛ* — *°Ш.. — , 

Яѣ ~ Рп-т ~ (п-ю)! ° 

3) Отношение двух указанных выше произведений $ то вотъ 

число л Г л-/)(п~ гу # - (п- т + і) 

/ # 5 • з *... - т 

обозначается через ми через ^ 27 и назевается бшомиаль- 

нщ к оэффициентом или чиолом рр четщ шй из П ко /я * При этом 


называется 


ЯШ 


^>П7 /щ ] /7т Д / 

? (л/ в 7ІГ ~т!(і*-т)! 


Дальнейшее знакомство о комбинаторикой ш ее приложениями 
(в частности , к теории вероятностей) Вы можете продолжить, например, 
по книгам: 

Іо Виленкин И.Я. Комбинаторика. - МлФизматлйт, 1969. 

2* Успенский В,А. Треугольник Паскаля* - Мл Наука, 

19/9, (Серия "Пощ г лярные лекции по математике")* 

3* Колмогоров А,Н . д Журбенко И*Г. , Прохоров А* В. Вве¬ 
дение в теорию вероятностей* - Мл Наука, 1982* (Серия ^Библиотеч¬ 
ка "Квант"). 

4, Ходя М| Шмбинаторика. * - Мл Мир, 19? О*. 












( 
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В §§ I - 4 мы познакомились с несколькими приемами решетя 
комбинаторных задач. Мы не раз убеждались в том, насколько важно 
уточнить формулировку задачи, перевести ее$& тот язык, на котором 
удобно ее решать и тсать решение. 

Следующие задачи лишь частично связаны о предыдущем - к каж¬ 
дой из них требуется свой подход. К некоторым задачам приведены 

указания, но вы можете, разумеется, идти своим путем. 

^ 

Задача 5чІ ^ Сколькими способами можно распределить два би¬ 
лета ш театр среди четырех людей? 

Уточнение а Заметим, что вопрос поставлен неточно* В самом 
дала, неясно: 

а) может ли один человек получить оба билета (пойти в театр 
о женой); 

б) считаем т т оба билета одинаковыми или., нет (может быть 
это билеты не соседние места, а может быть, один - в партер, а 
другой - на балкон)? 

йа каждый из етих вопросов можно ответить и так, ш атак» 

От этого будет зависеть результат заданіи. Поэтому рассмотрите раз¬ 
ине случаи и приведите соответствующие ответы* 

За дача 5-2. Элементами множеств Д , В и С служат числа 
I* 2, 3, 4,.„ с , 9; Известно следующее? 

• ■ яла - |і;а] ^ яив ~ {// г ; Ъ; 6 , 

. , ' А ПС ~{Э ;?] і ЛУО - { @] .. 

Найдите множества Я , В и С . 

/ ЙЕ9Ж1 А = [К*\ і ;• С *|з,4,іГ,7,9] , 

Р ешение,, В этой задаче можно рассуждать о кагщом числе от- 
. дельно, фактически решая 9 независимых задач. 

1) Начнем о числа I, Поскольку I принадлежит пересечению 
Я и В 9 то I принадлежит обоим множествам, А и В * Еот бы 

• I принадлежала ещѳ и С , тс I принадлежала бы пересечению 8 и С , 
а 8 то не так. Значит, I не принадлежит С * 

2 ) Число 2 входит ровно в те же множества , что и I/ Поэто¬ 
му для 2 проходит то же рассуждение . 

3) Число 3 входит ѣ В Л С , поэтому 3 входит и в В , и в С . 
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Но 3 до входит в ЯП В , поэтому 3 не входит в Я * 

4) Число 4 не входит в А и В , поэтому оно не входит ш в 
Д , ни в В .Но оно входит в В УС * поэтому ОНО ВХОДИТ ТОЛЬ¬ 
КО 3 С • 

5) Для 5, 8, 8, 9 те же’раесуждешя, что и для 4* 

6) Для 7 те же рассуждения, что и для 3. 

Замечание, Если Вы хорошо разобрались в приведенном рѳжешш, 
Вам легко будет понять, что решение можно записать ш гораздо ко¬ 
роче, 

1) Так как множества ЯЛ В и ВЛС не имеют общих эле¬ 

ментов, то нет такого элемента, который принадлежал би одновре¬ 
менно всем трем множествам,/? , В и С . Отсюда следует, что чис¬ 
ла I, 2 принадлежат и Д , и В , но не принадлежат С * в числа 

3 к 7 принадлежат и В , и С , но не принадлежат А , • 

2) Если элемент не принадлежит К Ѵ2 * то он не принадле¬ 

жит ті И , ж X , а если он одновременно принадлежит КУМ 9 то 
он принадлежит М . Отсюда следует, что числа 8 и .8 принадлежат 
В 9 но не принадлежат ни А , ни С , а числа 4, Б, 9 принадлежат 

С , но не принадлежат ни в , ни В . 

З адача 5-3 . Какие шэ чисел I, 2, 3,„.«, 9 входят ж'множа- . 
ства Я , В , С щ 2) г ©ели известно следующее: 

ЯѴВ *|в} ! /№$«{ І2Д7Д?) і 

{2,5; д] ; В 1/С* [з ,4,$6,7,$,9) ; ВП С * {?] ? 

Задача 5-4. Четыре девочки: Катя, Лена * Мша и Нина - уча¬ 
ствовали в концерте., Они пели песни. Кшгдую песню исполняли три 
девочки. Катя спела В. песен - больше * чем вое остальные, а Лена . 

- 5 песен - меньше, чем все остальные. Сколько песен было спето? 

Отве ту Э песен. 

Решение. Вообразим, что каждой девочке за исполнение ездой 
песни давали фантик* Тогда Катя получила 8 фантиков, с* Лена - 5 
фантиков. Маша получила 8 или 7 фантиков, Нина - тоже. Вое вмес¬ 
те получили не меньше, чем 5 + 6+ 6 + 8 ~ 25 и не больше, чем 
5 + 7 +‘7 + 8= 27 фактиков, За каждую песню раздавали по три 
фантика. Значит, чтобы получить число пасен, надо общее число 
фантиков разделить на три. По из трех возможных значений для 
числа фантиков - 25, 26, 27 - только 27 делится на три* Полу- 


.7 






І 


I 
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чается при атом 9, Конкретное ^расписание* отдыха девочек может 
быть любым , дашь бы Катя отдыхала I раз, Лена - 4 раза, © Маша 
в Нина - ко 2 раза* 

Задача 5^5ц | Пятеро друзей: Витя, Іина, Лариса, Коля и Поля, 
играли в прятки. Игра проходила в несколько туров. Каждый тур 
начинался с того, что четверо друзей прятались в разные места, а 
пятый их искал - "водил 11 . Как только водящий находил кого-то из 
спрятавшихся друзей, тур кончался, В следующем туре ведал тот, 
кого нашли в предыдущем. Сколько раз водил Коля, если он больше 
всех - II раз - не был водящим, а меньше всех - 8 раз - не была 
водящей Нина ? 

Задача 5-6 а).Имеются 6 точек. Каждая пара из них соединена 
либо синей дугой, либо красной. Всегда ли можно выбрать из этих 
точек такие три, что все душ, соединяющие их друг с другом, 
будут одного цвета ? • 

б) Тот же вопрос для 5 точек. 

Задача 5-7. Пусть каждая пара из 6 точек соединена красной 
или синей дугой. Всегда ж можно найти два треугольника, образов 
ванные дугами одного цвета (разрешается* чтобы эти два треуголь¬ 
ника имели общую дугу) ? 

4 

Задача 5-8 , В' компании из 6 человек некоторые знакомы друг 
о другом* Докажите* что в этой компании либо 3 незнакомых друг 
о другом человека* либо попарно знакомых. 

■ Задача 5-9. Номер автомашины состоит жз трех букв русского 
алфавита (в нем 33 буквы) и четырех цифр. Сколько существует раз¬ 
личных номеров автомашин ? 

г . •> . 1 

Задача 5-10, На рояле - 88 клавиш. Сколькими способами мож¬ 
но извлечь последовательно 6 звуков ? 

З адача Ь~ІІ; Сколько шестизначных чисел делится на 5 ? 

Задача 5-12, Сколькими способами можно разложить 7 разных 
монет в три кармана ? 

4 

Л 

г Задача 5-1 3^ Сколько можно составить пятизначных чисел, в 
десятичной записи которых, хотя би один раз встречается цифра 5 ? 
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й-ІЬІП Сколькими способами можно усадить 20 человек- 
т круглым столом, считая способы одинаковыми, если их можно по» 
лучить один из другого движением по кругу ? 

Сколько есть пятизначных чисел, де лящих ся на 
5, в записи которых нет одинаковых іщфр ? 

§М§За_5-І6 ѵ На клетчатой бумаге со стороной клетки I см 
нарисована окружность радиуса 100 ем, не проходящая через веіь 

шинк клеток и не касающаяся сторон клеток. Сколько клеток может 
пересекать эта окружность ? 

Сколькими способами можно расставить в. ряд 
числа I, 2, 3Л так, чтобы числа I, 2, 3 попали редом и 
ивритом тт в порядке возрастания ? 

Сколько пятизначных чисел можно составить 

из ш ** р 2 * ♦*» б » 7 » 8 » «»н каждую из них можно использовать 
любое число раз» ? 

б) Тот же вопрос, но с условием, что каждую цифру можно 
использовать не бЬлее одного разе',, 

іі?, Аодда# шв . вершин шестиугольника раскрашваѳт^ 

ѵЯ 0 °^ ля т Р ех Цветов так, чтобы два- соседние вершин ш ока- 

8ались раскрашенными в один цвет. Сколько есть отоообо» тшМ 
раскраски ? 

З^ЯЕЙ^Ь§&^. Сколькими способами моете ваттам .ожерел®ви 
из 8 бусинок* из которых 2 черных, а 4 - зеленых Сожершш, яолу*~ 
ц«ющиѳся передвижением бусинок по кругу, считаются одинаковыми) ? 

. №ма каждый день выдает сыну на десерт по од- - 

кому фрукту. У нее есть три одинаковых яблока, 5 одинаковых груш, 
2 одинаковых персика и I апельсин. Сколькими способами она мо¬ 
жет ему выдать эти фрукты в течение II дней ? 

Сколькими способами 20. одинаковых монет можно 
злежит.г в три кармана, так* чтобы в каждом лежало ке менее двух 
монет ? 

■ ЗМ З ча йз сл °ва РОТ перестановками букв можно долу- 

чигь еще такие слова: ТОР, ОРТ, ОТР, ТРО, РІО* Их называют 
анаграммами» Сколько анаграмм можно составить из слов: 

а) ЛОГАРИФМ; 5) РЕЕСТР ? * 


о 





' Ш грошс лвдей одному надо сделать неприятную 

р ^ у * , Го карают "морским счетом" - каадый показывает какое 

чисел ГГ* находится суша показанных 

0 Л Т “ очитеэт ' начиная с одною из участников, под- 

Г °І , до т« числа, которое получилось з суше. Докажите, что 

‘ и I ттжетя Уадояшков.раваоямвш. Кати быть выгоднее- 
ІЬМ, з кого начинается счет, вторым шш третьим ? 

1 


«~ и *> ■ • —• •— 

Г”Т * —’ "* «-**». 

знчКомых, Через /Ѵд - множество не знакомых о У? 

гг,г“п”: ^:~г а - 

ето ето соответствие меаду множеством У, ‘ “ шодаствоГвсе 

мокшх пар элементов Мд будет взаимнг кт °* зсеВ03я 

на яліга -о Іѵі, ' " А4Й взаимнооднозначным. Следрватѳль- 

’ ■* ^ «оде ржите я П)д элементов, то в их т л ОЩ-б 

а всего в конааіма /і« ' о~ 

Л д ладей. -Это равенство зерно 

МЯ левого человека Я . Но уравнение п*1+х+ Шг>) шее ' 

* ЛвМ6ИЯ „ г Д „ " " ё * (аналогичное решение разобрано в книге 
2 Й 5 п°Т «ОСНОВА, ». те ,™« ски ” 

“* ад Т‘ П * і0 * 3) - ѢоШв > аэд. "Просвещение", І965г ) 
Интересна выяснить поя «яки* » ’ ° 

тальь'о оуеісствѵі-ѵ- п- алнт ’ ' , ‘ и ^ 19 зомпаава действа- 

■ * ” отаета » «?о* вопрос щ не знаем. 

& видали, что л» т 

коуо человека ко не т >• п “ 0личеот?0 БЯ «комых од- 

Напршер, нетрудно дакаэаГ ^ адаствубг *”««* компания. 

ари л;,-з а во0(1щ ; ко ;^ кэ 

хадет компаний - длят* I , п =2 „/л-* П А!Ш иршзро * 
один: /77* сГ п^/6. • ' ш внаем только 

Эту конфигурацию из Іб точек л 40 отпечь 

^ оірезков шшю описать 


*“““ дааг “ четырехмерного 
17 Г— -— Д 10 Ь0Н ФиРурарію 6 помощью точек и соеди- 


— ЗЭ — 


пял эдіих их дуг — это и значит решить задачу 3-7 61 

Построить эту схему можно следующим образом. Возьмем Іб то¬ 
чек и разобьем их ве 4 группы ко 4 .точка в каадо®; точку аануме-.. 
руем парой индексов (Л; в), где Л- номер группы,# * номер.точ- 

т в груше; а и. в могут принимать знѳчзяия I, 2, 3, 4.Будем 
проводить дуги тага 

1) в каждой груше соединим первую точку со второ#, вторую 
- с третьей, третью - с четвертой, четвертую * с первой* .. 

2) соединим теперь точк : (ІДК{2,аЬ(3,ЗЬ(4,4)-(ІД) 

(І»4)-(2 > І)--(Зр2)тр( 4,3)?=? (1,4) 
(ІйЗЫ2,4ЫЗДМ4,2> (1,31 
(1,2)—(2,3)—(3,4)—(4,1)—(1,2)* 

3) наконец, соединим каждую точку о индексом (1,0 \ о со¬ 
ответствующей точкой (3,в )и каждую точку (2,6 ) с соответствуй 
щей точкой (4,о ). 

Полученная схема, как легко проверить, удовлетворяет уело- 
тт ввдзт (см*рис, 23),. . « 

гЛ/і’ 





элементов, вмделенк ГП различных подашожеств (отжчнш: от самого 1 
^ ^ так » ЧТ0 Для каждых двух элементов из В найдется ровно одно 
из данных подмножеств, в которое входят оба эти элемента, 

а) Докажите, что гп ^ ,■% , 

б) В каких случаях возможно равенство Щ ~/і( это 
пока никому не известно) ? 
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Контрол ьные задания. 

Заданіе $ ... - 

Внимательно, о карандашом в руке,разовритесь в идеях, реше¬ 
нии-задач и комментариях к ним в § I, 2, а также в решении зада¬ 
чи й 5-2 из $ 5. Для решения дополнительной задачи * 5-5 полез¬ 


но разобраться в решении ЭДХйчя й 5—4. 

Обязател ьные.задач а 

4 I, й І-І г) 2, й 1-3 а) 3. й 1-3 б) 

4. й 1-3 в) " 7. й 1-5 "Г Ю. й 2-7 

5. й 1-3 г) 6. й 1-7 а) И. й 2-8 

6. Я 1-3 д) 9. й'2-,6 ' 12. й 5-3 

^полните дыша задач и 

13. В Ы4 б) 15. й 2-13 а) 17. й 5-1 

14. й 1-14 в) 16..Я 2-14 18. й 5-5 


Срок присылки заданія Л 

Задание Ш 

Разберите остальной материал* .Если Вы хотите решать дополни¬ 
тельные задачи ..разберите решения задач,приведенные в §§ 4 ж о* 



Обязательные задачи 

. - 

1. й 3-5 а) 

5. й 3-6 б) 

9. * 4-4 ■ 

2. й 3-5 б) 

6. й 3-6 в) 

10. й 4-5 а) 

3* Я 3-5 в) 

7. Я 3-8 а) 

II. Я 4-7 а) 

4. й 3-6 а) 

8. Я' 4-1 а) 

12. й 5—II. 

\ 

Дополнительные задачи 


13. й 4-2 б) 

15, й 5-6 б) 

17. й 5-18 б). 

14» й 5-6 а) 

16» й 5-18 а) 

18. й 5-23 б). 


Срок присылки задания М 

Кри терии оценок 

В таблице указано» сколько задач достаточно решить для по 
лученія соответствующей оценки, по каждому заданию. 

* и 

» 

1Р Обязательные задачи - Дополнительные задачи" 

и іЯ м ( | . - — Г^ г I Л тшттт т 

зачат 4 5 4 5 

7 ‘ 6 -~І0 ІІ - 12 .3-4 5-6 


И 


* 
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Всесоюзная заочная щтшлаткчеокая школа при МГУ 


с*^«Льйовокий, А.Л*Тоом 


КОМ П Я К к с и иЕ ' чИ С Л А 


Методические разработки 
для учащимся ЕЗМШ 
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.■слге. по 
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1<силу ка^гуг 
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Москва - 1987 



УДК 37.018.43 


йоистаксные числа: Мѳтодич. разработки для учащихся ВЭМШ 

и СССР при МГУ (С.М.ЛЬАовский, А.Л.Тоом - М.. Изд.ЛТН СССР 

Н о.). 

] заработки предназначены для учащихся Всс-союзной заочной 
' ««тематической «сото АЛН СССР при Московском государственном 
университете им. М.В „Ломоносове (ВЭМШ). 

о пособии содержится теоретический жтериал по теме 
Комплексные числа" ^включая и нетрадиционные для школы воиро~ 
сы) и большой набор разных но трудности задач. Часть задач 
снабжена указаниями, имеются контрольные задания для учащихся 

ш. 

I 

Рѳценэзнт - Н.БоВаслльев, кандидат физккочштоттичеокйх 

наук. 



О -) Ака дамка ягаяагсгичѳскттх наук 
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3 о д ѳ р ж а к а ѳ 

Введение 
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У У П і ; м . , 


Введение „ 

і ‘’й брошюра примыкает к заданию ВЗМШ по теме ?? Мвтод коордк— 
яат; э і ней рассказано ос # очень красивой я важной математической 
теории - теории кошлѳксных чисел. Эта теория тесно связана в с 
ч ч алгеброй, и с геометрией, и с математическим анализом. Надеемся. 

что работа над этой увлекательной и интересней темой доставит Вам 
удовольствие. 

Книга состоит но ^ѳтнрѳх частей 5 расположенных в порядке воз¬ 
растания трудности и непривычности материала» Части состоят из 
параграфов, в конце большинства из которых лаются задачи. Работа 
.от брошюрой пойдет у Бас успешно, соли м попытаетесь решись хотя 
бы часть из этих задач (не обязательно всэ;. Ко многим задачам 
Бйм придется делать чертежи* Советуем делать юс аккуратными и круп 
тт.. 


СС задачам, после условия которых стоит 'знак 4- , в конце ор 

Щры приведены указания:. 

: рудные задачи (и параграф) от-мечзнн звездочкой. 

Ш&. пеяшшш_с.ь ко мплексны е числа 


Известно, что некоторые квадратные уравнения (в области дей¬ 
ствительных чисел) имеют два корня, некоторые - один, некоторые - 
нн одного'. Вообще, золи иметь в виду только действительные числа, 
алгебраическое уравнение Л. -ой степени 


«л аз л > а л _, аі'-- О . і а, сс + а е = о / а„, -Ф о 

иногда имеет /г корней, а иногда меньше, и может даже но шѳть 
чч одного корня. Такой разнобой издавна тревожил математиков, 
представлялся неестественным, некрасивым, к не раз высказывалась 
ддэя о том. что,кроме действительных корней алгебраическое урав¬ 
нение имеет еще некие "воображаемые" или "шише” корки. Так, 
итальянский мате?ѵ/гатик ХУІ века Кардано писал: 


*Вош кто-нибудь потребует, чтобы.разделить 10 на две части. 


которые при перемножении дели бы 30 или 40, тс ясно, что этот 
случай или вопрос невозможен. Но мы поступим так: разделим 10 по¬ 
полам- половина будет 5,умноженная іт самое себя, ска даст 25. 


Затем вычтем из 25 то; что должно получиться при перемножении, 
скажем.) ? тогда- останется -• 15; если извлечь из этого корень 


* 






* прибавить а 5 и вычесть из 5, тс получаются части, которые по- 
рѳмножеішыа мояду собой, дадут 40, Таким образом, части эти бу дуг 

не приводим здесь ірожоадких старинных обозначений).Короче 

говоря, Кардано шел а виду равенства 

/~&) і- ( 3 - ^Чіі) - (О 
' ( Я * /-Ъ) ( 5- ^І5) = 40 . 

Гадш образом, Кардане ввел з рассмотрение й шшѳ величины 1 * - 
квадратные корни из отрицательных чисел. Правда, среди дѳйстви- ' 
тельных чисел квадратных корней из отршштѳльных. чисел кв сущвст- 
ьувт э Но .в теории комплексных чисел это препятствие преодолевает- 
к*#ь очень простым способом :кромѳ "обычных** чисел, рассштриваѳтся 
еще особое число I % квадрат которого равен - I (символ і 
ч),ііл введен дилером ь конце 18 века .к Используя этот символ, вираже*- 
которые подучил Кардано можно записать так: 

- *'-& ■“ 3 ~± ** - 5~±І/Г5\ 

Разумеется, если бы введение нового числа I было годно 
*<ш*с дад у&і&хні&і этой задачи Кардано, толку от ксшлексныг чисел 
бмо бы намного. Замечательно, что яри добавления к числам ново¬ 
го числа I , квадрат которого равен - I, получается изящная 
и стройная теория, имеющая много приложений, 

Р первое время посла своего появления комплексные числа 
воспринимаюсь как нечто таинственное, мистическое. От того вре¬ 
мени сохранилась терминология, противопоставляющая "действатаяь- 
тй * № "вещественные" числа "шкшм", как будто одни числа су¬ 
ществуют на самом деле, а другие - только б воображении, В наше 
вреш зіи термины надо воспринимать только как названия* п щті- 
іШв в- с штештыческие (к)ьиктн - абстракции, не сущеатзаухаыб 
физически, но в конечном счете призванные описывать реальную дей¬ 


ствию льнуть. 


Рш.4и ?івк.ск*іѳ числа — это 'незаменимый шшйра? злектродиаамшш, 
*?Р0- и ічщ;г.динамйки , к ватоной механики, что, хе до самой мыта- 
мат иг и. х^ у в оі&і ло кепшѳ чл( .кд . евг дачк едва ли на со всеми аз ря я— 


Шс :л 


П.-;. оі • ѵ; , С КОДіЬй-ЯхСГ Л, Чіі :Д/ШК іі* 0$ •. 4<Ь'Э 
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І’убежГотТ)^ - СЛК СТаЛИ Горазло М9квв загадочными, когда на ' 

™ 1 п И Ш Г 0В ** стали «офають геометрически 

” «торов геометрического изображен^" 

'’■ “ л 9 і “* 1 * пт зѳшгем8 Р Бессель, писал: 3? с целью т^яг* 
аналитически представляется нягтятмгйтэе/ ~ ' Тикать, 

лѳния алгѳвраических операций, но так ' і\тоби° раашр ^ ть с; ^ ш 
речжя со старой тѳоота#" " А ' '*"> ' тобн Ее было яротжво- 
1" :;^1 РЙѲЙ " По «ВД»и - удачная формулировка 

" ИНЩ а * ЕШ,ѲіН0Г0 Гі Р й построении новых теорий 

8С "Т? І!Г“ СШ " ЭДСад ' СЛѲД У ѲТ всего не 

ся частным сдѵчай^' 6 '* е М ° РШЙ Действительных чисел, являшиг,- 
СЯуЧ8вМ хошлвксніа - Имея это в виду, приступи* к ДѲЛ у. 


Часть I, 


§ ЙРЮіеКСНая Штрдрсодф^ 

Пуѵть дана координатная плоскость (лм ли^ т\ й » га ,„ ^ 

ТТ Ш мП №0 ^ даОЭНаЧНО СООТЭ9ТСТВ79Т гара^сед-коорди^Гх 

а 4 • М !Л^ •* ию ** “«косгь комплексной, плоскостью, 

Л 7 " СтаТаТЬ а8Сф8ЖѲЙЯеК ^ 

'гЛГГ™™ ЧИСЛѲ л * ^ координата X называется яві~ 

часть», а координата $ называется мнимой частью^ 

•:« шса« и,Г РаВШ ЧПВ - Т ° олаі.шое 

(Ьѵа гь (чю и сдѣлано в таблице I $ на шс Т) і* 

называется действительным т ш®тг а а* п *’ ;: Л ’ ?исло 

— *»>» „сГТ^ ГГ“ 

ГГСГГГ” отоадвотвляется о оОьяной «ммам ш 

- называется дейстшхѳльнойзью. Чисхло О+ім « і.и * " 

«^'СЯ «0..Ш* « в^^отоя ТОЧКОЙ ш І Ч х/ осьХ 

называется мнимой осью. '/ * 0сь ^ 

ЙПМП “ частности ( число * Ы обозначается просто 4 это 

« СГГ :Г ѲТИВУѲТ ^ ° Е0 «™« (0; 1)^1 

Іпи І тТ0Я * ТѲ0РИ «^“в^ннд чисел только 
ло. ?*То П 8аПРѲЩВ9ТСЯ 0Й0Э!ЮЧ ать произвольное чнс- 

координат. Это - едингтвенч^^сР 1 ^ “ й30бражаѳтея начал ™ 

динственное шсло, одновременно действительней 
и чисто мнимое . ильное 



Таблица I и рис Л показывают,где на комплексной плоскоеті находят 
оя некоторые комплексные чмола. 




Часто требуется обозначить комплексное число одной буквой* 
Поэтому яра виде буквы всегда надо уяснять себе, может ли оно 
означать комплексные числа или только '"‘йствитѳльине • Буквы Д? 
ш у у т с означают координаты, которые могут быть только дей~ 



М'-" ■ 

'і І аЫ ‘1 
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ствитольныма. Поэтому для обозначения комплексных чисел ш #у де н 
орать Други 9 буквы аз конца алфавита: 2 Р И, 4/] иК і л г^/ш 
Е •= ьХ 4- іу , то выражение х + іу называется алгебрпіпе^ 1 

Действительная часть кошлѳксного "числа'Й* 1 
обозначается Ке(%) , а шішая 7т (ж) . Иначе говоря* 


®&(х+іф -, 7>п ^ ж ^ 


Ііш комплексных числа равны* если я только ясли равны их псйотви- 


тельннѳ ш мнишѳ части.” 


^ IV <ф^> 


Г*€ - Л^Л^Л 

Гн ™ 

I .Г/?* ^г) - />/7 іѵ; . 


^ а ® НЫе комплексные числя тео^ажаютея одной и той те точкой 
т комплексной плоскости» 


Кортами зли реагепняяа ураввагад. с одяоЯ хснвдсксясЗ -пгаагзг.т • 
ной 2. называются всэ тс значения • ? , зри которых уравнение 

превращается в истинное равенство» Решения систем определяются 

аналогично* 

Зад еі и 

Нанести на комплексную плоскость числа: 


г2:2 -я*}!, (Т=аЗ | „ 


ЕЭ Пусть М -* точка на комплексной плоскости, изображаю»* 
щая число ? = п 1\Г$ ѣ Какой угол образует отрезок ОМ с 
действительной‘осью? I 

Начертите на комплексной плоскости множество чисел ж ■** х+1у% 
задаваемое следующим условием; * 

[03 В*(ъ)*0 . СО-] /йе/7.) ~Іт(7) 

І-7.1 Тт(?)>0, (і Л’1 Тт ( г) г ... і 

ЮЗ (*е&)) \(іт(г)) г = {. [ыб .’1 (Яе &))'*+ (1''п (г))\ Яе(г\і 

«Ретая ятя зада*».удобно писать ф и V вместо #е /г) и 

. Іт(г) ). / ^ 

•1 


*. С: ; 






Нарисуйте ш комплексной плоскости множество точек, 
ж чшст іф аі * где ч % пробегает все действительн 


числа. 


§ Й. 


Ш1 


шшшмтктмшт 


Комплексные числа (ш теперь будем нарывать их просто числа- 
ми) складываются по следующему правилу: действительная часть скда- 
дывается с действительной, мнимая с мнимой« Например: 


( *+і) + (г - 1) =* ^ ^ г= з я ■ 

Аналогично иг модно вычитать: 1 

(ніу- (2 -і) « (1-г) + ( і+іу д -у+гі / . 

* т.и. В общем вида: , • 

( СХ-гёі) г(с + Ш) - /йтс) + {в+СІ)1 

(<* +&) - (с+М) = (а-с) +(6~оІ)і > 

где Д. <ё/с\ «/ - любые действительные числа. 

Несложно определяется и умножение комплексного числа на дейетш 
тельное* В общем виде: ' • 


“ хх - -* к уь - 


Например: 


^ I 4 + і ^ **. ^ ф 2І * 


Бы, .несомненно, узншш в'■ правила сложения комплексных чи¬ 
сел правило сложѳшш векторов на плоскости,. заданных своими коор¬ 
динатами (см.рис*21). Это и не удивительно: все, что было сделано 
в §§ Г п 2 , можно рассттривать как особым образом записанную тео¬ 
рию векторов на плоскости, и ничего больше. Интересная часть 
теории комплексных чисел начинается тогда, когда шначинаем рас- 
•.сматривать их умножение, я не только сложение« К этому ш перей¬ 
дем в сладуюш>.ч параграфе; а пока предлагаем Вам, для тренировки 
в Есь'-льаоьог сбозкачешій, ’ носкольхо уйраживний. 


і 




















Рис 2, 

Задач и. 

Выполните действия 


л 


2 ѵ/ 


Л 7 


\ / 


- 3 '2Г-Л^ 


2евме ™ри ѵеския интерлретац и я 
сложения и еыѵилуяш/я 
комп/г%ксных чисел 


Решите уравнения и системы: 

Т-7І1 гн~ I. Пг-С! -г *■ 5 - чі гг -/- 1 . 

гш I г+и/- [ІЖ1 1 * ѵѵ * Ч. 

и'« і . | I зг - 2ѵѵ - <-. 

12 -11«| Какому условию должны удовлетворять комплексные числа 
, чтобы точка иг была серединой Отрезка с копиями 

и т/ &г ? 

[2-12,1Какому условию должны удовлетворять комплексные числа 


и\ (Г, иг г 


, чтобы соответствующе км точки тіа комплексной 


плоскости были вершинами шрал.ішлогрп^і? $ 


» • ■, <ч« С-'% . -Ж 4 *-*-»»** і • 


_ , -*Ѵ л^й“ ѴСІ*. ' < «Г _ Я“ ;Г Г?Ѵ‘. • 

. *У^- . -Л--- ... Г^.*Ѵ - , ' 


*}•; щ 0 


[2ІТзЛ|Какой вид имеет множество точек -/бг , где 5* ~ по¬ 
стоянное комплексное число, иѳ равное нулю*, а А кроовгает. 
а) все действительные значения ; 
о) все неотрицательные значения? 

§. 3, Умножение 

Подумаем, как определить, чему равно произведение .двух произ¬ 
вольных комплексных чисел: 


(й / ві )■ (с і СІІ Д 


Если мы хотим выстроить красивую ж полезную теорию» то хорошо,, 
чтобы выполнялся распределительный закон, ксзвсаяяюшдоі раскрыть 

скобки; 


(а+81)(с+4і) = м + бй + и сіі +04І. 2 - . 


• 

Остается непонятным только одно: чему равно С ? 

Мы положим по определению, что С* ~ —{ **. Это соответствует 
тому что написано во введении про символ I , использовавшийся 
для придания смысла квадратным корням из отрицательных чисел* 

:Цодставив(-'і) вместо і 2 и приведя подобные члены, йолучаѳм 
общую формулу перемножения комплексных чисел: 

( а* еі)(с + 4і ) = (ас - 84) + (8с + а4) і , 


Легко проверить*^, что для сложения и умножения комплексных 
чисел выполняется привычные законы: 

2 + V = V + Ж , • (3; I) - 

(2+Ѵ)+И/і* -г+^+іК) > . . (3.2) 

Ж'Ѵ* V' 5Г, ' (3.3) 

(ъѵ)-М = г- (ѴѴ), (3.4) 

і(кжиг) ~ зп/ *■ ?цг. . (з.з) 


(З.Р) 


уродиться в .том, что ато легко, ; ц|. сверьте самое то ч-- 
Т е.« і и-.), мм нйжеслодуюшипь рпношѵлм (■ і верим дут; ѵгх&ых 

коинмнм іі ’Ч ицм.л й-а^Ьі Ѵ-Сссіі. • 


/ 















Эго позволяет преобразовывать формулы о комплексными пзр'еивв- 
шімш так жѳ , как с действительными* В частности * для комплексных 
переменных верны известные тоэдѳотва: 

('г+и)*лг ? г + ?.гѵ+ И ^ 

(г + ѵ) 5 ~ %і + 32*1/ > зхѵ V и ъ } 

(г-ѵ)(гыг), 

'2 - V 7 (х~іг)(ж г + 2 іг+ 1 / г } ' 


Выполните действия: 

ГШ О+ОО-О, ІЖО (<'О у 
ІНЗ О+О(г-і)+ 0 -і№+і).\&Пъ О 00 і ■, б) і тФ 


!~3—5, 1Докажите, что Рюмине х? ~ —Л. чѳ имес* иннт 
ксфней^кроме і и ~і «, $ 

]3- бТ] Докажите, что, если И ' действительно и положителз 
то X действительно» 


гт 


действительно и отритатѳльно . 


го $6. 


чисто мнимое число. 


На комплексной плоскости начертите множества течек* выдавав- 
мне следующими условиями : 

ЮН I т (2*) « 0 . (3-9 . | Іп>(-г*)™ Іт {г.). 

І3-І0?< Пусть 2Г яі О , \н/О „ Докажите, что V№ Ж О { ^ 
п № ^комплексные числа), 

УЪІІіі Существуют г т такие комплексные числа И и Р1/ , 

чт° І*С №ФС , Е г +\Ѵ %:0 ? 4 

Равенство і г « — і обусловлено историей развития ма¬ 
тематики я приводит к наиболее красотой и удобной теории. Логи¬ 
чески же допустимо вместо него ввести любое равенство вида 

I, —. /> ♦ Где фикгмр-ййвмные ^-йстаитіг.іміиф «жгла* Оатимпн д. 

этого общего случая формулу умножения и проверьтевыполняются ш 
переместительный ( 3 . 3 ), сочетательный ( 3 ,. 4 } и рчсьг/-аделитс. ? пличй' 
(3*6) яяхотш для такого уіинежониг? . 


-«*• Г&Ѵ» -Г-Г-гѴ^.' »*•*•» ІХВда? 


»ти»-|о гГ “ ет —«ЦГ ?>-**№л* 


гг - -йП '/■ ѵ ‘-ч-.—укЛ! “Г-'ЧЗ гг ^Т^? 8 Т Т-Г'-і-Лм 




’Н- 

"И» 






Числа х *• гг X ішзд&гггая • &ад~ 

я» адп еовряшш другое* На шшішішй шзошеад аощщшя^ 
г.о вдела дообрашзж Ш 8 Ш Г отноввдодш»- де&от- 

оси, Ведаю даі$таб?«шгэд та» санршжо $тт& ош. 
Еж т т было оботтто шжжъшт там, аощршштв.ш тщ 
штт^оботттъ шш т, но с чертой ѣщщщ* Штришр; 

, Ж оаирюви о ж у г ооцряшш ж.Я , 
Ш сопряжено К 2 " » Ж ^14? ' ООПрЯЙОТ© К ЖФШ С ' № 


. V ЕрЛ-,* ■- і.—. ; л . 

| 4 -І,,}Дока^ітѳ Р 


воѳгда Д8$ЩШ№ЛШО 



9Иг ч ЛЬ«Я«еПк.чЛ-* 


а? $ 4 / ^ ш & ш 



' л У 
Ч * , ( 


сгіа ^ 


§ мшша 


«л дая азтжж (двйетштаньных ), тая и ддя юшшш ч»о@л 
делявйѳ - двйстеив, г>братао9 уквояякяі. Разделам И ка у/*~ 
иитх шйтаі такая . Ш , что Ѵ«» 2 -Ж . Легко сы.іавть . 

дай», ко №& мйте':‘ А что, «сет его не окажется? аяк ѳ«а 
шш тзж&ъся бсльшз одного? 

К оѵло-шік Гчзі всяком №Ф любое і /Г делится ж \*/ 
сшо&жшу» іі окажем ело и- выведем нужные формулы. Пусть 

** • ^ ^ ^ ^ г ^ — X 4* $■& • Нам надо н^йтіь 

тапк^ нс я 4 прк которые 

Г &&С - * * 


'ІЙ* 


«МЫ 

,Т ?- 


ТО нС’ТЬ 


л , 0 ; ~ (с*- 0 і)ія+«О ~ (сх-аи) + 


2 ^ і і 

і.} - 


і•:!“\ . гг:,-.азом 


/ 















I 
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- ' С сх - ау * а, і 

|$чх + - 8 Г 

Рѳтам эту систему. Діго этого удобно воспользоваться способом 
сложения: умножим первое уравнение на С , второе - на и оло- 
.там уравнения* Получш 

’ (с\с( г )ж ~ ас+Всі . 

Избавляясь аналогичным способом от Ж , получим для^ уравнение 

(с х +<і*)у = вс-ад . 

Отопив і.Т — л -та (заметим, 

С г +с/ г 0 с^+сі 2 

что знаменатель в нуль не обращается, т.к. С-#- только при 

С ~ О * то есть Т4^=г $ , а мы предположи ли , что дели¬ 

тель нулю не равен). 

Раз ш нашли Ж п у $ мото записать форь^лу для деления і : 

а + $і _ С ас +вс/)+(іе~ асі) і 

Т7Ж ~ ~РТ7$ 


{ заметим. 


Формула выглядит громоздко и запомнить ею трудно♦ На самом 
деле запоминать ѳёи незачем, так как практически удобнее упрощать 

выражения видь- ^трг~ с помощью такого приема: умножить чис¬ 

литель « знаменатель на число, сопряженное к знаменателю, При этом 
і в знаменателе пропадет, и деление осуществляется без труда. 
Поделим, например, 3 + бі. на 2+1 : 

2 +Л _ (з+з'Оі з-і ) ц+н // , у / 

2+і ~ (2+і)(г-і) ~ “Г"" “ ? гг 4 - - 

Этот способ деления комплексных чисел совершенно аналогичен 
известному Вам из школы способу освобождения от иррациональности 
в знаменателе. 


Выполните деление ; 


[ГГ] 


Г‘ 

)—г: 


/* * 

7Г7 


тгт| .рр; 


/ * /. 


і 


■ . ■пс . учт-агяз^ -у ѴТ 1 " *•-* 


Решите уравнения: 
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ЯГ 

2 І-2 






Докажите тождества: 



Решите системы уравнений: 




[013Решите задачу з-^ленодьзуя деление комплексных чисел. | 
[бЛзЦ Определим, подобно тому, как это было сделано в зада¬ 
че 3-12, умножение комплексных чисел, исходя из равенства 
1 2 $ +1 , Всегда ли в этом случае будет возможно деление? 

§ 6. машъ 


чина 


Модулем комплексного числа 



дь г ™’' ь 


называется вели 


Мели ДЕ действительно, то наша определение модуля превра¬ 
щается в известное определение модуля действительного числа„ 

* . 

Модуль й положителен при & У О и равен нулю при $С - 
Модуль • % бывает отрицательный. Модуль Й равен расстоянию 
от точки % на комплексной плоскости до точки . 0 - начала ксор 
диват, или, другими словами, - это длина вектора на шюс- 

кости, соответствующего числу %. . .. 

Вспоминая, как строится разность векторов, получаем, что 
модуль разности | Ж-№\ равен расстоянию между точками Ж ш. 
ц/ на кем ііл бксной плоскости (ем.рис,3} 












гіб — 

Щш тш ' А, иг виполнивтся керае^ 


|дС -?■ Й/ 1 С І І I ■$- 1 *і"| 
$ Ж** М/1 ^ I Ж| 4' 3 | і;-/ 1 


0б ® ош следуют ягз того, чта каадш 

$тортщ Трѳуг<тшсв шише станин 


др^гшк отѳрш* 0 #©йэдв ззз&кс щ«, 

ш*ті, чѵе дт дабшг й/, ... дг 

/ж* + ... Ля,|* |$*{| +.,. *I МпІ , (6.Э 


До * ааѳв **. аащдаир, дав . к . ^ 

~ I ■** 1 2 г + 2 5 ІІ ^ {ж,} + /г 4 / +■ і^г. 


<шг& полезное тождестве, езз 
«-ого числа йг сопряженных чисел; 


связывающее понятия модуля кошл®щ. 


‘‘• г ° * а< *° додавать, чаписйвал Ж в< -на»» ^ ~ ж + 


= ^ л*** 



? 3* Л ^ # 


Ий «того тождества выводится другое; 

ІЕ-- IV/ •=? | 2 /- }ЛѴ^ 


‘/г/ 2 . 


Сб_5) 


модаь произведения двух комплексных чисел мп«г тѵ.™ 
шдулей. В самом деле, возведя и «яп»*', ^ произведению заг 

модуля по формуле (6.4), по^зш ^ ИвЖДК " квад Р ат 

^ ^ і (%-■№} - г-г * ,»ѵ. #7 

а это равенство верно, потоіцу что 


ъ* = г'. й? 


(см.задачу 4-4) 


равенство іг-ц,| = г при фиксирован»™* »ѵ и Г вдт .,«т *«о 
г , Л„* на округяссти с шнтром )у 7рГ 


V 


!і 


Докаште тождества : 

ІШ М-М- 

т\% Ий 


093 


г 

1г! г 


’Вычислите ; 

ша м' 


ШЭ 


л.\ 

і зг41 ‘ 


| б-ь^ІДоіійаИ'і'е, что, если /Ж/ =* і 


Решите ур&внани >*: 
(б.-?,] 2 •!• 1 л' / 


^ $ і 


і&іУ 


•ё-9.1 ІгІ -- 2. 


!«I •••• і 


Сі”іО г 


, Р0 _4~ - лі 

*? 


Й2 4 -! Ы І ■ 

г 2 -; а/г| , 


Изобразит** ы% іш&касти множестве/ точек , уд.^творяи- 
ѴіЩ.х условию: ' 

1 2 5 - і . ГАзІ 1 2 •- і І ; &■ ■ 

(М43 йус-ть <Х - 'фиксированное комодаксвое число., Ч > {> - 
Дйвоійитавьаоо число. Допаяйте, что Ъвюкоотвд исыалвксіш*. чисел, 
ледащих на окружкоств с центром. Л \ я радиусом 'С , шш> задет;, 
уравіівнавйі 

|г| г г '[а| 2 -аг-дг * г г ,- і 


Кгак • ш', цомйим, комплексные числа можно расоштрлш&ть как. - • 
тс)Чкй нлоскоати, на которой задана прямоугольная -снотѳш .коорда- 
ват, и при этом положэниѳ точки задается- её координатами -ас в ут* 
как і*цг их называем, выщастаенксй & мнимой частью ооотвотствующѳгс;. 

««о;:.;. Іъ многих вопросах, олоший, удсЗиео задавать положение 


* 










/ 
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«очке ё ЕОЙОЩШ двух другие чисел. 

Одно «я МИД чвовя - расстояние от начата координат до точ- 
таслі ^ ** ЗНЗК ^ СООТВ вТСТВувЩвго комплексного 

^ число,навиваемое и обозначаемое 

•« отрадной ™ тап9хыа * шш Р аммп, « <** ** 



ѴѴ" гг - 7 -Л 


и да ѵ5*-^с 






0 _ 1 _„ I 

14 *ЪЩ< (ш^ г= «=«. ЗЛ ■ 

&Ж^(і ’ш) ~ ^ ^ 5. Л 




~ # 

, Ж •* 






ѵл ^ 


/л.у 

ё *■ 
«•*> •' 

"Я* 

*> 


или*? . ,. 


</■ .., 


Риг ^?Р 


ТГ0Я сгсч ® тышѳтся 3 направленію против часовой с треда 
( мнительное- направтенна"), то си берется со «шкот» - + - оста 
почоссвой стрелке, то со знаком минус. На ряс.4б проедет при¬ 
мер.-? записи аргументов различных комплексных чисел. 

Из та риоунков - кйтат *> видно, ЧТО аргумент комплексного 
«ста определен но однозначно, а с точности до прибавления 31 - п. 
'-Я® **■ произвольное полое чиоло^, 

Яет агТ7Шнта т<хлько У нули. Кяжяое не равное ну.тс «юмите*»- 
ноѳ число однозначно задается рвовм модулем и аргументом. 

Модул? числа 2 определяет расстояние от точки ?« до* 

а ат:77 ™ ,т г ™*Г*т: г каком тягавгамв надо чндттмзяад 
НТЛГГ-. цгпбч ІГГІИЙТИ в точку 

ѵ »-***,*..-»_ «ѵ •«* ^ -.-л——_ 
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Те из Вас, кто' ттт о так называѳірщ драд)йши координатор щ 
плоскости, поймут, что модуль і ргумѳнт комплексного числа .? 
всего-навсего другое название подшрішс коорддат рортватотв|ВД®8 
точка. Специфика комшшконых чисел начнет проявляться только тогда 
шоѵм в ^згру встішт операция уш<шадя-. Речь #0 ртом - впереди* 

А пока сделайте несколько упражнений, .что0$ освоиться с понятием 
аргумента, 

В ншѳеледащі задачах, где требуется найти - % , Вр 

можете указывать /новое подходящее числовое значение аргументе 


Вычислите? . ( 

, ||5 

Найдите ’Ш - X *■ іу , вели: 

ЕШ -I*! 58 ! > Л1 | г - # ' . 


* •* % 

3 т§ (-<+!.) 


?-4.1 - * ■' 

СЕО №-* оа§ ж .*олг|Сг -/).4 : 

Гт- вЛ |г|»г, о*| г - а^. С&-&■). 

[Ж! 1?I в І г 7*1 •> Ж••» I'.4. • з - - И • 

* ’ , » % 

Пусть \/ 4 ;■ • •. 

Найдите ту (~-г) Л 

^ ^97| Найд1те (.%)]*> ••* Ч -...і -. 

[7-10,1 Найдите ,ад^’ (і&) . ' '. 'И ' 

Начертите множестве точек, заданных условиями?. » 

^гПЗ ^ ^ ■ • Гт^Щ -г I?.' 4 ; *г/^г 


НУ " у 4-^ 


Докажите тождества *, 


а 


ЕЗЗ «. «.угѵ^ ЦмаГ і &„5Н 


■ X 
















I 
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Не чертите множество течек , задашшх /оясвгоши: 

Г?-Ж] • і (ШЛ |гГ= аіѣ «*$ 2 . 


ЙЮ№! ®ш&щі» жаадішиоі 

.'Туоть н - комплексное число, НС равное нулю, 

Ъ-1*1/0, (?). , 

’ ѵ *”• С0ГЛ0ПН0 определениям синуса и косинуса. 


<*<*? у - ". 




1 :^,рис.5). 


;. 9: п V = 


_ ТО!/?) 

•чя У 

% 


к - - 

? ч 

I *ч 

5 

___ 


[у 

ы. 


1*1=г 

™?(г) * У 

С-А 5 , 5 ^ зг .$. - 

Л-г У = М. - 

г 


4'е (г) 

іягі 

2 т ( г) 

"ТгГ 


Рис 5 


ОТШДВ 


^ 1 ^ г ^ ; Г/т? ^5Г.) « % У* щ .' *■• 

я: - “у ^5 у) 

послѳд^ч 'запас* навивается ЗЕ^опоштЕичвской фермой 
формой). ■ г / Мэнвявтся !€®Фте?«оР 

Пусть ' . ' 

2 / ~ (соаУ, 4 і , л. ѵ; 5 

лГ г := Гд /Л5.5У ? у 

к ♦ 

Перздаож:т^ " ^ і*/- Т' л- 


■' 


: ё; , 
*■& * 


»«■ ,»,' 


- 2.С 


а 

Щ Ж і ^ ^ ^ {’• У| СФ5 У а - • &‘л 4 %)+І (с&$ Щ Ш ^5> ^ СЙ5 5^ Мп, . 


я8 школьного курса тригонометрии изшотны следрщйе формулы: 

соѣ(%+%) - ст^€т% - ^ */, ***</ 2 у 

. *■ • „ ■»%' 

Іедставиы их в форщду, полученную выше г 


«/ г, ■ - і> % \соь (% + %) і. і& п (% ) ] 


(8.1) 


Мы получали замечательную фо $щ$$ ъ которую можно выразись еле 
душшш словами: при перемножении комплексных чисел шж іющщ пе¬ 
ремножаются » а аріумѳнты-складываются, . 

Таким образом, если складрывать^и вычитать комплексные числа 
удобнее в алгебраячѳокой форме, то умножать и делить удобнее в 
арипжоіуйтрйческой.^ ‘ 

•. • * 

Б частном случае, длш яремзведения а одинаковых множителей . 
нолучаш; . 

«і РЩр 

.• [ііс&ІГі-іі/яу)^ .» г^/сй? п>/ + і іі а /?!/) 

Эта формула называется формулой Муавра, . ’ . ■ . 


ШЗ .Пусть г, ■-■%, (&* Щ-Ып, У,) у Щ^%(аоа % +ііт М) 

Тогда * % (*»* (ЧГгЩ+1*п (% -‘/г)) ' ' . Докажите * 

з?у форвдглу. ,... '’ ѵ ■ ■ '. ' -■• . 

. ' . * ... .. # 

• * 

. . * ' ' * < 

Птіѳдставьте в тригонометрической форме; . 

1^13 ~і~і : ГІЖ] . ОШ *• 

[ь-; 5 .| ~ 2 / С 05 Й° + і і т і‘ 9 а ) і 


Дд 
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Пред ставьте в алгебраической фсрчѳ- 

Гб~б : | 3- ( с*>і і5о* /• і ? 

Е1 Л?/вед Т86°*і *:*. 785”). 


*ГТ‘ Чт *'* *»**• «™«і. «. «• 


§ 9 ' -Чаши . А ЛИ»»»ЗЯйй Л8 ШіІ 

>Ш КОМШШКСНОЙ ПЛОСКОСТИ 1 *КПрипу-@Т0 ЫШ'тг . 

ѵ' -лямыо следующими уелолияте: ■ ' ' ' 1( ' ?г # ■ эа ~ 

ЮЗ І*| 

М 3 г-|*І-о. , • 

М3 ^ + / г} -о 

ГНЗ !г*| ~ г 

га ^Гг^-О. 

ОУЭ /г-»// = /я ~н'і гпа , ѵ 

числа,} ‘ ь ~ фиксфйвчкннв 

Ь~~~У »*5 что переход, нт облает*. ( 5У » &>/>)*. ,, 7 
Шр; ѵѵ'^Н) - 5? а ? 4 * при отофаяге^ 

РѳигЕтте уравнения: 

ПУЗ г-!г|-4 
ИЗ 2 2 *'|г»«-д. 4 
ИЗгМ/ Н ( 5 
Нр 2 г * с 1*1, 

^ЕШ] І2| ■» г « о > / 4 
ОЕЩ /'г/ + г - «7-с 

{?^ }^те Н * о . Докажите, что треугалшт ,. *„ ат 
ГгТгЛ прямоугольный и рмадведреди#, 

! Іі45лІ -^зяятр, что развитія у ^ 

О.ѵкпі* Пряг^, <? С Т*? м то.гг ? ,КО ? ' 


я* яп-• на 
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«л» 



-Мі] ^ИКИк УСЛОВИЮ! дашш удовлетворять числа & 7'-у О 5» 
«сюа их течки бш« последовательными а^вми - ' ' *' * 

а) квадрата * |- * ' 

б) квадрата с центром 
І!І. йР^ьіоугсхяьнйка? 

Й&Р11Ш '* йраьадшого .а - угольника с 

*«Ьй% ГК.ТГ'" ю ‘‘ е “ ““>*»«■■ 

' • • иийІры ь * гь ьврмии* еде одного квадрата, * 

л ^ 
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Часть П. Функции и отображении 

* 

$ ТО, Пустейшие,, фущцщи 

хЫ-ЩД^Ю ^уККЦОД) КОМІТЛѲКСНОГО переменного И» | ті) МОЖНО р&‘ЗШі&Т~ 

ривать как геометрическое отображение, переводящее всякую точку і? 

области определения этой функции в её образ - точку №(Ж) . 
т Іто не это о© отображения? Сначала рассмотрим примеры,когда 
получаются отображения, уже знакомые из курса геометрии. 

Следующие утверждения почти очевидны (ом.их иллюстрации на 


$ ІГ&+ВІ 


рис,6 а)-д}). 

I) Функций \Ѵ(%)* % + ' 

соответствует параллельный перенос 
плоскости на венюр(а; В) , 

2} Функции г соответст¬ 
вует симметрия относительно дейст¬ 
вительной оси. 

■3) Функции №(%} ^ ІЕ 

где і"-ФО — действительное, 
соответствует гомотетия с центром <? 
я коэффициентом 4 , 

4) Функции (уф) .где 

€ - комплексное число,- |і| ** I , 
соответствует поворот вокруг точки 
О на угол <ч- ^ 

>) Функции ѵѵѴ^* ІЖ , где 
Й ^ ѵ7 - любое комплексное 
число, соответствует композиция 
(ооследоватѳлыю© выполнение) гомо- 
тетин с центром О и коэффициентом 
Ііі и поворота вокруг точки 0 
на угод ' й/г# Г 4} . 




р ж. бе 


"Ф Рмс 


Рис. б,в 

и к Ж ~ і 

т да У 

ѵ ІігІ = И Н * I * (гі 

т.а (і і) а ,ащ%+ 

/ ^ % *<*<$ м ~ 

і^ЙС? 5: г ? *і... ^ * У. 

Р «с. Ьг 

^ | І ■* $((Ѵ\Ц*-іМпУ) 


Итак, ш видим, что о помоосын -- 

комплексных чисел йощю задавать .. 

параллельны ѳ переносы, гомотетии и / ± 

повороты. Но параллельные переносы / 

ж можем задавать любые, а повороты Хд* 

и гомотетии - только с центром в .*~- 

точке О . Как подать алгебраически _ Р«с 6д 


поворот с центром в другой точке,;/; Пусть точка переходит при 
этом повороте в точку Уѵ . Тогда вектор ѵи-л получается из 
вектора поворотом на угол $ (ом.рис/?). Положим 

Ъ^соьУ+іъпУ' Тогда (см.пункт 4 выше) имеет место равенство 
ѵѵ-а~ ^^ г~а) и/ =■ 1(ъ-а)+-я. 


ѵГ~а 



1*1/1 

СФЩ ( і) *- г / 

а « / / л) 


Р уг; /* 


Какие геометрические преобразования соответствует функциям: 

ЩШ ѵ(Ф г+2і? * ШЗр -? ? 

(і о-34 ѵ/^е) « /л? ? [ 10—« *. | \А/(%) ~ * 

ГісГ-ІЛ лѵ (г) ~ -2 ? • 


Запишите формулой следующие геометрические преобразования: 
Шм3 Поворот на К! 1 о натром' в точке I . 

[І(р^ Гомотетию с центром 2. + ЗІ .и коэффициентом Іі. . 
Г іО~ВТ; Центральную симметрию с центром — {+ I . 

Какие геометрические преобразования ссответствуют функциям; 

іѵГг) 37 гг^-і Д . 

[ Що^ Н'(н) ^ 4 2 У і 7 | 

(Постарайтесь описать каждое из этих отображений, не употребляя 
слов тйпа ”композицкя п или 'п.ослѳдова тельное выполнен и е"). 


[Ц~] і*| г.) Докажите , что і • . отричоскиѳ лреобраз<>нниие , зада** 
ьапі.іоо /огглулок; №(%/ - * г - ^ 6 ' где И'І ^ 1 , еггь пг-ь чь*т- тл 
















1 <;/; <•» кер'чіг а е 

, "’ ) :! р ■ К : ШИХ * эт ’° "Р'Н^азотни* будет т.чраг.лел,,,е М „» гс 
• ' 1 і ц.ри к'-Ъитх - поворотом? 


§ 11. Ксіѵі 




] нссг-лотркм функции .{(?:)- 9 * *. % />/> і •* , у 

: “!:' ” ;’ ат ! ’ СЛѲЛОВЭТЙЛІ >но№ вчшмшенйя пртофааовашги яатавчешх 
во я ид Т7% 1 Г™*/ . ; Я0Ѵ!!М * >• ^«Я / ' петн.' 

3 - *-■ 1 • ■' 0 ' , ,ГТв ./ ИОрАІ'ВЦДМТ ?.і { Р 

ъ(-гн)/.з « -22 1 -*і 

Коро т ш г^-жето чапи^ть так- Йск>>) - .От/ г т . 
г . 0 |, Т((ЛГ , 1Г г/ , чЧ т пчоря^ тэюнм 

1 ‘ : / ( $1" 0 *»ѵл*те* К0МЮЗИШШ& Функций *; д *- 


тыішпа формулой кгіглпогі шию оті -(ір-ч^еияй ГЛчрй 
^ зсэдм такими іап-тулами; ’* * '' 

ІІІГІ1І ^ ''■<*! , $1 ? ) ' (9 3//Л / ^ р/ ^ 


* **?ли ^ 


Гп ; ?;) и» " * V 

-- д -л р И''/ < / 


7 - *■ 


. ф 


І.н-.ІЧ |(г) 
[Гі- ; і.] і/гЬ 

[ЛЯ Я 7 -) 


Іг + І, Ц(7.) 


X 1 О 


■ і . рг) 


2 *' Р , д { г) 

* , % (г) 


С* і 


/ / б . 

У ,1 , і 

<ГУ. ■/. 4 
I і 1.1 


ІІЙ-,1 і (<) ; у- Я , уО?) •-- І. 4 
0і ;1- | ;И -•- 2 г. к? , д(г) ‘ / ■ { . і 

ОВП .гг/) •< , <) га - ф і 

ІІ$Д 'М - г, і - ?!>) ’■- *; і ■ 

ІІІДИ *«•■«»<>. '■• ... м*., ак„„ гчм , я 


1 ІГ-'Т'^Л гплі ГТ‘’Іі Г *Ь'■ '■’. 


•*3 ,, 

»• ! г 


У {'■•! ( !; 


!'■> Л ' ^ Г.-)} 


' : • 1 " >і •' питау •- 


’ • ■ ► г 


• іГ " Г.) 


*' ѵ '/г •■■• • 1 Г “I ■ « ^.,Ѵ г 


| і і • і I „ | І^Ыл'ИчУІ іі- 4 іи КчЛЛІІО^ІІЦл-І.-і ШХ І ; 'і ѵ>ій _У *- *• 

у?:ииійЛІ.ПГ*1’Л’ Пв^^Н.Юа і.СѴі Игл ТОТ *Н Ц ІП: і? , и # ЬО'^им мі , 

& с- к } ) у і ц ру 11 < й і о ч к и 

[І і ~ I;,: . | лоцажіт и , ч т* комиѵ^йцш'і ді>у х і сЕ-о^і ■ • ь л ч <,. < ч»«м 
и--1* <-.* ял иарнч.пальаам пы>бниі&ш, 

$ ! л, и і'ооііали'НіЛ.: 1 ' ^ ^ * 

1 ; ‘ &ѵ-чі аоГ‘^А‘рн^>- ш оу>уім говорит*-. ( »! ; .аі>.ко <>ь шиш ц^гчаф#; 


Ыі '• 


. ’ ѵ: (і 


IV (*) --- У -- I • 

ГѴ'іі ,.ТЬ ФЦ ' 1 0 *Я * ч С*'Й'И ч ■ В-'гз П ДОС КОС! Ь Ь‘У « ••/:?• Т'. ,1 Ы*ч О * 
л'Олчйав 1 - криаИьідімі то * жівті'.ич&оки^іі сіі >йс і'вши . 
іѵ-сшрзвпся Щй'ЯУЛіім х Ьи что ата Ф.учкиил іѵерьь ля г г; і 

•у.Ч» ухч-- ::ті. ' Лі' Ні ухе йІіаѲМ, ОІф/ЖѴ:-; I С ЦВЧТі-^ Г 
.‘.і А лапа -Ноаолся ѵоаввгчгяьм 

| ^ - г! к . 


V .) • 




? * 


. ік-§': !*у ЧЫЛ9 !'і- ; ■ 


і,м \* <кр’Ужял.- ,г; 'ч. я г.і'Я .':жа( * т\і і пчнк, аад;'іча»?туіов ^фіігчг-нж. 'ад 


к . 


’лто угивнение можно преобразовать; 


і - Т IV 

—77'“ = К 

Ѵ“> > 

Р - 1 Ѵѵ | 

’ТѵѵлП “ Й 1 

1 т Ѵѵ- І! н I ѴѴ' 1 . 


л -чн; Т **•■ і> 


ОТіЛ рл:(и! С Г* САМОГО ПЛЧЧЛа а ! ЭТШ Л олѵчп» Иѵ'У,..г 


*,и >ч * ѵи "Ѵ\ и !?■ 0 ^-..ігуті. .V Ш- ячр і* 

• 41*. !■ І< , рщщ-.ну Р Г. лѵ.іі ѴѴ -■ ■<? 1 ГГ.Г ЭТОѴ- Р^ТЙ’-^ЙН у і .... 

іИгН к ■• . ' *.яч- ; 4* г И"-Й»« €• »ЛН ■ 4= •'. - ^ г Ц *. ‘*тг*. *?/. 

;■ - г.! \ і 


- / п 


, » - г ;,У *Ѵ' Т*Я 




,т - 


™ зь -■ 


ѵѵ ~тІ '|Т| | ' ѵ| 


(ІЗЛ) 


Пусть сначала исходная окружность проходила через точку О 
(которая в этом случае из неё, конечно, ошш выколота). Это значит, 
что радиус Я исходной окружности равнялся расстоянию от ѳё 
центра Т до точки 0 , то есть Я - /ТІ * В этом случае 
наше уравнение принимает вид 


1 ^т : " ! н ’ I - 

Вспомнив геометрический смысл модуля у мы замечаем, что в левой 
части стоит расстояние от точки IV до точки у'т » а в правой Ш 
расстояние от точки ІѴ* до точки О „ Итак, множество решений 
этого уравнения - множество точек,., равноудаленных о™ точку О 
течки «4- , то есть срединный иѳряешдауляр к отрезку ; ГО; г- 

Г -*» * г 

- 

Итак, мы получили первый замечательный факт: 

Отображение &-?* Ж~ : переводят всякую окружаость. проходящую 
через точку () , б прямую, нѳ яроходящую через точку О 

Верно и обратнее: отображение Е-*•2 ' переводит всякую пря¬ 
мую, не проходяіда через точку О , в окружность, проходящую норов 
точку 0 » 

Действительно, пусть задана прямая С » не проходящая через 
точку 0 о Пусть іВ «■ такая точке. что 6 - срединный перпенди¬ 
куляр к отрезку Об (см е рис .8). 

;.~~. ці Тогда. с задается уравнением 

! ^ ! І2Г| - ! *?- 5; * При отображении 

\ 1 . Л прямая переходит в множен 

*ЧІ / ство решений уравнения 

ІѴІ “ І^" Й І - 

/ X 

~о~ . 1 Прообразуем его: 

1 -■ I I - 14/8 ? . 

і“ я 

Рис. & _ I 

Это уравнение окружности с центром и радиусом у ",т | ; 

очевидно, что $та окружность проходит через 0 , что и требова¬ 

ло о- доказать. 


! 


Теперь вернемся к оощѳму случаю, когда |т| Ф Я - Обозначим 
,Ь, -- К Ф і , Теперь множество решений уравнения (ІЗЛ) 

есть множество точек, для которых отношение расстояния до точке 
'г к расстоянию до точки о равно & е Эта геометрическая 

задача разбиралась в Методе координат’- (д.8), и было ріщевше, 
что искомое множество есть окружность,Итак, мы цолучили йшй 
одно замечательное утверждение: 

■ Отображение Ж-^Е переводит всякую окружность,не прохода- 
«щуь через точку О , в окружность, не проходящую через точку О * 




Выясните, во что отображение Е Е переводит следую¬ 

щие множества. то есть найдите их образы* Налишита соотношения» 
задающие эти образы, и нарисуйте их, 

Окружность с центром и радиусом 2. 

І2-2, | Окружность с центром ?л к радиусом I, | 

12-3 П Прямую Іпг (Ж.) « і 
~І2-4 0 ~ Полуплоскость Ре. (е) > 1 і . 

І2^5Г Круг ІЕІ&1. , 

ІЛЛГ] Круг | у -Л. | & і . 

Т2~ Круг | 2 - 2і 1 4 і * 

І2-Б, Полосу - і < Я& (е) і * 4 
12-9,| Полосу 1 < Іт(ж) С 2 . 


Нарисуйте на одном чертеже множества решений уравнения 

' ІІ'тИ • 

при К. . ра вчеш 1Д,4^ , 3, 'з . 

(Т 2 -І 1 «| ользуясъ результатом задачи 6-14, докажите, что 
отображение 2 И переводит окружность, не проходящую через 
точку О , в окружность,- не проходящую через точку* &> 


*^Если у Вас нет под рукой экземпляра '^Метода координат 11 и 

Вы не можете доказать это утверждение сами, примите его на веру 
для решения задач Вам придется мспольэ тть еще тот рант что 
цон-гр этой ежружности лежит на прямой> ЛедшяюЩёй точки* л и 
1/Т • 





--» » ѵ. :і*і. . - л ѵ 


§ 13. _ 

Посмотрим чгѳпѳръ на фтекдкш Ш'(Х) — , Чтобы понять» 

как она оѳбя ведет, выясним» во что она переводит различные фигу¬ 
ры на комплексно! плоскости. 

Начнем о фигуры* валенной условием о & аъо(к)й <, , где 

оі'~ЭГ (рис,За), I Г г + г г ~7 

Если /г/ «Л , тд(г) * у> , ТО КК -—////,, 
/г 4 /-г*» ан§(г г )~ 2У .поэтому Ѵр^_ ////////, 
ваша фигур© разворачивается, как веер, Iч / // // / 

и переходит во множество точек-, задан- --4». 

них условием $ ^ сіъд(^)й 2<& , / ; 

(рис,96)* 0 ! /л | 

Если ^ об , ГО ЩШ ЭТОМ ! ^ 

преобразовании наш веер начинает ; ^ 

налезать сям ка себя, и в результате ѵ % (7 

оказывается, что образ нашего мно¬ 
жества - вся плоскость (рис.&в). | ,> иг а 


а ) 


У) 


Ри< . 


Посмотрим, наконец, во что пе¬ 
рейдет прямая (К) — .1 - Зое 

точки ятой прямой имеют вид 
X = <+ іі *) * откуда 

№ = 2* * /-6* *- 2і- і , 

Если обозначить /?с (Ну *\Ѵ , 

Ію (\ѵ) = и , то зе. = /-• г? * ^~2і ь 

откуда Л* = 1 - (М-) , 

Это уравнение параболы, у которой 
ось абсцисс является осью симметрии. 


ги-г 


5Г»->< 


. \ ѵ 

Ч . V 


//(■/' 
//№<■ 



Рис. 96 



Гнс Ю 


^ ^ г.і< ?* ; * 


і 
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Выясните, во что отображение Ж 
множества; шшшште соотношения, тм 


5г переводит следующие 
щм множества, ч начертите 


[ГЙТ| Луч о началом в точке О , составляющий угол оС о 

осью абсци сс е 

І І І- 23 Прямую Іггц'г ) - О « 

ХЗ^ЗТ Прямую Кс (н)= О . 

1^] Прямую, проходящую через точку 0 и сосгаачяющтш угол 

Ы. о осью абсцисс , 

Х3^3~л Множество, выдаваемое соотношениями 

\о±<тіі «. 

1 ? . 


где Ы. и % заданы, , 

&- 

[іЗ-б о \ Начертите на одном чертеже кривые, в которые отображение 
Я,ь+3і* .переводит прямые (г) «а яри Л, равном 1,2, /© * 

{ ХЗ^?»] Выясните, во что отображение % *-* переводит: 

а) иночество из задачи 13-3; 

б) множество из задачи 13-4: 

в) мно жество из задачи 13-6. 

ГіЗ^бТ} Пусть точка Я обходит окружность радиуса I о центром 
О в положительном направлении, начиная и заканчивая путь в 
точке I (можно считать, что модуль 5? все время равен І,а аргу¬ 
мент X монотонно возрастает от О до §Ж)> Как движется при * 

том: __ - . 

. а) X , 6} ) в) ^ г , г) Я® , А>4( г+ г) ?4 

(В к.А) записана знамштамрумйцші Жуковского, помогающая описывать поведе¬ 
ние потоков воздуха вблизи крыла самолета). 

* 

§ 14 . Корни из комплексных чисел 


ния 


В этом параграфе мы полностью опишем множество корней уравне- 
іУ ~ Ѵѵ' 


? 








• —» -* Ф * «. Аф-,*т- — 




аде л-датуральнов, ^ _ даосе заданное комплексное число * _ 
неизвестное. ііали IV* <9 , то ответ прост: равенство выполняется 


только при 0 , 

, „ иуоть теперь УІ/^О , -Горда я X , удовлетворяющее равѳн- 

••тву, ѵожѳ не разно куда. Представим тесла іу н Л я тригоно¬ 
метрической форме: р 40 

\А/ ~ %(ео*ф+ и/ л і/\ 

^ У і.$т, І 

согласно § ь* модуль произведения равен произведено» модулей, по» 


тому % к д ^ 


откуда 


і/г , І>го 


ор^йшй а рифме ідаегкзтй 


корень кз положительного ншоів* 


'так, модуль искомого диода . найден. Теперь сечемся эго 


ар гумѳнтом 


** анвѳм< чтз ^ ,и возведении диада в л -« степень э-~ ар<~ 
шят №отюся на л . Таким образом, аргумент ^ юнея аЗ 
На первый взгляд,отсюда следует, «то и но тач получает-' 

ся «шло одно значение Е е их шкет *» осшьше. ійапримео 
уоачнвняе |Г = / имеет корни I и -I.. уравнение . \3 ' 

№Ой* корни А П~і }, .нак же ш потеряли оетшвм корда 

сколько йі ча гамом дела? 

ьсномнтд, что <ка(г) - ето не число, а угол, дли того, 

. й ЧИСЛэ '* ѵх ' к ч " задавали один я тот же угол, не обяза¬ 
тельно должно выполняться равенство л*=*у> : достаточно, что- 

-ы отличалось от Ч> т Целочисленное кратное 21Г то 

есть чтобы /гЫ. — У>+- $Гм С < -целое). 


•Значит, 


^ ^ + 3% 

~т; 


♦ * 


ота формула дает бйекеиочно много значений аС при вдаж целых V 

но не леек *м отвечает Разные аргументы числа . | самом' дще, 

'.-.К уяіличѵгтоя на /4 . те ^увеличится на ЯГ, и. значи-, 

даст тот я э угол, так что углы повторяются с периодом я * 

* " 1Т ** 111 ■ — 1 *»■ " *> 1 ■ . 1 1 ««, 

*рЗ- ' х,ь {*„, Г Г ! ! : . ; .Г ГЧ ; ГГ ии ь т/1 ‘’' -эд^н^и. чі^л^агчпм шу 
і - Ѵ; I Д‘^ ГК-»\ КОГШ1 .уНиѴІійН'Ь; у 5 ... у 


-“•ЛЬ Я* .*» 


■,ѵ*>г*Ч** я» и**« я*д 4% 
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Значит, чтобы получить асе решения уравнения ^ ляд,, . 

Ф0РИЗГЛ9 (І4Л) *»** ** значения * , яри которнх _ пот т ^ рвч- 

, Л !!® Ш »*“ Такга зйачѳний * Л , И з качестве 3, 

І*-;* й .^ вГ ° В88та цѳлнѳ о* ^ ДО а-/ . Таким обоа- 

ооы„ наш Уравнение имеет ровно п. корней. Эти л корней очень 

5 °“° ? асп °ложеш да яошл_ѳксной плоскости. Все овд лежат на 

одной °*РУмк**в радиуса Ѵ г о центром О и далят ъ ?у окру* 

ноетъ аа п. равных да и™, ^ ^ вТУ "' іфук 

^ - А ' фл " ^ они -одудат эвршинаія апзвияь- 

01 ' П ' -У^мьника (на рис.II показаны решения уравнения г*~- і ) 


і % Г = і 

; 0 
>5$ ГГ 


- 2 ; Сѵ - 

г ѵ " X 

■/ 1 \ 

/ Г 



ѵб - і» «С=Г • 


1 / 


* "3, 


/ ^ \ 

' \ \ 
ч \ 


!/ 

іл»?г* 


\ \ 

\ \ 

\ \ 


- = ГЛ? 


\ і 1 ' о 


X} 

X 


Рис. и 


/г 

/ і 

/ / 

/ 7 

/У Ы* 

У' 

^5 Й?~6Л/лЙ? п 


к-'- В' уи ^т у 
и с у оба }* 

и т.а . 
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' нории из і 


2 — & 



сш и 

= -X ѵ - * М 


Шіі 



Ж** -4 - і 


Эашшжте в алгебраической 
шіос&ооти все корни уравненияг 

іі4-і.) л г - -г . 


форм® к расставьте ва номЕійвксной 


Ж. * -2і . 





- і 


й Запишите в алгебраической форм® в общем в$дѳ корни 


урашенш 


где V/ - произвольно® комплексное число, г ц/ ■» /ь + фі • ♦ 


§ 15. 


Комплексное число’ Я* называется корнем мз единицы степени 
Нс , если Всего существует ровно /$, корней степени 

/I из I (см,§ 14), Если принять, обозначение €у> -=сюь Уніяп У 
та корни ст&пѳям НС шв I запишутся в вида 

. І^Со, в Щ ѵ. € &, г ш в щ*-0 

п - ПС —пт • 

Если И - корень из единицы, то ѳго порядком^называется 
наименьшіе далее положительное число с( такое, что з?** — I 

Например, существует четыре корня четвертой степени из едини 
цы: і / -У - І ш Их порядок указан в таблице ; 



15-ГГ} Докажите, что произведение двух корней ні -й степени 
Й;1 е диницы - скот корень нс «Ё степени из единицы. 

Пус г **ь *ъ ~ цело®> Ка. ов порядок корня из едкдитш 

1 ? Ѵп 9 

І5~3. Укажите порядок каждого из корней степени 6 из I (см, 

задачу 14-6;* 

|І5 ^Т лусть Ц - корень из единицы степени п . Докажите « 
что порядо к & является делителем числа нс . 

15-5 Г| Число ^ называется первообразным корчем степени п 
из ѳ $ли* ж порядок X равен ні . 

Перечислите все первообразные корж степени 12 из I (см, 
задач у 14-8 )Л 

[-5-6. | Докажите, что € 2 $$*^ является первообразным корнем 
степени нс из I тогда и только тогда, когда дробь К/ п несокра¬ 
тима ( Л, >2 ; К- ^ 4 ) 

І5-?Г[ Для натурального Ні >У положим; 

У (я*) -■ (количество первообразных корней степени /г из і ) , 

Если же п — / , то положим У (і) - 1 

Пусть теперь /г - натуральное число. Докажите, что -умма 
значений У(<*) , где с( проб ера ѳт все делители числе нс 

(вкл ючая 1 ж п ), равна числу $% . | 

[ І5~8. [ Чему равна сумма всех корней Ні -й степени из I? \ 

'' 1 _ 


р 5-9~. | Пусть % ( > ^ - вен корни НІ - 9 атоиопи из I, 

К - целое число. 

Докажите, что 


5 
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М~.Г /іг 


<г .если (С не делится ка /I ) 

ІА .эсла /С делится, на п. 


5 16. Е 

Л*с 


част и Л 

ЖЛ****! Ж****** *4М*4всМ«1 


• Напилите функции !уУ н) ' , котсрш соответствует следующие 
геометрические преобразованіи» комплексной плоскостей 

Поворот вокруг ТОЧКИ 1 ШЧ р0°. 

ІІЕЮ Симметрия относительно прямой и - X | 

Докажите, что треугольник с варшшшш аГ. . кй 4 
правильный с центром о , если и «шло если 


~ 2 г 


й,^2 г +-2, -р 


і-ЧгіЗ. Существует вашею геометрическое врвофавовювю, 
называемое инверсией. Пусть не плоскости дана окружность с центром 

ш Р е Д®У с ^ м Я • Всякая точка О переводится инверсией 
к точку Д' , определяемую двумя условиями: 

луч Ой совпадает с лучом рд 

' ‘ іойЧ - *! г 

РА ' 


ііашшште формулу функции комплексного аргумента и/(г) , для ко¬ 
торой соответствующим преобразованием является инверсия.’* 
Докажите, что инверсия переводит: 

а) прямую, проходящую через 0 - в щщцув; 

прямую, не проходящую через О - ъ окружность: 

в) окружность, проходящую черев 0 - ь прямую; 

г) окружность, не проходящую через О - в окружность. 

ІЕІЗ ДР о0 и й -линейным преобразованием называется праобразо- 
Одине комплексной • плоскости, заданно & функцией №(%) ~ 

( а А г г* ' ъгіеі 

* ■- * “ кешлекемне числа; предполагается, что ^//^) 

отлична от константы). Покажите, что функции Ы-'(г) = — 


» ♦ 


-у»,. -Г,. «Й*»’ ' •**• •*. 


- 3 ’ 


{ — 


:Л ’являются дробно-линѳйными. 

ШШ Докажите , что композиция отображений % (0)) , где 
У - параллельный перенос, ^ - отображение - ф , 

явля ется др обно-линейной функцией. 

ШЕО Запишите формулой композицию отображений ) 

гдѳ э Кн) - 4 - , д(в) . * 

І6~в7) запишите дрооно-линейную функцию - і!2і/ 

Я 3 

в виде композиции к(Д ($(■))} , где =4- і ^ - ком¬ 

плексное число). Л- и $ - параллельные переносы, # 

I 16-9 ?* Докажите, что любую дробно-линейную функцию *»•*)* 

® * V -і л#- ‘ _»-л 


/■ а 


У которой ^ 6-Ѵ ^ » можно записать в виде, указанном в задаче Г(И 

1 16-10 Л Докажите« что композиция двух дробно-линейных функ* 
ций также дробно-линейна.^) 

Щ-Щ Во что отображение Ш{%) - ~^§ переводит 


что отооражение ц/(Е/ * ~~= переводит 

Круг радиуса I с центром в начале координат? | 

[?§ТІІЗ Пусть п натуральное число. Обозначим через 
сумму всех первообразных корней уѵ -*й степени из I (в частности. 

ОЙ (б -1 ), 

а) Докажите, что сумма значений ^и(с!) , где с( пробегает 

все делители некоторого натурального числа П (вклгочая І и /ѵ } т 
равна 0 * 4 

б) Найдите ^Ц(ШУ) . ф 

в) Найдите % М(90) . 

Г/ Пусть Я- произведеніе & различных простых чисел. 
Докажите, что ~ (~і) к 

д) Пусть /1 делится на квадрат нат^яльного числа. Дока¬ 
жите* что ,/У(п)~ О 

Замечание . Функция ^М(п) называется функцией Мёбиуса. 


На области р'гппітіі^іігк ипш-чшч сб’-з-у»: *с 
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К?4І ‘Щрі 1Ц ,:і $Г' 


шья&ття 
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’Ьою 1. Міі4ѴЙІІЫ И ’М КО'РГіИ 
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? , /»* / :р . о ; 

\'у-М -м і^^іііЛГгѴіЬ.й Л) й ^ 
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•'.ЯМ* 

ІЛ ' 

: і. „I! 

Ч ііп- 


Ц 4 :':» 
Ь ..5 
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О О ] , я 
ѴУ ; .< 

к < , 

. | |; 


- и 

1'ошито уршѵ>?внж$: 

Ш’ОО) 2Г а +г*у гг # . 

© 0І л О іг ^ = 0 

! ... |?|-^ ■*./ и -- различные корни урапнніта 

Л'+/;г -= 0 

■ , р, <р •- комплексные?. 

Л > Докажите творец йиета: 


2?// Т*2 Ф ~Р, 

’ ’ Ао ОШГГ9, что прй во ОХ ^ 

г р* 

(I /- 4.(Докажите, что если урам «ни» 

% г + рг-к^ = о 


і 




) 


Ш№!’ гол: ко один к.)рень ? , то 

* У / >2 ^? ~ />-• ,ѵ„У I 

У.2лО] Аснл Функи 1 !.Ч 

к^г) - н% ^. 

Докажите» что миг-кеогго значений этой функции - Р , 
нал идооксотк | 

©^Огуоть 7, V у р „ раздать^ корни ккв^Нтнсі •- 

< Г * ■ у - о . где / и </ тсйстіттадипыс. ■;■'->,■■■ ■■ 

Л«ка»ит", что ж, .: гг, ^ 

ІГ-уДЗ "• ѵ ' '<-,■ •' , ^ - различные нсрот крп:г|:!ітц(-! «■ 
г л +/>н *-у •■ [) . Докажи-«о. пт», і’- лн з? .... ѵ т . --■, 
иоіцортпоннк’Г' чіігла. і ѵ 7 У 

І Ій. Д:ада с ссбачкпИ ' 

гон Ш уОгміили-т, 3 Л}:®й»дутган псраграфп. к . ; ,.,., 

-РЛЛОТ 0 нор.т, г .. л ,, І(І ..... ТГ , ГЙЧ9стч?1 , Гі1 ^ цлппщі гг * г 

чнещ.ач-яеч уг-'п.»м«<у р—.-о * ч««:. » т-'ччоо;,, х . 

.4. ТШ--КО, •<№> ЯГ*«ЧНК-"Г» -'-И ,.ѵ,л 1Р .„ 

Г•'■■? ,•'({«'о-*.-: }«.* - • >- Ч *гй-:., 

ІОЧД’ ,. ..^4. ... , ,..., 



-Я0*** * 

Н'і. 




Теорема , Пусть р(г) - а к Ц я '+ а„ ч г" 7 /- а, г о,, — 

многочлен ненулевой степени (коэффициента °о,<7, 
комплексные числа„ й*#/? ). Тогда уравнение р^г ; ^0 имеет 

хотя бы один корень в апюжѳстэѳ комплексных чисел-, 

чЭта тѳорѳш дожит в основа многих важных применений теории 
комплексных чисел* Ввиду её важности раньше её называли "основной 
теоремой алгебры’. 

Первое строгое доказательство нтой теоремы дал великий немец¬ 
кий математик К«Ф*Гаусс в конце 18 вѳ&а» Мы нѳ можем здесь доказать 
эту теорему строго. Взамен приведем 4 наглядное рассуждение, прояс¬ 
няющее гвометгкчвекуй сторону дела и известное под, ж?ватт Дама 
с собачкой**» 


Без ограшічетея общности можно рассматривать только мн го 


члены вида 

р(г) ** г V Сѵ..,7, 0 ,,-с ^/л „ 

так как любой многочлен ^ - ой степени приводится к таком:/ веду 
делением на коэффициент при 2 л * пс условию не равный нулю, і ядер) 
представим себе, что точка зк движется по комплексной плоскости 
следующим образом: выходит ив положительного действительного числа 
% , обходит в положительном направлении окружность с радиусом 
% и центром О $ возвращается в исходное положение, При атом, 
очевидно, модуль Ж • остается равным % , а Ж возрастает 

от 5 до 21/ . Как ведет себя при етом 2" 4, т 

Поскольку при перемножении комплексных чис* і их модули пере¬ 
множаются* а аргумента складываются, 

12 "М ■?•!"' , ѵщ (х'б * Гг ах ѵ 2 . 

Отсюда следует, что при вышеуказанном движении *Г число Е 
движется до окружности ѵ с центром О и. радиусом Ъ-"~ следующим 
образом: выходит из положигелыюго числа в положительном на¬ 
правлении, затем делает П кругов по стой окружности и в конце 
приходит в ту точку, из которой оно начало движение, Скажем, что 
точка - ото дама, которая, гуляя, ІЪ раз обходит кругла 
площадь и возвращается в свой дом - в точку '2Л * Значение мно¬ 
гочлена Р(ъ) при вышеуказанном движении < тоже как-го дви¬ 
жется по коѵпл оконой плоскости, - начиная и кончая движение в одной 
гт «г'-л то ■Р(ъ). . Ггя-чц то р.( г/. ) - -г-чь соО^ч. ч, ко- 


иц^‘7?», л* <**уі*$» дге ;?ЛЛ$ве«!*Р41; 4 


* г .-*г*<* б*;-' Г* *• і-;*.* - ѵ* ■*» ". ч^Ѵтѵп^ х 
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торая гуляет одновременно с дамой, и в коше приходит туда, откуда, 
начала путь « в точку Р('с) 

г составим сИе, что радау? Т- дос га годно велик. Тогда 

Г’Х° ло “ яать ’ 4X0 расстояние между дамой к собачкой, равное 

■ , все время меньше радиуса того круга, но 

«отсрочу хода да® (этот радар равен % п •» |*| •*- >„ і^ичяна 

этото В том, НТО при возрастании % член *«•' растет по модулю 
-чотрѳа, чт вое ч-лѳнн меньших степеней (см, задачу 13—3), 

^ ошо скашть ’ дама /ь раз обходят площадь по кругу. 

дѳржБ собачку ей доводке душны шньшей, чт радиус а того круга. 

Ясно, что при таком коротком поводке собачка на своем ітути тоже />. 

обойдот В0К Р^ Г ТСЧКЙ О' , хотя будет двигаться не по окруж- 
іостч, а по сложной замкнутой кривой (риоЛ2) я 


ц *= 2 


/ / Г'''——^ 





/ ) 


% • 


. ^ л.« _ 

Рассмотрим теперь другой крайний случай: радиус <ѵ очень 

дал, В этом случае все знечешм многочлена Р('я) , где № ~ I 

близки к значению Р,<Ь) *0 < см. задачу Ч7--4, я те да рис, 

13), 


Т. мяло 


СюбЛ'^.Хц- 


*>Ф'ѴІ6 







г;\\ 


Л'/-?-?,'} 






■Г- 











Т** ТЬ ‘ Ч ' Ю « Вт '° и «хіачші топчется вокруг точки 

а» У*<ввымг*»% 4,,Ѵ Ш ’ 0ЩадаСа ’ аа содѳраащѳй «очки О (если а дало- 
у ушньшать Ъ . *т> кончатся тем, что ішм * - Л н 

1 ? 0 РЙЯ“ стянется в одну точку 4Ь ) ~ ' вся ^ ак “ 

о^оТшрашГТ 1 Ю и ТРааКТОРВВ ДВИ * ашм * зав,- 

прерывно смещается. При болша^ 0 ^, ?, трабкто Р ия 

рш делает 4. петель вокруг точвд л с^ГТ*’ 9ТО 1?аеига " 

тлых X воя эта тоаѳк^пля'* ~ г Ь Другой стороны, при' 

. траектория мчевіаатся вблизи точки <?„ * 

® *«о*ноота, заведомо вокруг* Л «» „л-.,™- о о ж, 

тшття 7 павятопвй т-^..^ * Х0ДЙТ * “ начит » в процессе 

пройти через точку О ' в ' іЯЯ СС ' , ' ,Й ‘ 1ІІЙ г ' ая * на ® какой-то момек 

точку звдпйслу чай, ко г да траектория оооачки іфоходит черва 
* ^ * д.ші корень нашего давяѳшш \ 


.Задачи - 

—~^«««Гтпчм *іяи- 

той ^3 Піогь Р(г) - 2 % 1Ч . Начертите щ листа клетча- 
;•* *“ «^мзтровоа бумаги траекторию Р/ г ) 

Обходят окружность с центром О я сада,» г „ ' ' ' ” ЛЕ 

® ЭТОЙ окружности 12 точек через про^*^Г° ГО 


+ 1$іп — 


') , *€ [О, І,2., 



■ т ** т мосЙст“™ад 9 Гі г ^ого^ Й ™ ^гьотствуод 
ческа, а мокло и геометрически по т 41ь аагѳб Р аи - 

:*»ОЮД,Г« швщдо шмед ^ Э.І». 

*"* ““**» «» ММ НИ —:.ДГ_ Ь- МП, 

г Х»”\ТцГрГТ'Г 18 ' 1 4И **"■* «и» 

.ііТ'аіьно нарисовать все чѳтшіѳ кгтп п * ■' 

Іа - Х ■ 18-2. «а одном чертою Ыоі че ■ Г “ * * прашеиЕ ** 
*:--0Ваід их разныі® цист**»).. ~ ^ аться ' №вв ’*'У ем Ьам р, 

Ь кгиюд мггмой,- «при каком г ) гмо^чг» *.г,.. 

-мь- *■ 'іЩлѵз ІШЧЧ АО 




( 
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Г' . !*1 я ) Пусть Р(^) - ^ 7 І000 г г , Докажите, что при 
?2І > выполнено неравенство 

/г 3 -р*'?)^ | г р 

при /г| П > СТ о лГІ ^ " Г + 1000^*+ /о #. Докажите, что 

ф вштояпено неравенство 

/г- р(г)| < Ф 

Рн 1 Пусть = г + Ю00? г + 1000 г і <000 

Докажите, что тш ^ алл л 

■Р !Е! > 3000 выполнено неравенство 

. ___ І2~ РГн)І < |г| а . 

Шь) пусть * г V юооъ 7 *. /оса?- + мл о 

Докажите, что іті !'?}<' I «-.-5 - 1 г ? ' ' • 

' 3 • !9 5 выполнено неравенство 

|Р(г)-РГо)| <о,01. 4 


^ ДбРР.ІЩ Дезу 

Мн говорим, что многочлен Р(?) жтт т 
Г , ведя 

Ч?-)~ (Е-? 0 )(?(г), 

где (/ (е) - даугой многочлен. 

Чтобы узнать, делится ли й(щ) т г . г , можно в № „ 

н,«ь деление уголком-, подою, на долечке шогоштннг чисел ' 

. Вст пример деления • „ . ’ 


Делимее 


х 3 - 2х г 

X \ .** 


.. • З.т ? -і 
_7 Эх-Зх 
з.х 4 

1.Г+5 

Остаток >; 


[Х + { м.. 

кт я -7т * ч 


13е/?и> я 


/ эслтос. 


■ ’УГТ. 
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Двляшш шшшошыюсь що &лод уіо щіца шшш&ы, 
ѵа»-«*ыні шикни дишм а делитель. Ноток недобрали шоттомь. 

т датсрй надо ршошш, старшей член делателя, чтобы полущ»' 
йЖйра® «М дышшга. Этот шммюеаь ж ~ шииешш в хр&Фя мм 
частот, даэгаи яа наго делишь а нтушшеэ выражен ие гЗ-.г' 
ааішшля ш>« делимым а мш из наго. Результат выч итая ; } 
і>&. --■ X » С нва делали то же, что о д&дпмий, к тек ■ 

асмор&зи до тах нор, пока это бете ааашию. Итак , иишушн 

<**- 2я* ~І 

щы ммтт ж &+І ■ дат ® чиетвом Я--- Зх+З тш 
овтать# ~4 . Это момцо завивать формулой: 

Ш 

= (хф/)(&*- зхфз)~4 . • 

В разосланной примере все лоэффвдавнты была дэйстватедьнш® Но 

то же «ков можно делать я в комплексном случае. Вот еще ода 
пример: 

- {і*І\ 

~ Ж 1 -Ж 

(іФі)'ё. ~и*і) 

{ІФ-іу-ё. - (ХФІ^ 

■ ’ ~ с? ■ 



г? «том случая остаток получился равным еда®. Это значит, что 

г + і,Ж~ 0* і) - Гг - + (пі)) ' 


_ шт, вояісий многочлен /-(.г; моино разделать на двучлен 
Ж-.* 0 « остатком. Теорема Бвед утверждает, что этот остатш 

раьда нулю в том и только в той случае, если Н„ ость корень маогг 
чаеьа - Чтобы её доваза», • достаточно запасать ь общем 

д?*ада результат деления Р(е) ш 2Г — Ж# ■ - • 

• п ж)- --- (? - і^) • $ ( 2 -Л /- # 

М * &г “<* - «когич,ѵчн-ч/істьоэ. й /? «пво.;.: • іі.он. Полою- 

*** сад * *' “ • •• « , п*« - і*ф«* уѵ 


32 с остатком» 


ЯГг; 


н В•- ' • ■ ‘ I ;д . • о К , 11 о 30 'V сі - 


ь$*ь ді 


) іі /.‘I ,Ѵ 'І Г'- іг 


-■ ѵ’Л’Іц^Я'І У‘і‘ 






, вѳржнещіь тѳорѳш. 

. А.-хЛ„ ілл 

[І 9 :: 1 ^!Пользуясь разобщаю» иркмером, решите уравнение 
Л_ 2 г ^і н _у>^„ А 
[ 19- ^] Разделите многочлен 

“ ' 4 и ““"“"в формулой результат деления. Найдите все 
^орш этого тоточлтя, > «лях» все 

л.?і?Л На Литѳ значение параштса і> птт гл^а.. 

• !Ѵ » «Р® котком многочлен 

ё-ЕІ-Е+р 

2 050 овюя». При этом значении /у наДда® все 

0^] Многочлены можно дев» н^ только ча двучлен; точно 
тюже способом делят с остатком многочлен на любой многочлен 
«и* отелей. Лоптмте сайком многочлен /Гфг г + Щ+- 

, л ш ^(*0 “2 +ЭШ+Х с ооготхом. Проверьте "нвг"»- 

Ш С °о°с Т таГ Ив Р &-*&"&*),*»: *(1) -^часюоГ 

К8Ю “ К0МПЛ№С »« ишпвнкяд /> многочлен г*'-/ 
д^штш_на двунлѳн ^ -у) ? | ' ■ г - ' л 

»- А? --гЗ п - н®Щ»альное число. Каковы будет частное * „о- 
”ок от леденил многочлена г^-і ю н-І ? 


20 . 


Ёащщщ іаашіма ш множите^ 


Пусть дая многочлен /г -ой стбпёйн 

-Р(2) = А 2< Ѵд_,г^ „,.+р г ?. фр с , 

бГодаіі/ 5° " 0С Г ВН0І Т90ИЙЙ алІ '^ рн - У «?«> хотя 

бы ода корень О, . По теореме Базу, наш многочлен делится на 
* * * • есть ородставляегоя в випя 

РСг)-(г -*,)<)(*) , 

т ** ( ~)_ ~ многочлен отоп.ѳни /7—/ 

.* Г ^Х ялюбрн н ТОО- 


I 
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уті Ыщ і щшдставмть его 9 вид® 

Я(г) = (^сіг)/г(г) , 

ш так щшШо ь жошім концов щ зкадучаѳм ] 

■' Р(г) ~ (Щ-Ъ). . . (ш-в„} г с , 


( 20 , 1 ) 


Іда ^ НКОріШ . ШК)РДО|ХвЯ& $*("%>} * {! - постошшщ 

. чт-оо^ донять,, чевдг равна С улмрадставш себе, что ж ■ 
довррдщ вен скобки в нраво! части^рішенства 120.1). Очевидно* 
щщ ©тон роаяятзд шн , а ш остальные слагаемые будут 

содераать 2 $ станмш, мьитЩ, чам /г . Стало быть* посля щщ 
вщтт Подобію козфёшщщ? црк 2*" ■ будет равен шь^прошащ* 

' С •. Поскольку у шогочлѳящ этот коэффициент равен 

р*,~С , 

В итог® получаем вашоі утверждение: 

л комплексных .числах всякий 

ІЩОГОЧДШ /I -1 СТвЛѲЩ • 

раекдадшітоя в щюрзведеще следующего вида: 


* ..л-- - | _ 

і 

где - С{ (у сСг ?••■ Йц. - ходя мгаротлѳка р^г) , /> л 


( 20 . 2 ) 


#го 


1 .- Чі&яа &$' * 0 - 2 . у * *■*, $,& ш о&щщ бн?ь ра&дичшші; 
некоторые шщ них (яда д$« ощ все) ыоіут битъ равзш мевду робой. 

Шшрамер, ' * 

Н ^ 2 2 * ( «а /V- г/ ) * . ; ' 

• , •. ' 2і Е ■- / - (ъ~і ) *' ; ’ . 

<?*♦ 3 2*7* 32 *і - /Н-/-/.І 3 • ; ; / 

а т л ц, . • 

орѵоіцв >. к одичает во различных корнай шоіч> члена д ~,ой .отвіівші 
быть любим натуральным числом от I до У? . Йо води кавдій 
йурвні считать столько рсЛі, сколько он ВлОДят в каша произведшій®' 
' 4І * Ьл ЛО ІЫШВ&ігр^іі '00 і і*ч>СТЪЮ,- Д’ШШьО кчрня), со всякий шоро- 


* 4 ><» 
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член -ой степени имеет ровно /і л « 

называется теоремой Гаусса,- Р ^ Это утвердггени» 


Раялоккте на линѳйныѳ шояитвлк шогстдаш: 

®3 Р(і) « 2 О г +2 ' {акр Р(г) = * 


Сколько различных корнѳі 

ШЗ г^г’-г,, 

'й>д| г’*й'( < 

Сократите .дроби: 

Г20--5Л 2 ‘ + У 

Ъ«ж- — ~ ■ іц .і і 1 ' ГЛ "-*»•**•' — • м*»' _т '~ 

г? б і ~з)е -2 і г - / 


кратности Ямеі*Т многочлены 

і 


#. [ЮЗ 


(, > 

3? •* з - * 

у- 

г ■ *• г ! 


Г1:Д.,”і я РВДУмайт9 я нашшштв шогочлвя ес (.«»«. 

2 „ ’ Ш ® Ю№Я адиояратншш норняии числа -Г , ,іму , ч І; ^ „ 
" 3 " ^ ѲЮЩИ ^- Других корней. т т/. 

ТО а ^™^^ ма#тв и ндаищитѳ «И 0 Г 0 ЧЛЙ 8 со старшим *ов**ипг«т~ 

(С- а ^Т^ ИЯт ЯС9 ав >* ю 4»**“> «№ лтййвяя 1 ? «И т 

\лли*8ндйту Іо- о; и только ях. 


V 21, 


- . 


І»И Ш теЗДИ Ч НЯЛ.ПГ 

р (*)--- ?Л;.г -і і' 

Пусть -Х^х,' ,Хі - (одр»ч куСичасигм-я п . рт ^ с ^,„ 

і /’? г л О 7, 4 Г « л 

Дскакитв равенства: 1 

-О ^ ,;г, / ,т 3 * /2 

4 Л „Г, ь^.7 , , 

• Г/ у ? ,г, гг - у 4 
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ЛV , ? ... ѵ <2^.. «? корня уравнения 

'%*+ в/г7-.., + а п «* о , 

[? ; УЗД°ВД«тв, что ЗЬ'Хі'... > х,'(-0*н . 4 

ишдоквмтѳ, ч*о .*•, *л**... + д. ., _,;; 

4 - »* 


/ 


| ЗІН5І) а) КаЖдя-те вое корщ уравнения 

ъ*+ъ*+і ~о . 

,^_Рі*а* 0 *** э многочлен 2^0-21| 4 ®» линейные множители. 

Дредставьте многочлен г*ѴнѴ./ в виде ироизвеце- 


авя четырех квадратрнт трехчленов е действительными коэффициен¬ 
тами* _Г_ 

{Ж.'-И1 *^ сть Р(%) ш 2 %Ц 2 я +\"+а м ~ многочлен о действе-# 
тѳльшши коэффишентаад, я дует* Ѵѵ/ - его корень. Докажите ,что 
ІѴ' - тоже его корень. 

1 Ш5У Докажите, что всякий ииогочлен с дѳйс-твительнымг коз<р- 
фицыентама моет» реедожить в прокааедвшм линейных и квадратичных 
мно яитвлшй с &о%Щшхщт.т&№ > 

Г ; 7 Х~9.[ а) Решите уравнение ш*+ г-С .■» *+йг т-і - О. * 

й) Найдите Яптг? г ал? Ѵ2°. ^ 

в) Вычислите сторону лразалького пятиугольника. впи¬ 
санного в круг радиусе I. 

Й 7 °^ь V - СОЛ ~+іШ . Найдите произведение 

■ О‘~Г)О-0..-, {'-Г' % 

е,. Щ... а! , «г • • • сд. — правильный /4 - угольник, шшоанныіі 

ь Ч?У Г Радиуса I. Наддате произведение джин отрзакйв 

_ Яі#г *Аі/Ъ -- • * * ’Я»Яп , . * 

* Г—И *, йусгъ /.-і м /х - натуральные числа--* 

• Докажите: , 

. * а) если т делится на /г. * та шкм«очлеа ЛИ**-А даяут.ш 

ьі многочлен 5Г^-~ х овз остатка! 

* 6 } Рбратво, волн г' 4 ’-/ делится на г*, і 
си а&“ /г . „ | 


то делит- 


> 


\ 



тц<?ш ожидается ®двс>ь ф& 

вклвча ться яа точки зрѳкщ* отляг*’- * 
«: 2 алгебраических чао- 

л " ъ * ДОфйЯ ВОЛЯ ЗС ООТрудНЕЧѲОТВу^ 


ртшты и, црѳдсташшщвд 


#нкі Э коі'!!™ Я г " ѲСТЕ Ш Ш Т 0Ѵ0 расскажѳм Вад * твои» 
ИоГ^і^ Г ЕЧ,едаотого (на 0ШѲЙЧ8ОКОМ жарговегтакп) 

2 1^!? г .*» — » — ь— ^ 

П, яят * точных определений, чем в предыдущих частях- 

*" '’ та,та • "«««» и» • «■ » *мт шн !ос«ом: 


одно Ей основных а Инг; - понятие проазвоДной о- Ш 

г:~т аото - ае ^ * «** шТріі^гТо 

«Ьаоивн. і*к не №оЛтйе' шШШашх чйовя 
определить показательную, тригономѳтфиШскй й логарифмически- 


для комплексной Функций’ комплексного аргтоента 
деление іфои.чводаой б.уквальнЬ тййра жѳ: 

іі/Ѵ-» \ _ №(~А> - Ы(%Л 

/7.*. „ 
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ждявксных функций верны формулы 9 известные из школьного 
действительных функцій» 

^ з і^З * Я &) 
с- ?{г), с - соя&і 

К^іФ)'® І'(г )' ■$(*)+№)'№) * 

у_ №) •§&)&№)• 9'& 

щ ) в '. ~1чіГ 


\(^Я г - З г (§)’ 0г і г > 


(правило дмф~ 


ованЕЯ сложной функции). 

втся эти формулы так же, как ш соответствующие формулы 


ш &т.(з гД$?„• щ і(ея)*) 

Д 1? • ^ \г • & Т О 


«да." •**'!* » «* ^ 
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Итак, пока что мы видим полное формальное сходство между лей* 
ствмтѳльной и комплексной тѳор&рщ. Неожиданности качнутся в сле¬ 
дующем параграфе. 


что 


23-1.[ а) Пусть корень многочлена р(%) . Докажите, 

ЗЬ - корень кратности, большей единицы,в том и только в том 
*ѳ, если 2г# - также ж корень его производной Р (к) * 
б) Пользуясь зтеѵз, решите уравнение 

2 V (2 - б ?- + (і ~ 2.1) 2 - 4 =г 6"». 


$ 24, 


Несмотря на внешнее сходство написанных наш формул для дей¬ 
ствительного и комплексного случае®, для комплексной функции суще¬ 
ствование производной - гораздо долее сильное условие, чем для 
действительной. И многие естественно определяемые комплексные функ 
ЮТ оказываются нѳдифферѳнцируѳмими. і этом параграфе мы разберем 
один типичный пример. 

Пусть \Ѵ(е) = В В + 2Г ' * Легко видеть, что И'7 ^ и^) » 

; можно сказать, что отображение, соответствующее 
функции и/ (ё) , производит растяжение в 3 раза в направлении 

действительной оси (рис. 14). ( ——--——___ 

Попытаемся найти IV (ц) : >, | 

ѵѵ '<у - еы . „■■■■ г* Л.г- . 


дг-* с 


д г 


(; т Ѵ&) + */(**)- Ѵ&) 

А і? 


- ^тг ^(±11 



Ру с 



Чещу же может быть .равен зтот предел? 

Пусть А*? стремится к # вдоль вещественной оси, иными словами, 
А%. - к і где 4 вещественно. Топіи Ѵ(ав)^3/і. и имеем: 

\Ѵ (ё)~ ж 3 . Значит, М/Ѵн') -3 Не будем торо- 

/г 


і. 


і 





О с $ КООМОТр НК, ЧТО $^Д&Т #(5і 

& ЩСШ> ШИМОЁ ОСЕ* В ЭТОМ ОЯУЧ&е Ді* л /д 


•&й ? ®*ф<?ттъ & 

, ]ДО ,4 &Ю0» 


сяваішо* 


4ЮЗДЧв ‘^“ * а* уілл* ид у оде -** і,^ л .ѵ„ 

'Тіф* Ік, , і ясц^?аш V* (к) ~ &т і*4 ш / 

Л* О -'■■ / '^ 

тш к® маке* одноврммш равднзддо к 3 ; ,& ;а ашдао 
^ жгша ^ $щшп№ не орштвуш щ я одной дащ®. 


$ у а? 


С п< 


щы) шшгогнчннж р&сонозр щмй. ш#шо $&@дш%ьеж : что шк< 
ѳрвшщрувш ЙДОЦВС ІГ’М Щ/^2> 


И# * Іт(^ 




Щтш, фор 
дрща^одЕ-аі от 


сходство 


вещеотв8шш& л жовохеконод функций ожашоеь общи- 


‘ ідарь неизбежно встает два вопроса » 

т* хщдя на фар&*ул&, вдшр) функцию» донять, ф$жт 
Щ ЩЩ функция диффѳрѳшаруемоі? 

^ ^тро^ь джффервнціф^вШФ іше ;! отличные от шогочд©~ 
Ш5 і рацнонаяыша; функций? 

^ °'^ вопроса ость бодеб ш менее дечершодющке ©яавтег 
ш йв ма -* ѳм Шѵ*ъ щжтат тчтж. фуршщтшж» та *?аші 
ідобдазжтедыіо тадеіккгь, в чем додо, 

•Отеячка тхетатл в раддомиьнЬх ІРВДий от Еедяффарвнцвдря 
шх Фикций Ез § 24 оое.тот в ми, тео фэриулн, задаток» много- ’ 
?д •;■■& к рацвонгцимшв %ЫШ!, жжжлуог тол вхо **чатарѳ дайотвт 
аффттв"; ойвршда» щсяшщ, шчвташш, ушсявшш а двдеиет, 
тогда лак в яршюра; ев § 24 в форвдашх, кроме' того, учав*»у»т 
такие оизращіс, как яшитоио# ецшюш, вшгаге ващвотеешой 
на шююй частя, в«?вв модуля з т„к. Дая шшях шлей тя отт~ 
ад «“«О™* «катать «щародаица», ш .прядооѵшю в формуле, «да- 
* вв * даилк. йрѳіштетвуѳі- ддафферешодувмооги. Такси, л агі ми т 
чярі-ах, ответ на лервкй из аавкЕ вопросов. 


•іедері- о второй «-просе. Оказывается. пт доттошям. .щобой 
Дй(йлроищ»руе*шй .*у.№ын кокшексвого. аеретадего, «томе вшеупо- 
мавутыж четырех нр.^-ко-.-йадскиж ’иестолй. дос*.*мч§ео іл.-г .*-.г.-к.-т- 

адѳ оиьрацвеа і;радо.іей<-в) иережода іразуьли-ѵзя, эта едкра .чуж- 
длйтсв. н у?ит!:йнк|) . 




аж •— • 




В оставшейся части книги ш будѳм определять шівѵѳнтарвые 
фуніщш комплексного переменного, ксиольеуя г чужаро т шнѳ” опередив 
но этн функции окажутся диффѳрѳнцируѳмнш. Как Вн теперь конймаѳ^ 
те( этот факт оттадь не самоочевиден• 

а 

§ 26 . Шэжк.ха Л,шш§ігжмш.лтщш ! 

Из всех показательных фунжщй удобнее всего распроетрашзть 
на кошілѳкоше числа ту , основанием которой является знаменитое 
иррациональное число е ~ ^ 7/<9. я ь - основаше натуральных 

логарифмов, 

Итак, нам надо определить значения € ь при всех кошлейснкх 
2 * Разумеется, мы хотим, чтобы, .при сложении показателе! степе¬ 
ни перемножались: 


Поэтому 


гт 


ЗС+іЛ^ 


е г - е ш 


- е~. е*$ 


Что такое €*'*' . мы уже знаем. Остается определить € ЧЛ . 
Вспомним наше обозначение из § 15: €у ~ ст і/ * і$$п>У , 
Согласно свойствам умножения комплексных чиоел^Ѵ^ , 

функция у *-*-ведет себя похоже не показательную функпда 
Это наводит на мысль определить еУ о помощью следующей 
формулы Эйлѳда (знаменитой и очень важной): 

еі - юзу + іііп,у . 

Иначе говоря, С'і - это число о модулем I и аргументом {/ . 

Подчеркнем, что мы ниоткуда не вывали формулу Эйлера, с точ- 
м зрения логики ті её приняли т аксиому. По аксиомы в матеш* 
тяке не берутся ”с потолка 1 ’. Оправдание формулы Эйлера в том, 
какая красивая теория из неё получается, ... 

Итак, общая формула жт комплексной экспоненты такова: 


^ л ( ѵоьу +4. ип у) 


Посмотрим, что т у нас получилось. 

Во-первых. если ^ - вещественное т: е 'л»т то наше новое 
определение @’ ь сошадаот со старым: 

е " * •- € і? < О + і ? о) •. ё " (и Ос } ~ ^ ^ 
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Во-вторых, легко проверить, что для нашей показательной 
функции комплексного переменного вшсшняѳтся, как и в действие 
тельном'случае, форума * Ь Л/ (см»задачу 2С~І). 

Наконец, оказывается, что функция дифференцируема на 

всей комплексной плоскости* Более того, как ш в вещественном 
случае, справедлива формула (€ г )С*е^. 

Доказательство этой важной формулы намечено в следующем па¬ 
раграфе* 



дом 


Л4>. I * и/ 

Докажите тождество 6- С - » 

Докажите, что с - периодическая ; функция с аерио- 
что этот пёрй од - и ж:иьш ий . 

Вычислите ^ • 

26му Найдите все значения э* , для которых € ^ і . 

1 26-571 Найдите все значения в , .да которых € г ~ 4 • 



27/1 


§ 27. 


спонѳнты 


Покажем, что производная функции с равна 
делению производной, 

(е г ) = е/т 1 —=-^— * 


По опр&- 


— ^ ‘ йѵ7г 

4 О 




Остается показатьзто последний предел в ‘комілѳкешш случае г как и в 
действительном, существует и равен единице. 

^ Чтобы сделать это, надо принять во внимание то, как ведут 
себя синус, косинус и экспонента действительных аргументов, близ 
Кйх к нулю. Как известно, ѣіпоС близок к сС при шлих ^ 
'іочнѳе , &*со6 ~ ос -г О (сС) , где О (и) означает величину, 
отношение которой к оР стремится к врио при сУ -> 0 . (Это 

просто иная чюрмудцроька того факта, что синус іш&ѳт ь нуле про» 
язводінуЮѵ’ равную О. 


і!. } . 

'пнр одэдфйий псуиоцичности - такое ж#, как и в де :і<; твит аль-* 
гіъьі случае, функщо» Го - периода 5 илик.-ш с- іічрпоіі.ач Т *0і если 

* ’Ь <и:«н /'.О I ■ I У) ^ \{ V ) 


і , • і . ■< : . 

!. Г 


Аналогично, оозоС - /-ь , так как О =- у 

м косинус в нуле имеет производную, равную нулю* 

Далее, поскольку формула се*)'* 4 ? х для действительных 

уже доказана, е ах * і + ах-/- О(ах) . 

Теперь имеем: 

_ ЯН АХ і АЦ й'{ т' • , | 

е ^ ъ -Г ~ (005 Ау* і!Шг &У) - 

рА& , Л5С 

~ с: са$ д у ^ 4 € «яѵ*. л (у ~ 

~ Г 1 + АЖ + 0(А х)) (і +а( А у)) + І(і +А X + 0(& х))(у 7* 0(лу)) г 

Раскроем скобки; при этом суша всех членов, содержащих 
О (ах) или О (а у) б качестве сомножителя, есть, очевидно, 
0(&7) (т.к. отношение каждого из этих членов к АЕ • стремит¬ 
ся к нулю при ДЕ^~0 ). 

С учетом этого получаем, что * 


откуда 


е '•= /+ аг + о(*?), 
е/т ХІЧі- - е/т 2*±°й*> 




ли 


АЖ & 


ЛЕ 


5** і * 


Это завершает доказательство того, что 





Тригонометрические функции, как ш увидим, могло ощ) ед влить 
*з;ерѳз экспоненту. Начнем с того, что выразим через экспоненту 
синус и косинус от вещественных чисел. 

Для этого запишем равенства 

€ 1,х г- ос>8 *Т + і ТС 9 
/) г зс • . 

Ь гг С0$ X X 1 іЛ 

(первое из них - формула Эйлере, второе ~ та же формула, в кото¬ 
рой всюду Ж заменено на ~ ТС. ). 

Из них находим:* 

е іх + е: и 

г ~ 


сез сс 


(23,1) 
















• Ч » 


* ЧГгг- 


-ГѴ'.п-^ггС'л'»--— -> 


і/д л ■- е 


-*Ж 


(28,2) 


А теперь положим, по определению. дай всех комплексных :& : 


о>5 ? = €І? _±ЛІ г 

*2 


( 28 , а) 


ьт,* = -_е_ 

81 ■ V 


(28.4) 


Очевидно, что дда вещественных Д* наши функции и м шь& 
совпадают о обычными (это следует из формул (28.1) и (28.2)К 

Так как и . выражаются через экспоненту, являю¬ 

щуюся дифференцируемой функцией, они даффѳрѳнцируеш (см. задачу 
28 - 1 ), 

Ршнв задачи к этому параграфу, Вы убедитесь, что да# синуса 
и косинуса в комплексной области верно большинство свойств .обыч¬ 
ных синуса и косжуоа (в частности, все тригонометрические тожде¬ 
ства ^ т.к. вое снж выводятся из тождеств, перечисленных в задаче 

28-3), ' • . 


В этих задачах функции $т' я со$ рассматриваются на все! 
области комплексных чисел. - • . 

|28 -іТ] Докажите, формулы 2 (оо$щ)^ - *л2 / ( ріп- е) — Со$% , & 

128-2Ддокажите, что 4м2.-ш . сш 2? ■- периодические функции 
с периодом . 2Ж ш что этот период - наименьший . . 
г | ЗВ— 3 1' | Докажите Формулы: 

■ а), у //& С Ж + іѵ) » п/ 1 %. со $ й/ ^ 2р/і й‘/ ѵ ■ 

■ б) Г 2 * №) ■» «и? 2 се>з ^ — &п, ъ - й/ 

{ЮЛ Найдите все комплексные решения уравнений: 
а) $/пт.^-0; 

•' б).-'. 2 ■- О, 

Верно ли, что ал? всех кстяѳкояих чисел & выполнено 

■іОронСіЬСТЭ-:;- | '?) Д ] - | • 

■ і; 7 ■ ♦ | И • % г . .< - 4 О, .л '*.» іО‘вК('Н: ' В 7- ’С.Г і'Ч-Т 1 *мЧі и**< іаАОЙ'Л. ■ 




1 






• . , .» •** 4 '** » л * ш 


~ ,57 - 

X, »®5 которых Іпг <*ссщ ж)** О . 

| ^~7 Л Докажите форйулу 

СС5вС * со$ (сі+р>) + ем (Ѵтдв)-т . 

Я** * 

2 %нъ %} ■ ^ 




б) Нэдшш?© фсфмулу для следующей суммы: 

$ю ОІ *- $т (*+р) /' &И (о(+ф) + .... *’ #>г * /г^) # 


§ 29, &ОГЕДЩ&І 

Раз ш ояредѳлшш показательную Фушшкю С 


можно попы- 


^Д^пть и обратное действие •• логарифмирование , Пи шрв 
делению, ?п ?• - натуральный логарифм числа % , то есть такав 

о.^елчнь, г которую надо возвести & , чтобы- получить 2 

' %сть 2 * + і*'**)- ге іѵ , еьъ .*+іи « 

Тогда Х = е*' А *ь *С**,*Ж 0*спш-. ' у 


которую надо возвести е , чтобы получить' 2 

2 * ге* е»Е~ Л '+ш 

= е* у <ЬФ Отсюда: ' 


Т * ^ ^ 




(28.1) 

(29.2) 


йз Равенства (29.1) следует, что Д* » ^ % . сдамо « 
же равенства С 6/ - определяется неоднозначно: ш можем 
только утверждать, что сѵи}(&іЧ^ **№^ (е^) , откуда 

У т У* ^ ^* гдѳ К €.Ж * Итак, определен не- 

однозначно. Коротко можно шшоать ; €п(%Га>*Ѵ+ ір2*У)} - 

- + і(/ +ЯТІІ& (лошрнфм иуда как и в вещественном 

случае, не определен), 

К ііршщшіе о неоднозначностью Ш уже знакомы: например, если 
* Действительное чясЬ, то число ^ , квадрат кото-* 
рого равѳн х * определено неоднозначно, однако можно выбрать 
однозначную ветвь 1 ’ функции у ^ \/Ъс (назчваечгую в школе 
мѳтическим корнем) на всей области определения квадратного кегчя 
т.е« не ьсэм тожестве %Ж ^ О . В области комплексных чисел 
дело обстоит луже-: невозможно, в частности, выбрать'для каждого 


- ч? •/ 



1*?п7л] Заштътѳ , что точке 3* лежит на срѳдшаом ідарпеадвду' 

шрь и отрешу а кошдаш О м ± . 


і 7-14»| Согласно сдредшшэдш косинуса, : > 

. ' 9 / У 

і’дѳ вектор № у; образует угод У с осью 

_ ГР 


У-І6. //«^ТІВоододьзуйтесь тем,что з,>і а -$д^ - _ 3. 

*•*:*:*: - : у ■ *«ч 

ШЗЛ Ответ: СЛ5 ('"- ^ } + і ьп, / -*Г\ 

У Л'Ч '"#*х % ГЧ й $ , ^ 

' ^ '■ Б 


[МПЗаметьте, что и>$ $у - 4$'^»., 5у ѵ- I $/«. Я/) , 
талеръ раскройте сжсбаи г лазоі части формулы Мучара дад 

Уу- іяпЦ/)* 


иѣ2А Исковое множество * срединный йѳрпендикудяі) к отрезку 
с концами ѵ и 4/ • „ 

йг.^1 Ответ» вол плоскость» кроме луче ] - -•■-•-; о 1 щ дэйо* 
витальной оси. * 


ІІЬ-УЭ ^раалашш следует, что 2 " дейетйитальдс л отри¬ 
цательно* Воспользуйтесь задачей 3-*7. 

ГЭ-ІЗ^ Представьте и в виде & запишите уравнение 

ь сдсгсійа дьул уравнений о дзІ 0 -т в л т од ыііг&и ле^згсстидн, 

І9-І7ІТ ) Сдан аз вазмсжта ответов: / УЧ’Ы ~ І/^2 > 

[і ~ Ы(и~г)щ 

. ' (Ш ^ ас сшюжите центр лараллелохраша в течке О .Тогда 
ь ѳѵо вершнах будут числа 2, И/, -2 > ~й/. Теперь найдите сѳрв 
диш сторон а Для нахождения центров квадратов воспользуйтесь 
задачей 9- Іб» 

{ібгІ-іЗ Искомое нре^бразевание •- осевая сашетрия* С какой 

ОСЬЮ? 

ІІОгУ Искомое преобразование будет гомотетией с крэффятев -* 
том 2, Как ов её центр? 

^Ог ІЙдІ Искомое арѳоора зевание - поворот«.• С квшы центром? 

*І / I • > то наше преобразование %дѳт пово¬ 

ротом нэ утаи іи у і . и наш центром? 

ПУЛ ОТ нас трагіувти* иаяр^) для. любом В . 

I ($Ю) - {((* Ч)4 * ф-*)г / <Г •• Л>./ * 


і* « ^ 


• ► -*«.*• - . .. *• л ^ ✓ - ,ѴЧІ.Л’< 


^П-2. Ответ: (еЗ) - і2-_? 

3 И - ІБ 

Б ^тих двух задачах у Бас получились оди¬ 
наковые ответы, значит, где-то Вн ошиблись, 

® тих задачах ответ получится одинаковый«, 
Л^Л ^глаенв снопе на стр, В 9 9 искомо© множество’ 
окружность, центр которой лежит на прямой г соединяющей 0 ж 

^ З ’ с * Ёсли ^ найдете даѳ точки окружности/ лежащие т 
■ сой прямой, то Въ" найдете её центр ш рвщуо. 

Воспольвуйгвсь гем, чыКеЩ >і <$-Л 
^подувайте, веж ягв да^ааа»), 

,а»іт?Р І! 8 ! 3 Н0Л0Са ” пв Р 0С 8Ч8нио полупласкосгэй &(%)<{ 

'..«„Я"'’™ иим " -«•»»»»« -Р»««- 

(Ж&іі Заметьте, что, если |г| = 1 , і- 0 і/* ~ Е 

14 -9.1 Ответ: 

~ !±ЫИШ^^,РЯ7Р%Г\ 

Л " Л ь , ѲОІШ ГУ /э 


аа 


/♦ 9сл ® ^>^7, 


+ і/ О 2 -4-& г 


/Тр7 




вам $ ^ О 


)-5^Всего'Ъущеотвузот 4 первообразных корня на 1 степени 


12 , 


Рассортируйте корки степени /2, из единицы в зависи¬ 
мое ти от иж порядіса, 

% . 

Л®оаьтв исколю сумщу за 

Ір^з Ищите ответ в виде У- а В , где €1 - постоянная. 

[16^3^ Задачу можно пер ѳ фор іѵ^лир овать так: трѳухюльшш ЙВС 
правильный о центром () , ѳс ш ш только если 

^ (ОАІ ~ /ОВІ ~ІОСІ у 

( О А + Об 4- Ос ~0 . 


Докажите, что. • 


это утверждение равносильно следующему: 










ад 


^иѵгодшшки , «*С , Л* - равнобедренные а угле* ;,ь 

(-М^ЗРазберите сначала случав, когда Я = 4 , * докалите, 
4,0 *Т*. случаѳ яаше! првофваоваяяв задается фикцией ц, --(>■- 

\У: У.) "оояодьзуЁтаеь рввзяотэон: 

іі-'ІІ. _ ;У г + 3 І-? : ?, 

гУЗ 2+3 ■ " 2 ~і7'з • 


[іб-И^Цредстазьтв это отображение в азда к( і‘ (а(л\ і 

|,Ав г/г ( * “ йооюшшвя). .4 х <? - Іарадмѳяьные'’ 

ыерьносы. <г 4 

Ом.указание к задана І5~*7 Я 
і[^ІѢ Из задачи І6~Х2а оладуат равенство 

/и ' т ) V ^ V 4 №)+А$*^Щг) +/ф) .. ^ * 0 

І0 * 470 А}) »і * «* «наем. Если нам удастся найти ,Л>{г% „ 

^фт), -о задача будет решена. 

• &-Заметьте, что уравнение шиѳѳт только сдан корана 

ь том и только том случае, ког^я /Р/ ! ^ л т , 

_ 9 . * ау * І Г А) ~ ^ тогда равно 

™ $ * 

ІіУгЛа^исло Ге принадлежит множеству значений функции Ам/а) 

“ гои ? олько тоы случае, когда существует такое г , что * 

у,/, # г ~ О. . Найми словам, множество значений функции 

- 8тй “ошетво хм а , зля которых, уравнение 
I Ѵ(Ъ)г^сс имеет решение* 

^^^Вооііольауйтѳсь теоремой Виета (задача 17 
ІШУ Воспользуйтесь неравенством 6.1 и тем фактом, ч*о 
№{_>І2І •‘ І Р К \7 .1 > і 

- Если ^ / г - *і * 1 2 | , і г *( щ |г/. 


0твот: Я (г) - на- г г - 4г+ іч , /? ( ? ) -- ж и . 

' * -І~~ } * 0Сі пользуйтесь теоремой Возу, 

ЁгУ Разладите Ба МНОЖИТ8ли: нА- ;г у с - 

( ::: ‘ 

[20-4,| Заметьте. что гѴгг 2 <-і - (г г +Л* 

№5;.| чтобы сократись дробь, надо найти мотели у 

чішедтеяя и знаменатили. 4 для этого, согласно «Афт і озу 
достаточно найти ах &■:»» порти. 

скобки в ырчг.ш наеѵл р^л»а„ия (20.2).. 


‘ , 7 

"к . 


І.і'ЛѵЁгІ разложении І2ь.2) об’ьѳдвши'рѳ в лары шоштвш , ооог- 
ветствующиѳ сопряженным корням. 

^ Поделите обе части ва с делайте замечу переменной 

V/ " ' ' 


Лусть Ъ ~ ф.% 11 'Ч і ъіп 72 0 * Заметьте, что: 

^ * 1 і ^ 2 Е’Ѵ ? : 2 +?: * (} К 

ШШ ^ сли 7. ~~і делятся на , то всякий то- 

рень аз едяьшш степени л является корном мз ѳдияшщ степени 

р *^ ^ пюгли, если <6 ~ первообразный корень із елиниіщ 

стѳпѳей РЪ (см* задачу 15-5), то Е т ^ { 

Воспользуйтесь формулой тя производной зколокѳятн 
й нравплом дифференцирования сложной функции. 

і 2 8-5 ,9 Ответ: нет» 

[28-7а Д Заметьте . что (сі } - # е (& іоі . (е ** I % ) 
Воспользуйтесь формулой суммы геометрической прогрѳесин» 

Вала й и ѳ іі 

Действия с комплексными числами ш комплексная плоскость 


шжжітт,лттм,' ** і- 9 і мі; 2-4? 2-5; 2«іо- 2-11* 

а-2; 3-46; 3-Л; 4-1 г 5-1; 5~3; 5-4; 6-3; 6-?; 6-Тг- ' 
Ь ~ ІЗ; 7 -Б- 7-4} 7-8; 7-9; 7-Ц; &-3; 8-5; 9-5; 9-10. 

І^швшшишік: ** 1-2; 2-12; 3-5; 3-8; 5-6; *-№; 
.5-1] ; 7-5; 7-16; 8-8; 9-13; 9-19. , ' 

Срои присылки заиания Л 


^шсдаіадшѳ-шааа г 


'зачет’' - решено 17-22 задачи; 
’4" - решено 23-26 задач; 

”5” - решено 27-29 задач. 

'4' - решено 6-8 задач; 

- решено 9-12 задач. 


/ 












64 . 


•*Л(Ь 


Задание № 

пункции и отображения комплексной плоскости 

_ ® ІО-І; 10-2; І0-5? 10-6* Ш~7; 10-8; 

і Х- га Х & ІІ-2; ІХ^б; л 1-7; 12^1 ; л.и**2; Х2—3;.Х2—4; 12—6; ХЗ-45; 
13~-7в; Х3~3а; 13-86; І3-8в; І3-8а^ * ' ' 

Штжщыт., щчи; Ж 10-9; 10-10; ІО-Ш* ІІ~ІІ;ХІ~І2| 
І2—:'| 12—8; 12-іО; 12—11*. Іб—2р Гб—3; Хб—8* 16—XX;; 


УЙІЖШІІШІ,^ІМЗД» "зачет" - решено не менее 14 задач; 

Л 4" - рѳгоян$ не манвѳ 18 задач; 

"5 14 решено не менее 20 задач • 

- решено 6-7 задач; 

" - решено 8-14 задач. ’ 

Срок щшешши задания I 

, * 

Задан ж е $ 

Корни из комплексных чисел 

Обязательные яащчщ-.т 14-2; І4-3;14-5; 14-6; 14-7; І4~8; 15-3; 
І5~8;І7-І;І7-2; Г?~3а;17-36; Х?-4; 17^6; 17-7. . ' • 

ІШШШадЩІ! •« 15-2.1 15-4;15-5; 15-6; 16-44; 16-46 
І(і~4в; І6~4г; Іб-ІЙа; 16-126; І6-І2в; І6~І2г; :І6-Г2д. 


.9 л зачет"- оадако Э-ІІ задач; 

"4" ~ решено 12-15 шщчг 
' а * - решены К- 15 задач, 

ДйШЯгЗ ЖйДШе. тюввч^ : * 1" - решено нс менеа 5" задач ■ 

° л - Р.ѳаано на менее э задач / 

Срок іф&одлзш задания Ш • 

‘Задан и-а & 

згіногочлеш • с комплексными' хозф$шдаен»ё&іУш ■ . * 
2 ЙШЗМШ^Іі№ 2^М Ів~І;І8~2; 19-3; 19-4; ХЭ-5;.20~І; 
20 ~%і 20-3;20-5;20-6;20-7;20-8;21-1;2І-5а,б; 21-6; 2І-9а. 

ДоШМЮЙМЯЬВЫЭ задачи :М і 8-4а ;.І8-36 ; 18-Зв; ІВ-4; 19-6; 21 -9; 
'і; 7-3;21 -4;21-7;21-8;21-96;2І-9в;2І~І0ѳ;21-106;21-На;2І-І Ж ,‘ 




ІШЙІ» "зачёт" -• решено не манѳз 9 задач, 
4; » решив о не менее 12 задач; 

•"о - решено 15-16 задач* 

ЗЩШШ* ЗГ ~ рвшѳйо * 6 3 ъад&ч; ■ 

'& - решено менее те сдач. 


Срок присылки задания В 


ЙК'Шда,* ншш &да 
2ВД27 . Мсюатѵ Зд'/Ьшегшь ^ 
5-шг^ ТйрвагВООО 


* а. 
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В настоящей брошюре изложены начальные главы классической теории 
цепных дробей в форме, предназначенной для заочного обучения интере¬ 
сующихся математикой школьников . Она может быть использована также, 
как пособие для работы математических кружков и классов, как основа 
для факультативного курса в восьмилетней и средней школе. 
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Яакшдав 1: Две загадки 


1Д. Известно приближенное значение числа пи, найденное 

Архимедом: гг % Н© почему выбраны именно седьмые доли, а н© 
шестые или, скажем, десятые? 

Поймем сначала, что значит дать наилучшее приближение к 
числу а с помощью дробей со знаменателем <*. Для этого надо найти 
такое р, что Ір/ф-<*| имеет минимальное значение. Графически это 
можно изобразить так: 



(Из двух дробей со знаменателем между которыми заключено «, 
выбираем ближайшую к а). -При приближении числа а дробью р/ч 
возникает погрешность (из точного значения вычитаем 
приближенное!). Д может быть как положительным (приближение с 
недостатком), так и отрицательным (приближение 'с избытком). 
Абсолютная величина погрешности называется абсолютной 
погршіН'Э©тью. Из рисунка І ясно, что абсолютная .погрешность при 
приближении дробями со знаменателем ^ не превосходит 1 /2ц . 
Приближение тем выгодней, чем меньше знаменатель о[ и чем выше его 
точность (т.е. чем меньше абсолютная погрешность). Поэтому 
выгодность можно оценивать отношением верхней границы абсолютной 
погрешности 1/2д к ее истинному значению |«*-р/д|, Это отношение 
А =(1 / 2 «*)/1 а-р/ч I * ; мы будем называть коэффициентом 

выгодности . Очевидно, что АВ»1, причем равенство достигается лишь 
в том (самом "плохом”) случае, когда А лежит точно посреди 
отрезка Ір/«ь(р+1 )/<*) (рис. 1). 

Соберем воедино результаты приближений я с помощью дробей 
со знаменателем от I до 10 в следующую таблицу: 


р/ч 

|А| 

А 

9/3-3,0000. 

0,1416 

1.2 

13/4*3,2500 

« 

0,1084 

* 1|2 

16/5*3,2000 

0,0584 

/ 

1.7 

19/6*3,1667 

0,0251 

3,3 

22/7=3,1429 

0,0013 

56,5(! 

25/6=3,1250 

0,0166 

3,® 

• 28/9=3,1111 

0,0305 

1,8 

31/10=3,1000 

0,0416 

1.2 


Видим, что приближение с ч * 7 резко выделяется среди 
остальных по выгодности (да и по точности тоже). Точность от 
приближения седьмыми долями оказалась в 16,5 раза больше, чем 
заранее можно было бы ожидать. Для того, чтобы добиться такой 
Точности, исходя из неравенства |д| х 1/2$, пришлось бы взять 
д ш 238(1), Теперь ясно, почему Архимед взял именно седьмые доли, 
а н© какие-нибудь еще. По задача на этом не кончается. 

Много лет спустя голландец Меций нашел новое приближение 
к % |||, которое обладает темя ж© свойствами, что и приближение 
Архимеда (т.е. дает гораздо большущ» точность, чем дроби с 
близкими знаменателями).. 

Задача 1. Найдите коэффициент выгодности дая, приближения 
Меция (Для справок: п & 3,14159265350) 


1.2. На земле есть две естественные единицы измерения 
времени: сутки й год. По последним данным 

1 год * 36!* суток I часов 4$ минут 46 секунд, или 
1 год * 365,24:119$ суток. 

При составлении календаря нельзя не учитывать лишние 5 часов 
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4І минут 46 секунд и считать, что в году 365 дней. Это привело бы 
к тому, что каждый новый год Земля бы начинала в разных точках 
своей орбиты. Такой календарь был бы полностью непригоден для 
решения основных задач, перед ним стоящих: определению сроков 
сельхозработ, каникул и начала учебного года. Есть и другая 
возможность - считать, что некоторые годы имеют по 365 дней (это 
простые годы), а некоторые по 366 (високосные). Тогда, чередуя 
простые и високосные годы, можно добиться того, чтобы средняя 
продолжительность календарного года сколь угодно мало отличалась 
от истиной о Но нужно, кроме того потребовать, чтобы график 
чередования коротких и длинных лет был не слишком сложнымТаким 
образом, перед нами снова задача об отыскании хороших приближений 
с небольшими знаменателями. 

Первое решение этой задачи принадлежит Юлию Цезарю (точнее, 
александрийскому астроно?ау Созигену, сделавшему это по его 
приказу). Он постановил считать високосным каждый четвертый год. 

Такой календарь получил название юлианского. Средняя 
продолжительность юлианского года равна 365 4 дней = Зб5дбч, 
т.е. на 11 минут 14 секунд больше настоящей. 

В 1582 году папа Григорий ХШ, пожелав исправить эту 
неточность, произвел слудующую реформу календаря. Чередование 
простых и високосных лет сохраняется, но с такой поправкой: вели 
номер года оканчивается двумя нулями, а число сотен не делится на 
4, то такой год не является високосным (например, 1600 и 2000 
годы - високосные, а 1700, 1800 и 1900 нет). Кроме того, считая, 
что с начала летоисчисления набежала ошибка в 10 дней, он 
прибавил их. (Сейчас разница между старым (юлианским) и новым 
(григорианским) календарем составляет 13 дней). Так как по новому 
календарю високосными являются 97 лет из каждых 400, то средняя 
продолжительность григорианского года равна 

I Гр. ГОД * 365 д^ д = 365,2421 д « 365д 5ч 49м 12с, 

т.е. отличается от истиной всего на 26 секунд. Приближение 
довольно хорошее, но можно ли говорить, что оно в каком-нибудь 
смысле является наилучшим? 

С ответом потерпите до следующей лекции. 
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Лекций 2: Понята о цепной дроби 


2.1. Определения и примеры. 

Цепной дробью (конечной) называется выражение вида 



Для экономим места мы будем для выражения («•) использовать 
обозначение Іа„ ;а, ,а,,... ,а п І ,а п ] ; числа «„.а, ,а,,... ,'а п , ,а п 

называют элементами цепной дроби (*). 

Покажем сначала, как по- любому числу о построить цепную 
дробь, элементы которой (кроме, быть может, а 0 ) натуральные 
числа. Представим а в виде а = а 0 + Г|, где - целое число 
(целая часть а), а г, - положительное число, меньшее 1. Тогда 

целая часть числа ^ больше или равна 1 и мы можем напмс&ть 

цепочку равенств: 






© *'-т г < 1 

© я Г 2 < 1 

0 і г, < 1 

• ее 

° і Г к < 1 


а, - целое 


а 1 *®3 • * • • * а |,-1 “ 

натуральные числа 


Собрав этн равенства вместе, получаем 


&4 


1 







а еедм г к при каком-нибудь к обратится в О* то ми получим 

разложение числа а в цепную дробь» элементы которой а 1 ,а 2 ,«;: ,а к№І - 

* 

натуральные числа (это, разумеется, возможно лишь тогда, когда а - 
рациональное число)» Если же г к никогда не равно нулю» мы можем 
продолжать этот процесс разложения без конца и получим бесконечную 
цепную дробь с натуральными элементами [а 0 ?а 1 ^ ,а 3 ,. •.,3^). 
Заметьте, что ш этом случае равенство 

. ® 9 І г *2 і **•»*)(••’* ) 

мы написать пока не можем» так как еще не знаем, что такое 
значение выражения, стоящего ѣ правой части равенства. 


Ч 

а 
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Рассмотрим пару примеров» 

I е . Пусть в - Ц, тогда моем 

М - 2 + іі 

Ц - 3 + $ 

І “ 1 + I 

| в о + о, так как появился О* разложение заканчивается» 
Собираем все вместе: 


— » % * *-Г - 

= *! , + щ 

іерь в 53 /г, тогда 


= [2;ЗД*в1 


/3 


2 . Пусть теперь в = у 2, то 
* і + (/г- 1), 

- « /2 + 1 * 24 * (/* - 1 ) 


- 1 


и + 1 * 2 + С/ 2 - 1 ) , 

У 2 - 1 

• •»••**••*** 

Таким образом по числу /3 мм получаем такую (бесконечную - 
это согласуется е иррациональностью т/~2 ) цешіуіэ дробь 

/ 2 — >14—-Ц- 



+.* 


|знак равенства вместо стрелки мы пока еще поставить не можем- 
См, ). 

Можно ли утверждать, что дробь» построенная по рациональному 
«, всегда конечна? Йа, можно. Ведь в этом случае т г ,г 2 ,•.«.,г к - 
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рациональные числа, числители и знаменатели которых умен ьшаю тся с 
ростом к (докажите!) Поэтому мы в конце концов придем к случаю, 

когда какой-то.из ^ - целое число, тогда г к+1 - о и разложение 
закончится„ 

• 

Другой закономерный вопрос - а нѳ могут ли разные (конечные) 
дроби иметь одно и то же значение? Могут - например, разложение 



т.з. мы можем от последнего элемента дроби Га :а .а » і 

** Обратно, единицу 

стоящую в конце цепной дроби, мы смело можем приплюсовать ’ к 
предпоследнему элементу, не изменив значения дроби. 

Легко доказать (докажите!), что это - единственный случай, 
когда разные цепные дроби могут иметь одинаковое значение. 

2.2. Подходящие дроби. 

Если у цепной дроби (*о^ а і *®2 * * • • » а і(-і • •],* * ,а п) отбросить 
первые к ее элементов, то получится дробь (0^...*^), значение 
которой равно определенному выше г к и называется к-тым остатком 

этой цвпной д Р оби • (Здесь нужно остановиться и чуть-чуть подумать 
а почему это х* к и то которое было раньше — одно и то же?) 
Если мы теперь отбросим в цепной дроби все элементы, стоящие 
после элемента а к , то получится конечная цепная дробь (она будет 
конечной, даже если исходная было бесконечной), значение которой 
называется к-той подходящей дробью исходного числа а Ічш 
исходной дробью). 

Итак, по определение: 

8 к * ^ а в» а іі^ »**м\1 - к-тая подходящая дробь, тогда 
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Примеры. 

1°, Подходящие дроби к ^ ■ (2;3,1,б] % 2,259 - это: 

8 0 - 2 - 2 , ©00 

8 2 + ^ 8 ^ ^ 2,333 

§2 2 + = 2 + ^ *' || ^ 2,250 

З+і 



% 2,259 


Т , Подходящие дроби к V’ 2 —► [1;2,2,2,»««] : 
8 0 * 1 88 1,0000 

8 , = 1 + | « | - 1,5000 



Учитывая, что V 2 = 1,41421356..., замечаем, что-и в первом,, 
и во втором случаях подходящие дроби ‘дают довольно хорошее 
приближение к исходному числу а с довольно маленькими 
-знаменателями. Кроме того замечаем, что Б ѳ является приближением 
с недостатком, Ид - с избытком, - € недостатком, і 3 - с 

избытком и т.д., т.е. число а всегда заключен© между 5 к _ 1 и - 

соседними подходящими дробями. 





Зт© наблюдение является общим» Более того', подходящие дроби * 
дают не просто "хорошие 48 а в некотором смысле’ "наилучшие" 
приближения. 

г 

• 

Теорема. Если %/% - подходящая дробь (все - дроби 

всегда предполагаются несократимыми) к числу а, 'то абсолютная 

| приближения .с % является наименьшей 

ч к 

среди всех дробей с© знаменателями не пре вое ходящими ч к . 

* 

Это не единственно® к далеко не самое интересное свойство 
подходящих дробей. Подробнее мы ими займемся на следующей лекции, 
ш пока 

2.3* Разгадки загадок'Архимеда и календаря 

I®, Разложим число я в цепную дробь (т.к. я иррационально, 
эта дробь бесконечна, но.нам хватит и нескольких первых членов 
разложения): 

* - 3 ♦ 0,14159265... » 3 

я —> [3;7,15,1,...|. 

Подходящие дроби 

« 3, 8 1 » Щ 9 ш 2 » 8 3 ш дают ответ на вопрос о 

приближении Архимеда, а заодно т Меция. 

2°. Поступим так же и с длиной года: 

Збід 5ч 4©м 46с - 365,242199 д « [365;4,7,1,3,5,20,6,12) д. 

Каждая из подіодящиж дробей дает нам решение проблемы календаря. 
Соберем данные в таблицу: 
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погрешность |а- |х/с р 
















Лекция 3: Свойс шт ікдаодяцых дробей 


3.1. Закон образования подходящих дробей 

Рассмотрим цепную дробь Іа 0 ;а, ^ ,. ..,а л . •.) {конечную или 
бесконечную - все равно). Іьшмшм несколько ее первых подходящих 
дробей: 


Са л ) 


I. * [а 0 ;а. ) * а л + « 


*2 - І« 0 *а, ) * а 0 + 


а->(®л*і+ 1 ) + ві 


•2*!+! 





а . + 


к^+і-і 


•о< в і 4 і:-) +1 


■1 а 


(последнее равенство было получено подстановкой э выражение дли 
8! суммы а|+ вместо & А ). Пусть р п и ^ п - числитель и знаменател 

п-ной подходящей дроби Б п . (Мы считаем, что р п и ^ - это 
числитель и знаменатель дроби, полученной приведением исходной 
цепной дроби І^ 0 ?а 1 ,а^ 9 .. в ,а п ] к обыкновенной без последующа 
сокращений. Несколько позже мы увидим, что . эти дроби 
несократимы). Тогда имеем': 

Ро * % т 1 $ 

р, - а 9 а,+1, <*,“«,* 

р 2 * а 2 (а 0 а 1 +1)+а 0 , ц 2 = 4*1 

или, с использованием двух предыдущих строк 

5*2 - ®гРі +*»<>* ' 42 - <У*1+<Ѵ 


Аналогичная формула имеет место ' и в общем случае. 
Рассмотрим, например, 8 3 : 

3, - Г. 0 ; Ѵ а,,« э і » [- 0 ;. і4 « г 4-і ,* подставляя в формулу 


р 2 ®2*Ч+Ро • .і 

= выражение а,4- ~ вместо & 2 , получаем 


(«2+ ІГ)^+Р 0 


< а 2 + ІГ>Чі**< 


»3( а 2Рі^ 0 )^і _ «зЩ 4 »! 
а з( а 2 4і 4 4») + 4 1 “ а г Ч2+41 


(>мы воспользовались формулами дмш р 2 и ч 2 ). Отсюда р 3 « * 3 Р 2 +Рд и 

«3 в * 

Теперь, используя эти равенства, мы можем получить формулы 
для р 4 и ч 4 , затем для р 5 и ч 5 и т.дз 1 общем случае имеем такой 
закон образования подходящих дробей* “Ч 



(он позволяет вычислить числитель и знаменатель п-той подходящей 
дроби по известным числителям и знаменателям двух предыдущих и 
элементу а п )„ “ 

Этот закон позволяет • существенно * упростить процедуру. 
вычисления подходящих дробей. Для этого удобно составить таблицу. 



очередной (п-й) столбец которой получается так 

умножаем (п-І)-й столбец-на а п ш прибавляем (п-2)-й. 
Пример. Найдем подходящие дроби для а ® (2;3,1,5 Г 4). 8 0 и 8 Х 
придется вычислить руками: 8 0 в 8 3 * Дальше 


*“Чіетод, с помощью которого доказан этот закон, называется методом 
математической индукции. Для знакомых с этим методом полезным 
упражнением будет проведение доказательства по всей форме. 
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(вычисления проведите сами). 

Полезное замечание Необходимости вычисления р 1 и можно 

избежать* если применить одну ' маленькую хитрость. Положим но 
определению р ? = 1, * 0 (Что такое 8 |, мы ие определяем, 

т.к. | лишено смысла» Но это нам и не потребуется). Тогда формулы 
основного закона будут справедливы м при и я 1 (раньте лишь при 
па 2. Действительно, имеем р і « а 0 а 1 +1, ц, *® ; р 0 88 & 0 * %■* 1 

(см. конец стр. ), Тогда ’р 4 « ^Рф+Р.і» % ** ^до^- і » что и 
требовалось. Начало таблицы из примера теперь можно переписать 

так: 



' Следствие І. Если , элементы а п цепной дроби — натуральные 
числа, то ее знаменатели возрастают. , 

Действительно, «, - . Таким 

образов у . ><&что и требовалось» 

* : 

- I 

3,2, Разность мезду сосад«?ші подходящими. 

ч 

Найдем разность 8 |!ж1 -“8 а : 

8 -8 « —і 1 «. ® — -- 1 ” . Обозначим числитель 

І»-І в Ч п Ч п %»41 

°в ш рассмотрим его повнимательнее. Согласно 
формулам закона . образования Ш и * Р* 4 і%Г*Л*і ш 

- (•,ні'А.іК^,<Ч*ЛЧ.і» ж 

а ®п + 1 Рц^п^в *! а 

■ ” -®..і 


* * 



Получилось., что О п ® “О п4>1 ; применяя это равенство 


раз, 


получаем 


Ц в «.Л 
п п« 1 


«. (-і)"о 0 • 


>о Е РіЧо'РоЧ, * (*іѴП<1-*іе с - 1, т.е. 0„ = (-1)". 


Итак, 


Рп*1%Г^»*п*1 к С-1) 


д.^ д и д^д^ * 3 ) 

ііі этих двух формул (они, очевидно, являются следствиями 
закона образования) следуют многие важные свойства цепных дробей. 

Вот одно из них: 

щ 

* 

Следствие 2.. Подходящая дробь Р а /д а несократима. 

Если бы р п и д п имели общій делитель к, то левая часть 
равенства (2) делилась бы на*к. Но ©на равна ±1, отсюда к тоже * 

р 

равно з*& и дробь ~ сократить нельзя-. , . 


3.3» Сравнение подходящих дробей. 

Разберемся с тем, что произойдет с цапкой дробью (конечной-), 
если один из ее элементе® увеличится. Рассмотрим два- случая: 1) 
увеличился элемент с нечетным номером (скажем а 3 ) и 2) увеличился 
элемент с четным номером (пусть ) е 

.1) Йели а, увеличился, то г-4— уменьшилось, *ц+ -4— - 

~ ^ . ѴІЯ-. - 


®* + 


•| + 


«і+'стг:. 

•ш 



- уменьшились. 


тоже 


увеличивается 


V 





Итак, с увеличением элемента а п значение•дроби увеличивается 
при четных п и уменьшается при нечетных п. 

Вспомнив теперь, что для разложения произвольного числа а в 
цепную дробь справедливо о * (а 0 ;а 1 ,а 2;| ... ,а п1 ,а п +г п ), где г п - 
п-й остаток (лекция 2 , стр. ), получим, что при нечетных п 

значение в больше значения п-й подходящей дроби 5 П , а при 
нечетных - меньше. Учтя также, что 8 П является подходящей дробью 
не только для а, то и для всех 5 к , п$и к>п (почему?), 
окончательно имеем цепочку неравенств; 

• •^32 к '^е * 9 (^) 

Т,е. значения подходящих дробей 8 п с четными номерами 
возрастают.с ростом в, оставаясь при этом меньше а, а значения 
подходящих дробей с нечетными номерами, оставаясь-при этом больше 
® 9 убывают. 4 

Отсюда следует, что а всегда лежит между 8 п и 8 П-1 

• - 1 -- И |Ѵа] * | 8 ^ п+1 |> 

* *П4* 



Из формулы (3) немедленно получаем 


С^ЩСТВИв 3, [о- I 3 — (3) 

, *п ч п“п + 1 

(абсолютная погрешность приближения а с помощью п-й подходящей 
дроби не превосходит величины, обратной произведению знаменателей 
п-й и п+1-й подходящих дробей). Вспомнив (следствие 1), что 
знаменатели возрастают, можем написать: 

|а- | і 2 » откуда коэффициент выгодности этого приближения 


. Р <1 

(см. лекцию 1 ) X « 25 - /|а- ~ | > у 1 


3,4. *Наилу^шесть приближений подходящими дробями”* 

Теперь у нас все готово для доказательства теоремы, 
сформулированной в лекции 2 (стр. 44 ). 

р р 

Пусть ~ - п-я .подходящая дробь к числу «ж, а - - 

произвольна! дробь, знаменатель ч которой меньше д п . Тогда 


наилучшесть приближения а ъ 


означает, что погрешность 


. Р , 'р 

— I больше, чем |а - |. Докажем это. Для доказательства 

неравенства \а - - | > |а - ~ | достаточно доказать, что 
Р 2 П 

|а - ^ | > - , так как в силу следствия 3 

П 4-1 


1 і **п 

^п ч п+і * ~ ^ І» Изобразим интересующие нас точки на прямой 

пт.лжы., л п №.. А Г> - - Л Л ^ .. :іь , ^ __ _ Рцф^ 


м отметим заодно еще точки Ли®, находящиеся от 


расстоянии 


Р п + і 


^«♦1 


Чп^-а * 


Рп^І 



® 1 



«П *П 4-1 


. і- 

<*« %*х 


1 


Если мы теперь докажем, что точка - не принадлежит отрезку 
[АВ], то это позволит утверждать, что расстояние между нею и 

кочкой & (т.е* ~ |) больше - -1 ? т.к . либо на отрезке 

р 4 Р ”п**п + 1 . 

Гд »«1 (э случае, если - левее Іи 

лежит отрезок длины гг-^— (отрезок [Д, ] в данном случае), 

*П *П 4-1 “уі 

либо такой отрезок лежит на отрезке (а,- ) (в том.' случае, когда 
- лежит правее В: 

Нам осталось доказать наделенное утверждение. Для. этого оценим 
разности | ~ - 5 ” I и I 5 “ (•^Прежде всего заметим, что 


Р 

й Ч 


П 4-1 




они 


у 

по равны 0 , так. как из равенства - 


' р р 

следует сократимость —• (или 

Ч п **!» 4-1 


Рп , Р 

С (ИЛ " « 


Р«*х 

ч» +! 


невозможно 


следствию 


~ ) (так как Ч«| П <Ч П+1 ). что 
твию 2 . Итак, 


Іі- 

5:1 

■ - -га - п - ■ 

чч„ 

> тт-і — . Аналогично» 

%А + 1 

1 р 

р п+ і 

I ІРЧп+і-Рп+1 

ЧІ 

мм ^ 

Л, > 1 

ч%,,1 ЧпЧп+Г 

! ч ~ 

«п + » 

1 " ЧЧ П+ 1 

— 2 


Поэтому точка р/д не принадлежит отрезку АВ (из первого 
неравенства следует 5 что она удалена от ” больше, чм на 

р л 

— * ѵ.е. Ііе принадлежит (Д 9 ], а из 'второго - что она 

"п”п+1 _ ”п+1 

Р й 

не принадлежит отрезку [ — 9 В)), ? Іто и требовалось доказать. 

"п 


Итак, среди всея дробей р/д 


знаменателями, 


превосходящими наименьшую погрешность в. приближении « % — 

р 

имеет подходящая дробь 

ч п 

Однако существуют и други© дроби (не являющиеся 
подходящими), дающие наилучше© приближение к а, чем любая дробь с 
меньшим знаменателем. Например, из таблицы.на стр. (лекция 

1) видно, что таким свойством обладают приближения к ж: я % 

* ^4» п * ^5* 

Приведем бѳз довсават©л^ства с 1 две более сильные теоремы: 

(і) Коэффициент выгодности X * ТТаГа^іГ'І для подходящей дроби 


... 2|д п а-р н | . . . 

больше, чем для любой другой дроби с меньшим знаменателем, 

.(П) Обратно, если для приближения а % В * .коэффициент выгодности 
X к* І ' |да~р | больше, чем для‘всех дробей со знаменателем, меньшим 
д, то р/д - одна из подходящих дробей іс -я, 

Т.е, иметь большой коэффициент выгодности ~ это монополия 
подходящих №ШЖ* _ 

«Гример, Рассматривая ту же таблицу со стр. 5" , мы видим, 

что приближенна * ъ Щ имеет наибольшую выгодность среди 
приближений дробями со знаменателями, не превосходящими 7. 

теорема (И) в таком случае позволяет утверждать, что дробь Щ 
.яддхрдящей . к _* .„н е^пр оизводя пазлр жения,_ ? 

Все доказательства можно найти в книжке А.Я.Хинчнна “Цепные 
дроби", Москва, й Маука% 1978 г. 


Лекция Перше приложения 


4,1. Мы сейчас займемся решением уравнений вида 

ах+Ьувс (.*) 

в целых числах. Уравнения такого вида часто приходится решать ѣ 
различных жизненных ситуациях (Примеры: отлить 100л с помощью 8 и 
11-литровых сосудов; заплатить в кассу 1 рубль, если у Вас на 
руках только купюры по 19 рублей, а у кассира - по 7 и т.п.). 
Решать такие уравнения нам поможет доказанное на прошлой лекции 
равенство ' 

Р» + |%,-Р П Ч»,1 - (- 1 )* <**> 

для соседних подходящих дробей. 


Вот как с его помощью можно найти решение 
19х - 7у * 1. Разложим в цепную дробь и найдем 

Имеем: Ц * (2;1,2,2], . ^ - $, ^ • |. 


решение уравнения 
найдем подходящие. 

Имеем: * (2;1,2|2), . ^ « Щ, 

Применим равеЕіство (® а .) при т*2: 19* 3-8* 7«(-1) 2 , т.е, пара х*3, 
у**® удовлетворяет нашему уравнению. Ясно, что равенство (•*) 
позволяет райти одно решение уравнения (®) при с=±1, ко как найти 
ас© решения? А как быть в том случае, когда с*±17 
С этим мы сейчас разберемся. 


4.2. Рассмотрим несколько случаев. 

1. Коэффициенты а и Ь уравнения (*) имеют общий делитель к, 
отличный от ±1, І этом случае левая часть (*) всегда (при любых ж 
и у) делится на к. Поэтому, если о-(правая часть) т ділмтся на 
к, то уравнение решений не имеет. Если же е делится на к, то 
можно разделить на к обе части уравнения. 

Итак, либо уравнение С®)' и© имеет решений в целых, числах’ 
(как, например, в случае уравнения ,4бзс-9у=5), либо его можно 
привести к уравнению того же вида, но уже с взаимно простыми а и 
Ь (например, уравнтс6зс-9у=12 приводится к уравнению 2х-3у*4). 

П, Коэффициенты а и & уравнения (*) взаимно просты (т.е. не 
имеют общих делителей, отличных от &1), 

Этот случай разбивается на два: 





11) коэффициент с равен 0. Тогда уравнение (*) имеет вид 

ах4І»у«0 (***), 

Все его решения легко находятся, Имеем х = - ^ и, т.к. х- целое 
число,..а Ь - взаимно прост© с а, у делится на а. Т.е„ у=1а, где 1 
- произвольное цело® число, а ж = - -^ = -іъ. Итак, все решения 
уравнения (*®$) таковы: 

х=-іЪ # у=1&, 1=*0;±1;±2;... 

ш} Пусть теперь с*0 и пусть х 0 ,у 0 — какое-то решение 

уравнения (*). Если ,у 1 — тоже решения этого уравнения, то 
вычтя из равенства ах^ Ъу^« с равенство ах 0 + Ьу 0 = с, получим 
*(х 1 -Хр) + Ь(у 1 -у 0 ) и 0, т.е ? ( х і“ х 0 ) , (У 1 “У 0 ) - решение уравнения 
с нулевой правой частью. Но все решения такого уравнения мы уже 
'нашли в случае 1), Поэтому х 1 ^х 0 * -1Ь, у 1 -у 0 т іа, где ' 1 - 
некоторое цело© число. Отсюда ж % = ж 0 -1Ъ, у д * Понятно, что 

ісе Х |»У|* получающиеся по этой формул© при различных целых 1, 
являются решениями уравнения (®) (нужно только проделать все 
выкладки в обратном порядке). Значит, зная какое-то решение 
уравнения (*), №5 можем найти все его решения по формулам 

х±х 0 -1Ъ, ^у 0 41а, 1=0;±1;±2;... 

! ' г 1 —■® ®зять это какое-то решение?: Здесь нам помогут цепные 

‘Дроби. Пусть сначала с-1 или с=-1. Тогда,' как од уже видели, 
достаточно разложить число -а/Ь в цепную дробь: послздшѵі 
подходяще# дробью будет -а/Ь а предпоследней -как раз дробь 

нужное решение. Зная решение х 0 ,у с для с- 1 
(или—1), легко указать одно решение и для любого другого с: это 

будет сХф , су 0 если ах^+Ьу @ в 1 ( или соответственно . -сх 0 ,— су 0ѵ . 5 
если ах 0 +Ьу 0 *-1). 


Лекция 5: Бесконечны® цепшвѳ дроби 

5.1. У нас все готово, чтобы придать выражению 
[а 0 ;а 1 ,а 2 ,... ] с натуральными а 0 ,. . * ,а п ,... конкретное числовое *> 
значение. Из неравенств 5 0 < 3 2 < 3 4 <»■>.< 3 5 < З 3 < 3 2 , где 3 А - 
соответствующие подходящие, следует, что значение нашей дроби а 
должно находиться где-то между четными и нечетными подходящими. 
Ко где? 

% 

Можно, например, по аналогии с бесконечными десятичными дробями, 
искользуемьшн обычно при записи чисел, положить а равным пределу 
четных подходящих (т.е. приближать а с недостатком). Но тогда мы 
незаслуженно обидим нечетные подходящие (приближения с избытком). 
Но, к счастью, пределы последовательностей верхних и нижних 
подходящих дробей совпадают (это следует из того, что разность 
между соседними дробями |З п+1 - 5 П I * —" становится сколь 

угодно малой с ростом п), и мы можем, не ограничиваясь только • 
четными или нечетными подходящими, положить значение бесконечной 
цепной дроби по определению равным а = Іім З п « [ а 0 »%» а 2 * *••1 • 

П —>00 

Ясно теперь, что если дробь (а 0 ;а і# .*. ) построена по числу а 

(раньше мы писали а ->(а 0 ;а 1 ,*..]) , то именно это а и окажется 

значением этой дроби. 

Итак, мы научились записывать все действительные числа в 
виде цепной дроби. При этом рациональные числа записываются а 
виде конечных дробей, а иррациональные'- бесконечных. 



5.2. Периодические дроби. 

Разлагая в цепную дробь числа Ѵ~2 у/~1 , 2 " и 

т.д., вы замечали, что получающиеся дроби являются периодическими 

(т.е. их элементы с некоторого места повторяются). Гаким свойством 

(разлагаться в периодическую дробь) обладают ©ее квадратичные 

Г" 

иррациональности - числа вида в " г Д е а ,Ь,с, <і - целые чис¬ 
ла, причем а - не полный квадрат. Квадратичные иррациональности ха- 


4 


р&ктеризуются тем, что они (и только ©ни) являются корнями квадрат- 
нызс уравнений с целыми коэффициентами. 

Докажем теперь обратно© утверждение і всякая периодическая 
цепная дробь представляет собой квадратичную иррациональность 
(т.@. квадратичные иррациональности имеют, хоть и бесконечные, но 
в некотором смысле довольно простые разложения, в отличи© ©т веек 
других иррациональностей). 

Итак, пусть а в [©0 |а Е ,«. 9 ,,Ь| і • • <» 1 1', р]Ь| ,... , І$ й , ѵ • • | “ 

периодическая цепная дробь, и пусть р ■ 

« [Ь, ,Ь 2 ,. •.,Ъ п ,Ъ Е ,..»,Ь П ,... 1, тогда имеем 

р . Ь 1+ 1 С _ ■ - Ь 1+ : 1 

- 2 ’*,+••• 1 , г + V 


ь 3 +, 




’і^Г) « о 


откуда после приведения правой части к виду обыкновенной дроби 
ЩШ » где А,в е с 6 0 -■ натуральны©, получаем р * §|| : § или 

С0 2 +В/?«А/?+В* Получилось квадратное уравнение на р , откуда р - 
квадратичная иррациональность. Но ч 


в * а 0 + 


а^ 4- * • .« 




поэтому, уничтожая поочередно иррациональности в знаменателях, 
получаем, что и «г - квадратичная иррациональность. Что и 
требовалось. * 


5.3* Один пример. Рассмотрим равнобедренный треугольник ІШ€ 
. с углом при вершине С в І0в° * 

• Найдем отношение основания АВ к 

\ I \ боковой стороне ШС с помощью 

л~л . - - У .XV ^ разложения в шепну© дробь. Ясно, 

-4 что &в > вс, но 1 -вс « Асдас > дв в 

силу неравенств* треугольника. Поэтому, деля АВ йа ВС с 
остатком, получаем ДВ ■ вс 1 4-АС 1 ^ где вс 1 ■ ВС, а Ш % < ВС. 
Заметим теперь, что образовавшийся треугольник А< 0 Е 0 подобен 
исходному АСЕ (так как треугольник СВС Е равнобедренный, углы ВСС Е 

ш С 1 ВС равны « 72®, поэтому углы треугольника АС Е С 


ѵ* 


таковы 36°; 14№ ѳ -“72® в 1СШ° и* 108®“72® в 36 ѳ ) . Разлагая, получаем: 


В^+АС- 


1 4 - 


1 4 - 


1 4 - 


1 4 - 


...» 1 4 * 


1 4 - 


,1 4 - 


Вычислить же значение дроби [ 1 ; 1 , 1 , 1 , •. • ] очень просто: 

«■ 1 + -^—У— * 1 4* ^ , откуда* а 2 - а - 1 * 0 и а * 

% ... 

Г* 

(отрицательный корень отбрасываем). Итак, ||І * * ^ ■ 5 Д 

Проведя биссектрису угла С, можем заодно. найти сов 36°: 

* 

со. 3«° - •- І-±^~ І. 

Задачи , 


со® 36 


1. Разложить в цепную дробь: а)^-Ц ; б) ; в) 1,23 и найти 
подходящие дроби. 

2, Привести к виду простой дроби 

а) [1;1-,2,1,2,1,2], б) [0;1,2,3,4,5]; в) [5;4 # 3,2,1).*. 

Зо Разложить в цепную дробь: а) Ѵ^З , б) і/"І 9 в) т/ 7 , г) У^ІЗ, д) 
5+/І ' ' ". • 


М . 


4. Вычислить значения дробей:-а) ( 1;2,2,2,2, ...]; б) [2;і с 2,1,2, .«0 

в) |1;1,1,««.1; г) [ &; а, а, а,. } д) [а;а,Ъ,а е Ь, 0 .„|; 

в) (1 • 2,3,1, 2 , 3,1,2,3, • • • ] ; ж) [ 3 1 2 , 1 0 3, 2», 1,3$2,1, • • • ] . 

5. Найти рациональное приближение: а^к т/І5 с точностью 0*0091; 

б) к /з с точностью 0,001; в) к •/То с точностью 0,00903, 

6. Заменить число уу-| дробью с наименьшим знаменателем так, 
чтобы погрешность не превышала 0,092® 

?. Решить в цшіых числах уравнения: а) 70х 4^ ЗЗу «11; 
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6) 129х - 53у = 2. 

Решить в натуральных числах і а) бОх 
6) 12х + 7у ■ 200. 


- 91у ^ 


9. Сколькими способами можно разменять 100 рублей : а)на 3-х и 5-тм 
рублевые бумажки? б) на 5-ти и 8-ми? в) на 6-ти и 9-ти? 

10. Пусть а * [а 0 ;а 1 ,а 2 ,... ] . Чему равно ~ ? 

11. Не вычисляя значения дроби, найти 

(4|4(4|4|о & с41 х 21 [8|3р8,8,-«-, %1 5 2 


при а) четном п; б) нечетном п. 

12. Найти отношение стороны правильного 10-угольника к радиусу 
описанной окружности, 

13. Иванушка Дурачок борется со Змеем Горынычем, у которого 1989 
голов. Махну© мечом налево, Иван срубает 5 голо®, взамен 
которых вырастает 9 новых, а махнув направо - срубает 20, а 
вырастает 8. Ешіт все головы срублены, новых не вырастает. 
Может ли И.Дурачок победить З.Горыныча? (Махать можно в любом 
порядке - например, сначала 3 .раза налево, потом раз 
направо.*. Если голов меньше 20, то махать можно только 

налево, а если меньше 5, то вообще нельзя. Будьте осторожны!) 

р ' Ч Р 

14. Доказать, что дроби =-— и — несократимы ( тг- и 

р п + 1 . ч п +1 ч п 

- это соседние подходящие). 

ч ^+і * 43 

15. а) Решить уравнение [1;х,3,4] " . 

б) Решить в натуральных числах уравнение 
30(4ху + 4у + х + 5) = 43(4ху + X + 4) 

16. Решить уравнение 7|муд + ж + л) « 10(у^ +1} в натуральных 
числах. 

17. На плоскости в точках, обе координаты которых целые числа, 
растут деревья с диаметром ствола 0,001. Доказать, что если 
охотник выстрелит из Начала координат, т© пули обязательно 
попадет в одно из деревьев. 


/ *п 

несократимы ( — 

**п 


- это соседние подходящие). 




--гг - 3 - ■ ? - 
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направлениях (см. ряс, 234 Вы, наверное, уже поняяи, как можно 
вывести Формулу плошади любого выпуклого миогогоудщлка ; . Надо 
взять кая у ю-нкбудь его вершпіу и провести из ней все во&межнш 
диагонали. !:рн этом многоугольна разобьется на треугольники, 
пркчеги, ноли сіладішать площади этих треугольников, наеденные го 
Формуле и;Ѵ, все "лишнѵе" слагаемые взаимно уничтожаются, как 
в случае четнрогѵгольника. 

Итак, если (х г ; (З'.і;^) (^з ){■/$), , (&п. ; —- 

координаты вврыіт выпуклого /Ь ~ угольника, взятых в таком 
порядке, что ет*о о^ход по этим вершинам птю исходит против часо— 

во^ стрелки * то для площади Дл. этого /2* - угольника имеет 

мест. Формула 

г ♦... *0в,-лѵі І(д„+у,)] {4> 

.^алечшяя. Т„ Лодудщ^то, почему прл выводе Продуди трэ— 
б і.'В ал и, чтобы п - угольник (и четнрохугольнш^ в задаче 6-&*) 
бил віадугщш: где мы использовали ото условие. На самом деле 
выведенная нами Формула верна и для невыпуклых многоугольникоэ е 
ио доказательство ей в этом случае несколько сложнее| Желающие 
могут попробовать ей вывести. (Аналогичная ситуация: возникает 

при выводе Формулы суммы внутренних углов многоугольника - ом. 
школьный учебник4 

2. ТГ; і выводе формул (2^ - (4 ’ мы спроектировали вершины 
многоугольников па ось ОХ и получили трапеции с основаниями, 
параллельными оси оу • 1сно| что можно было проектировать 

верощьы на ось О/ , тогда получились бы аналогичные Формулы. 
Выведите их* 


ВОКРУГ €0ШШ1 ПИКА 
Н,Б.Васильев 

^обк опенить площадь многоугольника, нарисованного на кдетчан 
то * бумаге, достаточно подсчитать, сколько клеток покрывает этот 
многоугольник площадь клетки мы принимает за единйпѵ) . Точ- 
не<?,еа*и *$ - площадь многоугольника, У } - число клеток, кото¬ 
рые целиком лежат внутри многоугольника, и АГ Ш - число клеток. 
которые имеют с внутренностью многоугольника хоть одну общую 
ггжу, то ЛГ, < 6 * /\/ г . (Этот факт можно использовать для 

р^ь>, Чтобы дать точное определение площади многоугольника и дру- 


і 
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гях *игур>, 

?Лы будем рассматривать нике только такие многоугольники, все 
вершиим которых лежат в узлах клетчатой бумаги - в точках, где 
пересекаются линии сетки. Оказывается, что для таких многоугольни¬ 
ков можно указать простую Формулу : ^ ^ + , еде - 

площадь, Ъ - число узлов, которые лежат на границе многоугольника 
(то есть на сторонах и в вершинах^, ^ - число узлов, которые лежаі 
строго внутри многоугольника. 

Эту Формулу ьлзывеют иногда "Формулой Ника" - по имени мате¬ 
матика, открывшего ей в ШЮ году. (Впрочем, нельзя быть уверен¬ 
ным в том, что эту естественную Формулу, допускашую ряд 

различных доказательств, не придумал никто рагмш4 

В наше* заметке к доказательство, и применения *$рмулы Пика 
отчасти будут связаны о некоторыми задачами из "Задачника "Кванта" 


Простые тое угольники. 

МЦІяІ * |И >«— »■»*• - * чІЛі »^»*. * - |~Г~ |-» Т ГУП ЦИМЧ 


Напомним, что мы рассматриваем только многоугольники, - в 
частности, треугольники - с зорынками в узлах клетчатой бумаги; 
каждый раз это специально не оговаривается. Лист клетчатой бумаги 
мы считаем бесконечным во всех направлениях, клетки - кг охватами 
со стороной I» 

Площадь любого треугольника, нарисованного на клетчатой бу¬ 
маге, .легко посчитать, представив её как сумму шш разность пло¬ 
щадей прямоугольных треугольников и прямоугольников, стороны кото¬ 
рых идут по линиям сетки, проходящим через вершину нарисованного 
треугольника. Проделав это, например, для треугольников, изобра¬ 
женных на рисунке 24, вы убедитесь, что площадь получается всегда 
равной "полуоеяому" числу - числу вида г % , где т - целое. 

Назовем треугольник простым, если т внутри него, ни т его 
сторонах нет узлов зетки, за исключением вершин, (Такое название 
выбрано потому, 4 что любой другой треугольник можно составить из 
простых; это одно из тех утверждений, которые понадобятся »«« 
ниже 4 Обратите внимание, что все шѵѵьдаио треугольники на рисунке 
24 имеют площадь т/2. Ш увидим, что это не случайно. 

В решении задачи М226, опубликованной в "Кванте", Т974, - в, 
читателям предлагалось подумать над такой задаче^. Три кузнечика 
(три точки^ в начальный момент времени сидят в трех вершинах од¬ 
ной клетки, а затем начинают "играть в чехарду": каждый может 
прыгнуть через одного из двух других, после чего оказывается в- 
симметричной относительнонего точке (ргіс.25, ясно что после любого 




числа таких приисков кузнечики будут Попадать в узлы клетчатой 
бумаги^, В каких тройках Точек могут через несколько прыіков 



Рис. 24 ? м25 


Назовем тр угольник достижимым, если в его вершинах могут 
одновременно оказаться три кузнечика, которые вначале были в трех 
вершинах одной клетки? прыжком будем называть преобразование тре¬ 
угольника, звключающееся в том, что одна из вершин переходит в 
течку, симметричную относительно любой из двух других вершин (эти 
две вершины остаются на месте). 

Теорема Д. г Следующие три свойства треугольников с вершинами 
в узлах клетчатой бумаги эквивалентна друг другу: I) треуголь¬ 
ник имеет площадь 1/2, 2 ) треугольник прост, 3) треугольник дости¬ 
жим. 

... « 

В справедливости стой теоремы вы можете убедиться, доказав, 
следующие 12 утверждений. Звездочкой отмечены те, к доказатель¬ 
ству которых имеются указания ;з конце статьи. Остальные- почти 
очевидны, ешш доказывать их в таком иордае: 

3 V {=*г ю 

- і . . » » 

«*> 0 * 4 » ? 

ГЦ Площадь треугаіъжка при прыжке нѳ меняется. 

\5.\ Любой достижимый треугольник шест площадь 1 / 2 . 

ет ^сли достроить простой треугольник ЛВС до паралле¬ 
лограмма Я ВСЯ , то ни внутри, ни на сторонах этого параллело¬ 
грамма не будет узлов (не считая вершин). 


]~а* ) 'йз простого треугольника при прыжке получается простой. 

[5ТІ У простого треугольника один из углов - тупой или прямой 
(причем последний случай возможен только для треугольников, у 
которого три вершины принадлежат одной клетке, такой простой тре¬ 
угольник - со сторонами I, I ^2 мы будем называть минимальным^. 

[ЩИз любого простого не минимального треугольника можно 
одкш прыжком получить треугольник, у которого наибольшая сторона 
меньше, чем наибольшая сторона исходного. 

[тУ| Любой пре той треугольник можно конечным числом прыжков 

перевести в минимальный. 

[вд Любой простой треугольник достижим. 

’Щ Любой простой треугольник имеет площадь 1/2. 

10^ Любой треугольник можно разрезать на простые. 

[Щ Площадь любого треугольника равна , причем мри лю¬ 

бом разрезании его на простые их количество равно № 

І 2 ?\ Любой треугольник площади 1/2 - простой. 

-Ясно, что из утверждений 2,8 и 12 вытекает теорема I, Докажи¬ 
те еще несколько свойств простых треугольников. 

ІЗІ\ Для любых двух узлов $ ж В решетки, на отрезке между 
которыми нет других узлов, найдется узел С такой, что треуголь¬ 
ник ЛВС - простой. 

[тЦ Узел С в предыдущей задача можно всегда выбрать так, что 
угол ЛСВ будет тупым или прямым. 

"ТС 1 Пусть клетчатая плоскость разрезана на конгруэнтные 
нараллелогряммы так, что все узлы являются вершинами параллелограм¬ 
мов (рис. 26 ѵ . Тогда каждый ко треугольников, на которые один из 
этих параллелограммов разрезаются своей диагональю - простой. 

Это утверждение вместе © обратным к нему можно сформулировать 

так. 

[Тб7] Треугольник #00 - простой тогда и только тогда, когда 
всевозможные треугольники, полученные из Я ВС параллельным пере¬ 
носом, п^ревс дящими узел Я в различные узлы решетки, ка наклады- 
вахтой друг на друга (рис.26). 

Вегнемся теперь к задаче про трех кузнечиков. Пусть кузнечики 
в начального положении занимают какой-то определенный (а не произ¬ 
вольный) минимальный треугольник - в первоначально! Формулироше 
задачи именно это и предполагалось. 

Поскольку каждый кузнечик смещается при прыжке обязательно 
на четное число клеток по горизонтали ш вертикали, то он обязатрль* 
но попадет в узел "своей** решетки с размером клеток 2x2. На рясун- 
т 27 Т р й из четырех "подрешеток® 9 , составляющих всю решетку,отш- 



чаны разными знаками (каждый кузнечик прыгнет в узлы своего знака). 



Рис. 26 Ри.с 27 


V. 

Согласно теореме І > кузнечики могут одновременно попасть в верши¬ 
ны простого треугольника. 

Отсюда вытекает еще одно интересное свойство этих треуголь¬ 
ников, 

Д?г.} Вола решетку - узлы клетчатой бумаги - разбить на четыре 
подрешетки с клетками 2x2 (рис.27', то вершины троетого треуголъ- 
ішна обязательно попадут в три разные подрѳшетхи (все три имеют 
разные обозначения). 

Теперь уже нетрудно доказать следующие два утверждения,даю¬ 
щие ответ к задаче о трех кузнечиках (в том случае, когда нача¬ 
льны^ треугольник Фиксирован; рис.27'. 

І 19Л Три кузнечика могут одновременно попасть в те к только 
‘О тройки точек, которые служа? вершинами простого треугольника 
и имеют тот жѳ знак, что ж соответствующие вершины начального ?ре~ 
угольника* 

ЦЦ Два кузнечика могут одновременно попасть в те и только 
те пары узлов соответствущих знаков, на отрезке тжду которыми нет 
других узлов.. 

Тр иангул яция мног оугол ьника. 

Мы подробно изучили частный вид многоугольников на клетчатой 
бумага, второму в формуле Пика соответствуют значения С - О 
**' ^ 5 '/Я • Но от Етого частного случая мешо перейти 

сразу к самому общему., воспользовавшись теоремой о разрезании на 
треугольники произвольного многоугольника (клетчатая бумага больше 


* ^г- 
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Шгсть на плоскости задан некоторый (не обязательно выпуклый; 
многоугольник и некоторое конечное множество К точек, лежащих 
внутри многоугольника и т его граняце(прянеи к*, вершины многоугольника 

принадлежат множеству К ). 

Триангуляцией с вершинами К называется разбиение данного 
многоугольника на треугольники с вершкя*лд в множестве К такое, 
что каждая точка кз К служит вершиной каждому из тех треуголъ** 
ников триаштуляхдаи, которым эта точка принадлежит (то есть точки 
из К не попадают внутрь или на стороны треугольников, см.рис.28)* 

| Те орема 2. . а) Любой Л - угольник можно разрезать диагона¬ 
лями на треугольники, причем количество треугольников будет равно 
II -о . (Это разбиение - триангуляция с вершинами в вершинах 
/ъ - угольника). 

б> Пусть на границе многоугольника отмечено Т точек (вклхь 
: чая все вершины), внутри - еще I течек. Тогда существует триав- 
гуляния о вѳ реклама в отмеченных точках, прячем количество треуго¬ 
льников такой триангуляции будет равно х,+2і*2 

~~ Разумеется, - частный случай, б), когда с-О . 

Доказательство стой теоремы мы снова разобьем не ряд простых 
утверждений. 

ГпоГі Из вершины наибольшего угла Л - угольника (п?3) 
всегда можно провести диагональ, целиком лежащую внутри многоуголь¬ 


ника. 


аж ж 


Ш Если П, - угольник разрезан диагональю на р - уголь¬ 
ник ж & ~ угольник, то Л * р-^р-^2 , 

\ША Сумме углов Л. - угольника равна 180* (я -2) . 

[2Э'1 Любой /2 - угольник можно разрезать диагоналями на 
/?-«? треугольника„ 

[’&ГЛ Для любого треугольника, внутри и на. границе которого 
отмечено несколько точек (в том числе — вое три его вершшш), 
существует триангуляция с вершинами в отмеченных точках. 

{25~Т1 То же самое верно ш для любого П - угольника. 

|2ѲЛ Число треугольников триангуляции равно % +2І-2 ,где 

I Ж 'с* — КОЛИ^еСТВО “роботе ©оотх>охвтг<Цгши ** Ѵ »У й на Гра 

ншіе многоугольника. 

Отсюда выт кает теорема 2. 

[27.] Выведите из теорем I и 2 Формулу Пйка: 8>~ % ~~ 4 

Прием, который удобно использовать в доказательстве утверд- 


V 





деняя 26 - подсчет суммы углов, - помогает и при решении других 
комбинаторных задач по геометрии, в частности, задач ш разбие¬ 
ния многоугольника,, Приведем еще два примера» 

Назовем разбиение іЪ - угольника на несколько многогоульн51- 
ков правильным, если каждая вершила одного из многоугольников раз¬ 
биения служит веротаой всех других мяогсугольиикоз разбиения, 


которым она принадлежит. 

[2вТ| Если ив вершш к - угольников, на которые разбит прави¬ 
льным образом /Ь - угольник, С вершин лежат внутри и % - на 
границе /I « угольника, то количество 4 - угоаьчішов равно 


пг •* 


%+2І -2 
' 4-2 


♦ 


І29 .1 (Вариант ?? теоремы Эйлера). Если ^ точек тілосшсти ж 
Л/ отрезков с концами в этих точках образуют ^ногоугольншс 9 пра¬ 
вильно разбитый на /4 многоугольвшов* то (рую.29^ -/К/ ~і. 



Рис .^8 Ркс.26 


Несколько задач . 

Применения Формулы Пика в основном связаны не о подсчетом 
площадей конкретных шогоутольнмшв, а о различными задачами и 
теоремами о ломаных на клетчатой бумаге. 

[30Л Пусть отношение площади многоугольника к квадрату одной 
из его сторон иррационально (так обстоит дело, например, для 
правильного треугольника). Докажите, что подобный ему многоуголь¬ 
ник нельзя нарисовать на клетчатой бумаге, так* чтобы вершины 
лажали в узлах. * 

г' чІ Пусть $ ив— два узла клетчатой бумаги, из которых 
второй на р клеток правде ж на ^ выше первого (то есть раоотоя- 
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нш между узлами равно \Гр г ) . Чему равно расстояние 

до прямой ЙВ от ближайшего к ней узла , не лежащего на стой 
прямой? 

[32] Шахматный король обошел доску 8x8 клеток, побивав 
на каждом поле ровно один раз ж последним -ходом вернувшись на 
исходное пале. Ломаная , соединяющая последовательно центры по¬ 
лей, которые проходил король, не имеет самопересечений. 

а) Какую наибольшую длину она может иметь? 

б) Какую площадь может ограничивать эта ломаная# (Сторона клет¬ 
ки равна I). 

Задача а) уіяе разбиралась в "Кванте" Л 5 ва 1974г. (о.52)» 
она имеет номер М220 в г * Задачнике "Кванта". Здесь мы приведем 
другое решение. Но качнем о задачи б). Из Формулы Пика сразу сле¬ 
дует, что площадь, ограниченная ломаной, равна 64/2 - I « 31 
(узлами клетчатой бумаги служат центры 64 полей, по условию все 
они дела? па гранил© многоугольника). Перейдем к задаче а). 

На рисунке 30 приведен пример пути короля, в котором ЗВ жв 
64 ходов имеют длину /I (направлены по .диагонали) Р Докажем,что 
больше 36 таких ходов быть не может. 

На каждом отрезке длины ѵТ* , вводящем в путь короля, но- 
с троим, как на диагонали, квадрат ІхІ, Одна половинка этого квад¬ 
рата лежит вна многоугольника, который ограничивает путь короля. 

Но большая площадь, занятая такими половинками, на превышает 
49 -31 * (8 •• , поскольку все они не выходят за пределы 

квадрата 7x7 клетчатой бумага. Значит, количество диагональных 
ходов не превышает 36. 

Итак, ответы к задаче Ъ2% 

а) 2б^ЭС?і)я , б) Зі , 



Нужно провести по дтшш сетки замкнутую несшопересекшсщукюя 


ломаную, которая бы проходила через* вое узлы клетчатой бумаг®, 


лежащие внутри Прямоугольника р х $ клеток. 

а) Прм каких /> а <р это возможно? 

б) Какую длину будет иметь эта ломаная? 


в) Какую площадь она будет ограничивать? (рис.Зі). 


Указат ь к о тдельны м задачам статьи. 

03 Пусть М - середина отрезка с концами в узлах. Тогда точка, 
симметричная узлу относительно точки М * - тоже узел. 


* 
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Рис.30 




Рис.31 


4, Пусть при прыжке воршша А треугольника 45 С переходит 

в узел Я* , В - середина [АА'] . Параллелограмм Я ВСЯ полу- 
чается из паршгл злограша вЙ*ЕС параллельным переносом, поте¬ 
рь* все узлы переводит в узлы так , что внутри ж па сторонах 
не может быть узлов» 

іУ Проведем через вое вершины треугольника линии сетки ж 
рассмотрим ярш*іоугольнжк , образуемый четырьмя из этих линий * 
заключающий данный треугольник Я ВС . Можно считать, что Я «» 
вершина этого прямоугольника (вое точки Й?8;С не могут лежать 
не в вершинах прямоугольника^, Если вершины Р и С не лежат в 
вершине Е прямоугольника ЯЪЕР - скажем, 5 С€ [Ер] - 

то перпендикуляры, восставленные в & я С к прямым Я)Р и 
ЕР , пересекаются в узле решетки, лежащем внутри плп на Грани¬ 
не треугольника Я ВС . Вели же одна из вершіш & или С - 
скажем, В - совпадает с Е , то угол тупой или прямой,, 

ОЗ .Длины отрезков, соединяющих узла, могут принимать лишь 
такие значения, квадрат которых - натуральное число» Поэтому 
убыв ающа я последовательность таких длин обязательно конечна» 
ш ЯР с мвла*те в любом порядке такие операции; один из 
узлов, лежащих внутри иле на границе треугольника (одного из уже 
полученных треугольников разбиения), соединяется с вершинами 
этого треугольника. 

223 выпуклого многоугольника это очевидно» в невыпуююм 
наібсль ! іш$ угол больше 180^. Проведите биссектрису "до упора" и 
затем вдвигайте полученную точку по стороне, пока отрезок, соединяю¬ 
щий её с вершиной угла,не встретит какую-то вершину многоугольника,. 


2§ 


Задание Л 
Обяэ ателъігав задачи і 

I) 1.3. . 57 2.1. ' 9) 2.20» 

2> 1.4, 6) 2.3, 10) 3.2. 

3) I.?. 7І 2.5, II) 3,3. 

4' 1.8. 8) 2.18. 12) 3.4. 

Пополн итель ные задачи. 

I) 2.6» 5) 2.13* 9) 2.21. 

21 2.7» 61 2.14. 101 3.6, 

31 2.8. 7) 2.15» ІИ 3.7» 

4> 2.9 8І 2* 19 

Критерии опенок 

Обязательные задачи? "зачѳт"-вешенб не менѳе 6 обязательных 
“ ~ ' ~ задачу 

8 Ч СТ - решено не менѳе 9 обязательных 
задач; 

к 5" - решены все обязательные задачи. 

Дополнительные задачи? "4 й - решено ив менее 5 дополнительных 
- 1 задач; 

"Б 89 - решено Ев менее 8 дополнительных 
задач» 


Методическая комиссия ВЗШІ. 
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вую* в школьном учеонике, послужат хорошими упражнениями жж 
школьников, интересующихся геометрией. Кроме того, конспективный 
характер изложения даст им возможность ориентироваться сразу во 
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§ Iо Гво,шд| отесіта б преобразования плоск ости 


Геоие трчесш* е преобразования шшскосгп - атс функции * у 

•прых і ^областью определения”, я ”мгояееотво.и значений ” 

гггетея упорство точэк плоскости. Вл- г для удобства он гт 

с б шин .шесте * 

* 

I Пг'Раляельннб' ивоеиоо (или лс«л! 4ШШЭ1. Л ремещени е]. 


ѵ V 

■: . і / 


^Х\ Ч 

ІГѴ, 

Чі^ч 

X 


гг- » ( х 


1 ч 

I: чч 


ь ь л ,-*Г 

_\ ^ А> 

С- >| 


Рис I 


каждая ючкі Лт сдвигается в т-о*~ 
ку / ѵ /‘ в одном и том же направле¬ 
нии и на о. дне и то г& расстояние . 

^ожне говорить о переносе к а 
донный ве_ктрр О , ^огда 

~ ц' для всех точек г 

2, Симмаі рш относительно 

ПРЯМОЙ б г 

каждой тонка N ставится в 


^Ѵі 

ѵч. 


дч ^ 

''*Ѵ 


С соответствие точке М' так, что 

ІММ*)1С и середине [ММ ] 

Г* Д лежит на прямой І . 

* 5- 3» Пово рот на угол ^ 

(\ вокруг точки 5 : / ОМІ^/ОРЦ'І и МОУ 

У У (заметим, что кроме утла ^ и 

у... г 9 точки 0 * нужно всегда указывать ш 

направление повороте - по или 

против часовой стрелки . Часто 

;П ' '^Зч считают? что положител ьные знача - 

I ^ д ^ ниш ©4 соответствуют вращению 

0 - х У ^ против часовой стрелки, отрица- 
г :х у ~х— 

»ѵ. У\м* тельные - по)« 

\ 4* Симмстрш относительно точки 

\ ^ вЩ. м ^ м»-»и««-|ДЧ ч*1»« ІО,»*» 


Рис,. 2 


/ . " 

( Г ж 


тх 


ѵ х 

#Ѵ ^ I 


их _- 

т 

Рис 5 


О і каждая точка М переходит в 
точку №’ такую 9 что середина 


отрезке ММ’ лежит в тачке 0 , 
Эхо •“ то же самое преобразование? 
что и поворот на угол 180° вокруг 
точки 0. 



Зсе а та првобрваовятм оохр- 
ннют расстояния между точвгшн 

|М ,ѵ| = ІМ* N | 

Такие преобразования навиваются 
пер емещен шм а (или? ь О'олзе ста*- 
рой терминологии - раже гіянц' . 


Б геометрии две фигуры считаются конгруэнтными, если одну 
из них можно перевести в другую с помощью перемещения. Пус'ть, і 
ев.мои деле, на плоско лчі расположены две конгруэнтные фигуры. 
Каним наиболее простым дьихением^мошіо передвинуть первою^ 
фигуру на част о ^второй? Оказывается, что это всегда пото сде¬ 
лать либо поворотом , либо параллельным переносом. 

Уеловнем с я представлять себе дело так. На неподвижной 
плоскости нарисована фигура - эталон. На этой плоскости лежит 
еще одна плоскость, которую можно двигать относительно первой* 
и не ней тоже нарисована фигура, конгруэнтная эталону. Все 
происходит так, как-оудто что-то нарисовано на столе и то же 
самбе нарисовано на большом листа прозрачной бумаги? который 
лежит на этом столе. 

Рассмотрим сначала случай, когда фигура представляет собой 
отрезок. Итак? пусть на плоскости как-то расположены два кон¬ 
груэнтных отрезка Й5 и Я*&* . Щ утвзрадоем !> .что_ [Я В] 
можно переместить в положение [Д&*] либо^поворото.м_ 20 ^р|г^ 
некоторой точки 0, либо па|іаллельиш гсереносом. 

"Найдем нужный центр 0 поворота. Точка 0 должна быть 
центром окружности, проходящей через точка Л и Д і » и сле¬ 
довательно, точка 0 лежит на перпендикуляре і\ к отрезку 
/IУ і проходящем через его середину. 

В то же время точка 0 должна быть ш центром окружности, 
проходящей через точки В и 3* > следовательно, точка О 

лежит на перпендикуляре У к отрезку 33* 0 ого 

середине. Таким обрезом, точка 0 должна быть точкой пересе¬ 
чения прямых У и У (ряс .5)* 



У<хи^Ь ьСии* іі И-ьииД 

^ ^ осс^оС) 


&ІХил ІС& —* &,\ с и ^ > 

(-С1 СХссхІ Си. <*и С\ с ^ еі ' Сс ^ ^ ѵ 







... * 


Остается показать, что, дѳйдо&4іблъьо>, повернув на неко¬ 
торый угол отрезок А В . вокруг точки С, мы получим отрезок 

№ , *.е* ч*о м'~ в$а' л а ^ 

Для этого заметим, что во-первых /?РА'~ АОЬ+ $0$ 

воЪ 1 = яѣв* + вЪя* > 

и, во-вторых, - А*дЪ* % т,к. треугольники 

А03 ш /ЗОВ 1 конгруэнтны• Тем самым точка О 

действительно является искомым центром вращения. 

Конечно, приведенное рассуждение годится, только если 
прямые €( и € г пересекаются, Но может случиться,что 

прямые 4 и -4 совпадают или параллельны. 

Когда прямые І/ и 4 совпадают, отрезки МВ 
и А 1 В* симметричны относительно прямой с/ , В атом 
случае отрезки //8 ш ЯЪ ? можно совместить либо пояс*-' 
рогом вокруг точки пересечения прямых АЗ и Я Й ’ (см«рис, 
6а)5), либо параллельным переносом (если (Я&) Ц (А*Ь г ) - 

• рие.бв). 

Когда прямые ^ и $ параллельны, отрезки 
и у#'<5 ; параллельны друг другу и их мошо совместить 
параллельным переносом ірисЛ’а), подумайте,'гневозможен случай, 
изображенный на рис,76). 

Пусть теперь у нас имеется произвольная фигура * Заметим, 
что ее положение на плоскости вполне определяется положением 
только двух ее точек, В самом деле, если закрепить одну 
точку фигуры, то уйгура ешіет только вращаться вокруг этой 
точки, если же закрепить еще одну ее точку, то сдвинуть 
фигуру уже не удастся, 

Из этого замечаний следует ответ на вопрос, поставлен- 
*ый в самом начале параграфа * Пусть на плоскости как-то 
расположены две конгруэнтные фигуры. Отметим две тоѵчи /? 
и В на одной ил ййх и соответствующие им Точки Я і и В 
на другой. Если отрезок Я2/ получается из отрезка ЯЬ 
параллельным переносом, то при тещ же параллельном переноса 
первая фигура займет положение второй. Если отрезок А*&* 
получается из отрезка Я В поворотом вокруг точки О, 

тоже можно сказать и про фигуры. 
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Рис. 10 


5. Гомотетия о центром О 
и коэффициентом К > О , 

Каждая точка Л? переходит в 
такую точку М* ѵ которая лежит 
на луче [ОМ) и для которой 

]ОМ± у 
/ОМ/ ' ’ 

6. "Обратная" гомотетия, или 
гомотетия о центром 0 и коэффи¬ 
циентом К^О 3 Каждая точка 

М переходит в такую точку М \ 
что точка 0 лежит на отрезке М'№ 

И ІОМ У(ОМ\ - 1*1 
(При К - ~ / подучаем симмет¬ 
рии относительно точки 0 )• 

7. Цен тра л ьно-п одобный пово¬ 
рот на угол оС с центром 0 

и коэффициентом к>0/ 

МОМ 1 (с учетом 

направления О ? ^^р^ом/ - ^ 

Заметим, что при « 180° 

получаем гомотетию с коэффициен¬ 
том ( так что наш пункт 

7 ‘ охватывает пункты 8,4 и 5 
кок частные случаи. 

Мы не будем строить здесь 
красивую теорию геометрических 
и реобрез овен пй. О ней можно по¬ 
читать ю многих книгах (смк-сіикрк 
к конце (рошюры). Укажем только 
одну теорему! 

если преобразование 
обладает тем свойством, что 

отрезок М М параллелен [мгі] 


9 ~ 


и М'М‘І/ім.ѵ} - * ? 


то при А і. это преобразование - обязательно гомотетия 
с коэффициентом Л 7 или -}{ , а при К~1 

- либо (I) перенос , либо (2) симметри я относительно неко торой 
точки 0. (Поэтому преобразования (I) и (2) иногда считаются 
частным случаем гомотетии ). 

Заметим* что у нас геометрическое преобразование опреде¬ 
лено сразу на всей плоскости. Но... впрочем, предоставим лучше 

СЛОВО Ж.АДНМЬру. 

‘•Однако не всегда следует применять преобразование ко 
всей рассматриваемой фигуре. Напротив во многих случаях ока¬ 
зывается удобнее преобразовать только часть фигуры. 

Последнее имеет, в частности, место в случае тех простых 
преобразований, о которых мы только что говорили! перемещения, 
симметрии, гомотетии и общего случая подобия. В большинстве 
случаев нет никакого смысла применят*? эти преобразования ко 
всей фигуре, поскольку свойства преобразованной фигуры не 
проще и не сложнее свойств первоначальной фигуры: обе фигуры 
обладают одними к теми же свойствами Напротив, во многих 
задачах бывает необходимо подвергнуть одному из этих преоб¬ 
разований определенную часть фигуры. 

Зада ча I. Пусть даны две параллельные прямые и две точки 
/I и 6 , находящиеся вне этих параллельных и расположен¬ 

ные по обе стороны от них ; найдите ломаную линию наимень¬ 
шей длины, соединяющую точку // и В % если вершины этой ло¬ 
маной лежат на данных прямых и отрезок ломаной между обеими 


параллельными имеет данное направление: 



Решение. Пусть ЯСЪ В ~ искомая ломаная, точка Ъ 



получается из точки 0 с помощью 
параллельного переноса, который 
можно, очевидно, считать известным, 
так как отрезки, отсекаемые двумя 
данными параллельными прямыми 
на любой прямой данного направле¬ 
ния, имеют одну и ту же длину * Мы 
можем выполнить этот перенос над 

иі №04 Д41П. №> •*ч 


Геометрия изучает как раз те свойства фигур, которые не 


изменятся при их перемещении* 
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отрезком АС \ точка й преобразуется в точку С , но ложен ие 
которой известно, а отрезок ЙС з отрезок той же 

длины, Отсюда легко вывести, что точки Е , Я), в должны 
лежать на одной ор*шой м . 

Дана прямая б и точка Я , 
э). Найдите множество середин отрезков АЬ , где б 
■■* произвольная точка прямой € , 

бХ Найдите множество точек М таких, что середина от¬ 
резка МА лежит на прямой б , 

вХ Найдите множество то^ек /У таких, что конец 1> 
отрезке N В о серединой в данной точке А лежит на 

прямой € . 

Решение задачи 1-2 (б). Ляп каждой точки Я прямой € 

•..••««•Л- -«в Ч -.««Г*»*»-’ Кш Ѵ А 



можно построить единственный от¬ 
резок ЯМ , у которого конец й — 
данная точка ш К - серединам для 
этого нужно отложить на продол¬ 
жении страз ка Я К отрезок (К М]^ 
~ Ій А ] ( рис Л?). 


Итак, любая точка М искомого 
множестве получается из какой-то 
точки прямой б , вели ее 4 отод~ 

Рис Л 2 & вянуть в 2 раза дальше 4 от точки А г 


При подобном преобразовании ~ гомотетии о центром в точке А и 
с коэффициентом 2 - прямая т перейде т , конечно, в прямую € 9 ^ 
параллельную і ш отстоящую от точки А вдвое дальше, чем 

прямая 6 . Эта прямая б' (показанная не рисунке пунктиром) 

и будет искомым множеством. ( 

Указа ние к задаче в ). Постройте Прямую б 9 симметричную 
прямой С относительно центра А. Она и будет искомым множеством - 
Задача I- 3 . Постройте трапеции по заданным оси прениям а , б 
я боковым сторонам С и г/ . 

Указание* Заметим, что точка Н (см«рис Л3) подучается 
переносом из точ к и /• на ра с с т он н и е 6 а г а г •* ра ш лс и м и ( М М ) „ 


Отсюда ясно, чте дело сводится к пост соенрл 


ТЫ Ч’пн 


Ч'Ш 


-и - 



Рис.13. 


ао трем сторонам: С , и ц 
ІЯ-8І (Здесь Й* - точна, по¬ 
лученная там жа переносом мз 
точки Н ). 


Задача' 1-4* Дана точка Й и прямая б „ Найдите множество 
вершин С равносторонних треугольников АВС , у которых вер- 
шины 8 лежат нс прямой €, 

Указа ние, Ьсршин.а С получается т 3 поворотом на 60° , 

(в ту или другую сторону!) вокруг точки Я (см•рис.14). ■ 



Рис .14.. 


Поэтому искомым множеством будут 
две прямые, получающиеся из 0 
при повороте на $60° вокруг точки 
А» 

Задача 1-5. Даны две точки Я и 8 
и две прямые ) б, и €% , 

Постройте параллелограмм АдС$) 
так, чтобы С лежала на С$ 
и Я - на 62. . 


Вшгйчй Т-6. Две окоѵжности пеоесекаются в точках А 


Проведите через точку А прямую, на которой обо окружности 


высекают конгруэнтные хорды. 

За дача Ь?» Пусть 0 - центр окружности, описанной около 

треугольника АЗС і точки К % С % М симметричны точке О 
относительно прямых ЙВ , ЬС , СЙ . Докажите, что 
аКІМ % & я ВС . Буду т,йи ш треугольники гомотетичны? 

Задача І- С. Крышка ломберного стола имеет размера 
Она прикреплена к раме только в одной точке 0* вокруг которой 
может вращаться. Размеры рамы - в # СІ . Точка 0 выбрана 

так, что если сложить крышку вдвое (ло средней линм ЙВ ) 
и повернуть ее вокруг точки 0 на 90°, то она в точности 
совпадет с рамой (см.рисЛб). І^е находится точка О? 
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Рис . 15 * 

Задача 1-9» Двое играют в такую игру. Перед ними на бума¬ 
ге в цепочку написано несколько минусов» Каждый но очереди пѳ~ 
пѳправляет один или два соседних минуса на плюс. Выигрывает 
яот, кто переправит последний минус» Кто выигрывает при прѳ- 
зильноЙ игре: начинающий или его партнер* ш как ему надо для 
этого играть* есливначале написано: а) 7 минусов| б) 8 ми¬ 
нусов; в) К минусов? 

Решение. Выигрывает начинающий» Опишем 5 как он может 
играть 9 чтобы наверняка выиграть» Первый ход надо сделать 
в середине, чтобы оставшиеся минусы образовали два отдельных 

К ~ ? 

К* 9 

Рис .16. 

11 куска” равной длины (на рис, 16 изображена позиция после 

первого хода для К и К -8). 

После этого надо кор вправлять минусы, симметричные тем, 
ш то рыв переправлял второй. Так» если второй переправил /&-й 
(или Д~й и П+і - й ) минус справа, то надо переправить л-й 

(или и-й и { уі +І)фминус слева» Тогда после каждого 
хода первого будет получаться симметричная позиция» Второй 
будет вынужден каждым ходом нарушать симметрию к не сможет 
получить после своего хода позицию все плюсы 1, , так как она 
симметрична. 




Задача 1-1С, двое игра*т с такую игру . Перед ины* на бу- 
по кр,,гу нарисовано не сколько минусов, Каждый по очер.дн 
переправляет один .ди два ссоедіг.и минуса плюс. Выигрывает 
тот, .сто лег справь а последи мину.; Кт с выиграет при правиль¬ 
ной игра: ночнпающнй а ли ь ".• г*артч о; и ;с,ис ему надо для этого 


и:,ччП"ьу 


Задача ЫІ . про некоторую па злое кости известно, 

что при повороте вокруг . ^ѵки О на угол она переходит 
в себя * Можно т дат*?, что она гереходих в себя при 

повороте вокруг г щ *и 0 на угол; а) ВІѴ' ; б) 74 ѵ ? 

Ответ: а) мел ..•ап„ б) можно* 

Решение, Рене что если повернуть фигуру дважды на 
5 то она тоже пеиейдят ъ себя. Вообще она заведомо перей¬ 
дет в себя при п вороте на любой угол вида 

(!) МЧ'і ЪьО'Гъ 

где д\ /г - любые целые числа, К таким углам относятся: 

48 е 8 - 3%° (получается из (I) при К®8, 

П- а 0); 384° - 360' -■ 24 (К~$,и в "0, с значит и 

24°,3 * 72° , Ответ |'б вопрос б) получен: да, при повороте 

№ 72° іигда заведомо переходит в себя. 

Но 90° не представило ь вида (I), тек как любое число 
вида (X). делится на 4 (тек как и 48, и 860 делятся на 4), 
а 90 на 4 не делится. Следовательно, таким способом нельзя 
доказать, что фигура при поворота кв 90° переходит в себя» 

Повидимому, для 90 е надо доказывать противоположное утвер¬ 
ждение: «существует фигура на плоскости, которая при пово¬ 
роте вокруг точки 0 на 48 й переходит в себя, а при повороте 
вокруг 0 на 90° не переходит в себя”. Достаточно указать хоть 
одну такую фигуру, все равно какую. Мы для построения такой 
фигуры воспользуемся тем, что уже заметили: 48 ш 860 делят¬ 
ся не 4» а 90 на 4 на делится. Построим фигуру» для которой 
4° - его наименьший угол» при повороте на который ока пере¬ 
ходит в себя* Для этого проведем окружность с центром в 
точке 0 и отметим на ней точки через каждые четыре градуса» 

Всего получится ІІР « 90 точек. Множество* состоящее иг 

Н 

этих 90 точек я есть нужная нам фигура. Действительно, она 


и 



перехода в себя при поворота на 4°: каждая точка переходит 
в соседнюю® Поэтому фигура переходит в себя и при повороте 
на 12.4° * 48°. При повороте же на 90° она не переходит .в 
себя: ее точки попадают в центр* незаполненных промежутков 
окружности* 

Замечание. Можно привести и более простой пример к 
пункту а). Там как 880° : 24° - 15® то это правильный 
Хб-угояышк: при повороте вокруг своего центре не 48° он 
переходит в себя, а на 90° - не переходит. 

З адача І-І2. Про некоторую фигуру на плоскости известно, 
что при повороте вокруг точш 0 на угол в 19° она переходит 
в себя* Можно ли утверждать, что она переходит в себя при 
повороте вокруг точки 0 на угол в 61° ? 

За дача І-ІЗ. Угол между двумя осями симметрии фигуры ра¬ 
вен 30°. Совпадает ли она сема с собой при повороте вокруг 
точки пересечения этих осей на угол: 

а) 80°, 

б) ВО 0 ? 

Задача І-Х4» Известно, что по двум прямым дорогам о оди¬ 
наковой скоростью едут две машины® Докажите, что можно разместить 
наблюдателя в таком месте, что в любой момент времени машины 
будут находиться от него на одинаковом расстоянии* 

Задача 1-15» а). Фигуру сдвинули на вектор АЙ' ш потом 
повернули вокруг точки А 9 на угол против часовой стрелки. Каким 
единственным поворотом можно перевести фигуру из начального поло¬ 
жения в конечное? (йе находится центр этого поворота?) 

б). Фигуру повернули сначала на угол аС, вокруг точки О, 
а потом - на угол <І г вокруг точки 0г (все углы отсчитыва¬ 
ются протіш часовой стрелки; 0 ^ 380°, 0<<* г < 360°). 

К какому единственному повороту' или переносу сводится после- 
довательноетв этих двух движений? 

<Г-«•*•■**. 

щ, Исключите лишнюю фигуру и объясните, почему она лиш¬ 
няя, Например, в строчке а) фигура поворачивается на 45° против ча 
совой стрелки и ее элементы перекрашиваются, поэтому лишняя - фигу 
ра Зо 





Д-17. 

Я) 


Исключите три лишние фигур»? 
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иаптш«п~Г’ В ВД ! Строчке октаэ ДР вращается вокруг одной оси» 
например, в стройке а) - вокруг оси (1,2), в строчке г) - вокруг 

оси, проходящей через центры треугольников (1,4,6) и (5,3,2). Ука- 

октяалпяіг ДЛЯ каждой °*Рочки. Как надо расставить цифры в последних 
о.ііаздрах строчек г)-е) ? Нарисуйте положение октаэдра, получающи- 

“! при вращении вокруг осей, проходящих через середины лроивопо- 
лолкых ребер (3,5) „ (4,6); (1,4) и (5, 2) и т.д. 



§ I, М етод координат (оон овные , щоры улы^ 

Как только не плоскости выбшіш система координат Охц 
каждой точке Я плоскости ставится в соответствие 
пара чисел {Л; у ) ч - ее координаты* Соответствие между 
точками плсюкости и парами чисел взаимно однозначно (у.е* 
каждой точке соответствует одна пара чисел, и обратно), 

I)* Середин а от резка ме:кду точками (%/’,%) 
и $? (% г * Ц г ) имеет координаты { *ііЛ* г Ніі8л } 

Вообще,точка, делящая отрезок і\% в отношении р г : р Р 
имеет координаты 

’ЯѴЛ** ; РгУ'іР'Уг 

.А * !Ъ. ; ?Ѵ ' АГ 

Р~). Расѵтоянт между точками (ХМ ) и /?, /у.,# ) 

>7 г " " 

Отсюда следует, что множество точек (Х;у’) % координаты 
которых удовлетворяют уравнению ('А ~ %* * 

есть окружность о центром в точке {Х*\у г ) радиуса 7 . 

е). Ь ноже ог» о т очек, координаты шторых удовлетворяют 
уравнению СІХ + Ьу В С ~ О ( О, &? С - 
- некоторые числа * причем <1 и 6 на равны пулю одно¬ 
временно , есть з рима я.« Обратно, каждая прямая задается 
уравнением и г * &(/1-С~0. При этом числа (X / 8, С 
определяются для данной прямей однозначна о точностью до про 
нориионольпооти (если умножить их вое на одно и то де число 
к , то полученное уравнение А &Х * К ёу Р АС ~ О 
будет определять ту же прямую) , 

4). Расстояние о т точ ш М(х е $ у е ) до прямой б , за¬ 
даваемой уравнением <іт / бу і с ■** О , равно 

Ь( М ( ) ~ $ Уа + с / . 

~~"Ѵа } *Р' * _ 

покажем, как можно вывести эту цормулу, когда б Ф О 

в этой случае уравнение прямей шэдо записать так: у ~ ^ 

ііѳйдсу нп п рнмой точку ($Х ; (/* ), расстояние от которой 

ДО ТОЧКИ ( Л е.:% ) ПйіъР.Н Юг-в. КРЯДрЭГ рЙОСТОЯЯЙЯ от ТОЧГДІ 

( А ; у ) ;и. ыч на гдлмопу до точки С А л ; у с ) рь чен 

*•* у 


ігх^с 


І 


****А* + С - *(х*ГяУ > Щ.Т- ’ 

4 И 


тдя 


Я - 


/ I 1 ; Я = 

Я ' 

х* *■ (% * У° ) ■ 


2 ас + с&б(/ е -- Й ~ Хс 


Минимум квадрата расстояния достигается при 

* /і Я (ас +аву 0 - 6*Х«) 


х. 


в 

гѴ? 


0 * 6 * 


( а *о±#у я +СІ' 

ц равен ’Ъ*'6~ г ' 5 что и Ті^бова^ось доказать, 

6) * йа ра Шел ыш й пер енос. Ваш точка 1 имеет ко орд и нэп - 
( Х в , у е ) 9 то при переносе на данішк вектор СІ 
с координатами (О). І) точке М переходит в точку М 4 с ко ерь- 
ди и а там и ( А с мЯ ; и о г X ), 

6) * Симме три я относительно коердинатных ше-й* Точка 
М(X*;у,) пр и симметрии относительно оси ОХ переходит 
б точку АУ (Ріо) ~ Ус) з а при симметрии относите т чс 
оси Оу - в точку №* %*Аг'У «). 

?). Подо сот на угон об около начма координат * При те нем 
повороте тонка М ( X? \ ) переходит в ючьу 

м' (х о аПс<~у 0 ппсі ; .Ѵ« »пК < Ц в СЫ»0 , 

8), ѵймгчтриш отиоси^елыо ке т ы л? і:«>ордиь.-.т , три нѵоп 
ешметрви точка М ( у 0 ' переходит в точку А/'( - л‘ с -г^е) 

Ю* Гомотетия с центре, в начале ьо..у.ушсл с і.оз^ѵі цен¬ 
том К . Точке № (Хо; Ц п ) переходит в то’Ч'.у (ГХ Ѵ ; лу/ с ) 

О * ' С* ,г * 


§ 3« Основные Ф акты шко льной пл ан иметрии 

I» Параллелограммы 

Дарал лддог рамйОй йазывается четырехугольник* противопо¬ 
ложные стороны которого попарно параллельны. 

Теорема М _Во всяком параллелограмме противополож¬ 

ные стороны попарно конгруэнтны* 

В этой теореме условие состоит из двух частей; 

1 ) две противоположные стороны параллельны 5 2) две другие 
стороны также параллельны. Заключение тоже состоит на двух 
частей; I) две противоположные стороны конгруэнтны; 2) две 
другие также конгруэнтны. 

Так как заключение обратного предложения можно получить, 
беря либо часть условия, либо полностью все условие данного 
предложения, то теорема имеет две обратные теоремы. 

Обр атные теоремы Ы . Четырехугольник будет параллелог¬ 
раммом ; 

1 °) если его противоположные стороны попарно конгруэнтны; 

2°) если какие-нибудь противоположные его стороны кон¬ 
груэнтны и параллельны. 

Теорема 1-2. . Диагонали параллелограмма делят друг друга 

в точка перейечекіш. пополам. 

О братная теорема 2. . Если диагонали четырехугольника 
делятся в точке пересечения пополам* то четырехугольник. - 
параллелограмм. 

Теооема <~3 . Диагонали прямоугольника конгруэнтны между 
собой. 

Следст вие. В прямоугольном треугольнике медиана* выходящая 
ив вершины прямого угла, равна половине гипотенузы. 

О братная те орема I м 3 . Всякий параллелограмм;* в котором 
диагонали конгруэнтны - прямоугольник. 

Следствие, Треугольник* в котором длина медианы конгруяпна 
йолоЕЕна длины соответствующей стороны - прямоугольный. 

Те орема Г" Н . Диагонали ромба взаимно перпендикулярны 
ш делят его уж пополам ., * 

Об ратная теорема І.?‘Н . I 0 }. Всякий параллелограм, диаго¬ 


нали которого перпендикулярны, есть ромб; 2°). Всякий парал¬ 
лелограмм, диагонали которого делят углы пополам, есть ромб. 

2. Прямые в треугольнике, проходящие через 
одну точ ку __ _ 

Теорема 2‘.І. Во всяком треугольнике перпендикуляры, восс¬ 
тановленные к сторонам в их серединах (медиатриоы), пересека¬ 
ются в одной точка* 

Т еорема 2?2. Во всяком треугольнике три высоты пересе¬ 
каются в одной точке. 

Указа ние. Пусть дан треугольник Й&С (рис. Іт ). Про¬ 
ведем через точку/ прямую, параллельную (ВС }, через 

точку В - прямую, параллельную 
С ЙС ) и через С - прямую, парал¬ 
лельную ( ЛВ ). Мы получим. ?емм 
образом, новый треугольник ЯЪ'С 9 1 
Можно доказать, что высоты треуголь¬ 
ника ЛВС 'чляются перпендикуляра¬ 
ми, восстановленными к сторонам 
нового треугольника в их серединах, и затем сослаться на 
теорему 2?І. 

Тео рема 2?3. Во всяком треугольнике г 

1°) биссектрисы трех углов пересекаются з одной точке; 

2°) биссектриса одного из углов и биссектрисы двух 
внешних углов, к нему не прилежащих, пересекаются в одной точке. 

Теорема 2%. Трі медианы треугольника пересекаются в одной 
точке, лежащей на одной трети длины каждой из ниж* считая от 
соответствующего основания. 

Б? Свойство вписанног о угла. 

Углом* вписанным в окружность, называется угол, образован¬ 
ный двумя хордами, имеющими общий конец. 

Т еорема 8?І. Величина вписанного угла равна половине 
угловой величины дуги, на которую он опирается. 

Следствия у 1°. Все углы, вписанные- в одну и ту же дугу ок¬ 
ружности, конгруэнтны как имеющие одну и ту же меру. 


I 
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к и * Угол, в писанный в гіблуокрушоеть - примой угол. 

Таороша 6? 2. Іедичина угла, образованного киоатеддай & 
хордой іімСіоіДйЫи общую точку на окружное?»! равна полна»на уз¬ 
ловой ь ел ичмп ы ду гй , 1 ши» шей ? и у $ рй а то го у г ля , 

ТзО овкіа 3? ь Величина угла* образованной) двумя ьодмыи * 
яерваекакдамиок внутри окру лености, равна полусумме- величин 
дур* заключающихся; одна ~ между его сторонами, другая - 
между их продо джедая ми, 

Тео раз г? В?ч. Величина угла, образованного двум и с а пущ ими, 
л ер е с екающим и он вне окружности* равна полуразн.оги ьешшь 
дуг, заклеенных уезду его сторон ом и. 

Террора 3?5 > Во всяком выпуклом ч ыреху го <і ьиике т ышоан- 
ном в окружность, сумма противоположных углов равна 2и 

Обратная т еоре ма ЬУЬ. Если в выпуклом четырехугольнике 
сумма противоположных углов равна двум прямым углам, то че¬ 
тырехугольник может быть вписан в окружность* 

4? П о 4 о б и е ^ », 

Основна я теорем а Д?І. Если на сколько параллельных прямых 
пересечены двумя секущими, го эти секущие делятся ішра/шігііьныли 
на пропорциональные частѵк 

Следствие. Прямая ЪЕ . перо л л о льна и стороне ВС тре уголь 
ника ЯВС , делит дьо другие стороны ДЬ и ЯС на пропор¬ 
циональные части* 

Обштп ая .терем а к следствию» Если прямая делит две сто¬ 
роны треугольника на и ропорайона л ыіые части, То она параллель 
к а третьей стороне. 

Тео рем а „4 V _ б о щш ко м т р о у г о л ьн и т і 

Г ) биссектриса любого угла делит противоположную сторону 
на части, иронорционодьнце прилегающим |торойсм; 

2°) биссектриса внешне го угла делит п|ютивошложйуы сто¬ 
рону внешним образом на две части, пропорциональные приле&гичіш 
сторонам« 
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с 

Рис. !9 


Указан ие« І°» Пусть [ ЯЛ] - биссектриса угла А треугодь- 

г ника ЯВС (рко.1$ ), Нудно доказать, 
/ 1 410 ~ ^7 • Проведите прямую 

уі\ (се) , параллельную (4Я) , до пере- 

/І\ / сечения в точке В с (АВ) и докам- 

д У / у 18 , что ІЙЕ\=ІАС\ і затем восполь- 

■а зуйтесь теоремой 4.2 для треуголъ- 

Рис, 18 ника ВВС „ 

Указание 2°, Биссектриса [Яг] внешнего угла А (рис, 19 } 

треугольника ЯВС пересекает продол* 
жеше стороны ЗС в точке Р (ес<іч 
у/{ треугольник - .неравнобедренный). М/.ио 

й/І \ доказать, что ІВВІ ^ /ЯЗІ . Проведите 

. А/ \ /^/ 

° С прямую (С*), параллельную (/?Р )| и 

Рис, 19 ‘ докажите, что ІД&І-/ ЯС(, 

Обратная т ѳо ре м а 4 1В * 1°. Если прямая, выходящая мз вершины 
треугольника, делят внутренним обрѳэом противоположную стогну 
на части, пропорциональный двум прилежащим сторонам , то сна яв¬ 
ляется биссектрисой угла при вершине*, 

2 . Если прямая, выходящая из вершины треугольника, дѳли^ 
внешним образом противоположную сторону на части, пропорція омаль- 
ные прилежащим сторонам, то она является биссектрисой соответ¬ 
ствующего внешнего ухчю. 

Теорема 4?4. (признаки подобия треугольников). 

Два треугольника подобны, если выполнено одно из следующих 
условий: 

2°) они имеют по две угла, со ответственно нонгруэжніых 
друг другу; 

2 ) они имеют по конгруэнтному углу, заключенному между 
пропорциональными сторонами; 

і-О \ 

3 ] три стороны одного пропорциональны трем сторонам 
другого. 

Отношение соответственных сторон подобных треугольников 
И/Ш многоугольников равно козіДіициеніу подобия* 


Отношение ятимцадей цодоьящл м«-». , . :! _.. 

ревко отношению квадратов их перине «раь и равно 
фш ц и е н т п од о бт , 

и 0 .Ё 9 . ІЙІ. р__ РѴ р,ТН ОЦШ іі ИН Ь 'і'рИѴІ О :?чіЬ 

Вздаь следующие обозначения: (1 } &, с длин 

треугольника; 

Д, Ьр С - углы против ЭТІІА сторон соответствен и 
МщЩр - длины медиан, выходящих соответственвс 
этих углов; 

ѵ Р а іР*г,Ас ~ Длины биссектрис,, выходящих со ответе*’ , . 

из этих углов; 

Я'ь/ЦрА с - длины высот треугольнике; 

/ ^ " радиус описанной окружности 

7^ п " г 9*Р ““ пелупариметр треугольника, 

Пифагора тео рема 5?^ . Если угол С прямой 

а*-*-ё г ~с* 

Обратная теорема 5?І . Если (4%$ 2 ^ с г , то угол С 
Жшдзм косинусов 5?2о Имеет место равенство 

й ѣ - ё 1 С - лёс сот Л . 

іЛІШіЛ: „.МШ1& 9А 5?В. Имеет место равенства 

л -■ 2 Я ш /? , в - ІЯ ш В с - і Я зы С 

“»» ѣ ■ - Іс ■ 

2ййша 5±к г* = /Ус ^. 

X 4/ 

Теорема 5?5. я 2 '*- - в г с г Лл г Я #&с г С№ 2 4 

~~ А ~ /^с/ '767Я&'4 " ТЪТср^ 


4а - -^е +*сѴ+^а Ч 1 -аІ $ ѵ - с ѵ ) - 

- р ■ (р - а) (р - 8 )(р ■ с) * , 


ПШУСО: 


у 
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6; Пр опорциона льные отрезки в круге 

Теорема 6Л. 

^ Если через точку Й , лежащую вне окружности, 
СМ* провести касательную ( 4в ) щ секущую ), 

то /$В/ л - /Я$/\/$с! (см.чертеж). 

Следствие . Если через точку // , взятую в плоскости ден¬ 
ной окружности, провести к ѳтой окружности секущие, то произ¬ 
ведение расстояний от точки 8 до двух точек пересечения 
каждой секущей с окружностью есть величина постоянная* 

Теорема 6?2* Если в круге провести две хорды [Я&] и 
Я^С [СТо] (си. рж.го) ( пересешющиесД в точке Е 

/ йУ /% \ внутри Круга, ТО ІЩ'ІШ-І'ЯЁІ'/СЕ/ щ 

ѵ У ?? П лощади многоугольников , 

9Ь ч *-.-^б др йве дем аксиоматическое определение площади много- 

Рие .20 угольника. перечислив те её свойства, которые ншходимы. ’ 

А Іѵ Площадь многоугольника- положительное число. 

А 2. Площади равных (конгруэнтных) многоугольников равны. 

А 3, Если многоугольник разрезай на несколько многоуголь¬ 
ников, то его площадь равна сумме площадей этих многоугольников. 

А 4. Площадь треугольника равна половшіе произведения дли¬ 
ны его основания на длину его высоты. 

В? Основные геом етриче ски е нор а венства 

Теорем а 5*1°. Длина каждой стороны треугольника меньше 
суммы длин двух других его сторон. 

Следствия. 1°. Длина каждой стороны треугольника больше 
разности длин двух других сторон. ^ 

2 °, Периметр выпуклого многоугольника меньше периметра 
любого многоугольника, внутри которого содержится первый. 

Теорема 6 .2 Против большего угла в треугольнике лежит 
большая стороне. 

Следс твие, Против тупого или прямого угла треугольника 
всегда лежит наибольшей сторона. 

Теорема сиЬ. Если две треугольника имеют по неравному 
углу,, заключенному между соответственно конгру?нпіьіПйсіоропо ми, то 
против большего из неравных углов лежи? боді-иая сгорело. 
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Много полезных теорем о геометрических неравенствах можно 
получить* слегка переделав теоремы об основы ых "геомез?ричѳс~ 
ких местах" - множествах точек. 

Приведем несколько примеров. 

[А| . Множество точек, расстояние от которых до данной 

точки 0 меньше данного положительного числа % , есть внут¬ 
ренность круга радиуса % с центром в точке 0. (А множество 
точек {М: Р(Н0) >Ъ} - внешность этого круга). 

(В) о Прямая в проходящая через середину отрезка /?& и 
ему перпендикулярная, разбивает плоскость на две полуплос¬ 
кости, В одной на них (содержащей точку А) расположены все 
точки* которые ближе к А, чем к В, в другей - вое точки, кото¬ 
рые ближе к В , чем к Л • 

[Ц, Для любой точки Л/ * лежащей внутри двух симметричных 
сегментов с общей хордой [ЯВ] ДМ3 > ЯЖЗ , где А - 

- любая точка на дуге одного из сегментов; дт любой 
точки М * лежащей вне этих сегментов* ДМВ < /?№3 . 

Следствие. Если медиана [ЯК] треугольника Я ВС по длина 
меньше (больше) половины стороны [вс] ^ то угол ВЯС - тупой 
(острый). 

Эти теоремы (их список можно было бы продолжать) позво¬ 
ляют доказывать многие геометрические неравенства, решать 
задачи на отыскание максимумов к минимумов» 

Часто геометрические неравенства бывает удобно доказывать 
о помощью алгебраических выкладок или тригонометрических 
формул. Например, из теоремы косинусов 5?2 сразу следует 9 
что если для сторон $ 9 в 3 С треугольника выполнено 
неравенство (Х г > %*+ с 1 С г ) * то угол А ~ 

тупой (острый). 
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§ 4. Множество задач 


большинство задач .чтого пареграфа взяты из выпусков ВэмШ 
'Избранные задачи" ^1964- 1ч7$ ;т.), а также задачников Б.Делоне, 
О.Вѵітоыирсього "надачник по геометрии", ВЛХктщв и іЗ. А .Жарова 
"Задачи и теоремы по геометрии (гіяэіш^трияГ и йз журнале "Квант" 
( т0~т* гг»), 

ІС некоторым задачам в конце параграфа имеются указания. Но 
но обязательно решать их так. как подсказывают эти указания. 

4-1 . Пусть две стороны и угол одного треугольника соответст¬ 
венно конгруэнтны двум сторонам и углу другого треугольника. Мож¬ 
но ли утверждать, что эти треугольники конгруэнтны? 

:іг2* И* данной прямой найдите такую точку М , чтобы расстоя¬ 
ния от нее до двух данных точек шали? а) минимальную сумму, 
б) мрксиув .1 ьнукі разность. 

4-3 . І*а сторонах угла найдите такие точки В , С соответ¬ 
ственно* ч с ’бы периметр треугольника ЛВС был минимален ( /) - 
денная точіа внутри угле), 

■ЦЬ Два зеркала образуют угол з З э . ;1уч свете пущен по на¬ 
правлению, параллельному биссектрисе угла, в сторону его вершины. 
Сколько раз луч отразится в зеркалах? 

4-5. Докажите, что если соединить середины сторон произволь¬ 
ного четырехугольника, то получится параллелограмм. Для каких че¬ 
тырехугольников этот параллелограмм будет прямоугольником? Ром¬ 
бом? Квадратом? 

4-6. Пусть медианы треугольнике равны 3 см, 4 см, 5 см. Ка¬ 
кой это тре^толмійк: прямоугольный, остроугольный или тупоуголь¬ 
ный? 

4-? . Пусть высоты треугольника равны 3 си, 5 см, 4 см. какой 
это треу тальник: прямоугольный, остроугольный или тупоугольный? 

4-0, Найдите все треуго чьиики, у которых стороны составляют 
п рифме т пч ко ку «о прогрессию и углы составляют эрифпві'і чес кую про* 

1 РСОСПкі. 

4-3. Ііо.Н ѵо все трсу I. И.ЩОЬ КГ, у которых сторон,;! СОСТАВЛЯЮТ 

і о-ч’трпик злу іу и го ги-л -о*- а у і ~і !.» - ; » ; л>г • ыоа пчоекупрогресс гю. 

п--рх* * р : о о ьр(о? чисто пг • роя углоы оочх т ѵГ-»еоь пипу к- 


Л Ц| ПТЮ’і Оу* ОЛЬ «Ид ? 


4 * I. оу о > ь С? ; Ь 


Д ’• ^ і г 4' ' р -ѵ і - г* Л, «.і /- 
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площадь. Докажите, что: а) $ і~ вА • 6) X) •' '^'Л . 

2, у ц 

4-12 , Пусть & % в % С -стороны треугольника, - его 

площадь* Докажите, что: а)5<^ММ — • б)3 < (і*+А+ А 

ь і & 

4-13 * Докажите следующие утверждения ( Л * г" * С - стороны 
треугольника* /з - его полупѳримѳтр, *5? - -площадь; /6, % - со¬ 

ответственно радиусы описанного и вписанного кругов); 


а) 5 - /ѵг ; 


б) /і « 


„ а 5с 


4іі4. На сторонах ЗС^Сд я 04 квадрата ЯЗСЮ со стороу 
ной I взяты точки К>, 2, так, что (ЯК}#! ЬХІ~ № М/~/#/у/-у * 

Определите площадь четырехугольника, образованного пересечениями 
отрезков Д2уЗМ;С& и ЯК. 

4-15 . Докажите, что пряная, соединяющая середины оснований 
трапеции, проходит: а) через точку пересечения диагоналей, б) через 
точку пересечения продолжений боковых сторон,* 

4-16 » Докажите, что в любой трапеции ЛВС*) ((#7))Н(% ')) 
}$ОІ в І&ОІ~/СОІ /%0/ где С - точка пересечения диагона¬ 
лей Я С и $ д ■. 

4-17 , Точка 2) делит сторону АС треугольника, Я ВС в отно¬ 

шении /42/. / Ѣ С! = /// ( в каком отношении делит отрезок 3& 
медиану ЛЕ треугольника АВС ? 

4 -д 8 , у/Д и - две хорды окружности радиуса Я^ , пере¬ 

секающиеся под прямым углом в точка /V • Найдите//^/>/гд/ /Т)М} 

4-19 * Даны два диаметра окружности УЗ и ^ * Из точки 

окружности опущены [№Р]±[ЯЗ] и [М$] 1. [СЯ] . докажите, что дли¬ 
на отрезка / э ^ цѳ зависит от положения точки М . 

4-20. Заданы две пересекающиеся окружности; (С Я ), (#/3) - 
их общие касательные { ^4, 2>, В - точки касания); ( 5Г ) - при¬ 
пая, проведенная через точки пересечения окружностей* Докажите, что 
1*Г] - средняя линия трапеции А ВСЮ . 


4-21» Докажите, что прямые, соединяющие основания высот данію 
го треугольника, ограничивают треугольник, для которого высоты дан¬ 
ного треугольника являются биссектрисами* 


4-22» На сторонах произвольного четырехугольника «сак на дна - 
метрах построены круги» Докажите, что они покрывают весь четыра*- 
угольник» 

4-23. і) ой исаниды шеотиугсльппке дыіы длины пяти ел: о рои (по 
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порядку) ; а, і ; с, СІ; б . Найдите длину шестой стороны. 

ІЬ2&* Длины сторон треугольника равны а?5 ; С , причем 

(Х 1 ±$ г ~ 5С г * Докажитеэ что его медианы к сторонам О уіІ 
взаимно перпендикулярвы. 


Іл.25* Докажите, что во всяком треугольнике < НР(Р^), 

где р - полупершѳтр, - высота, опущенная т сторону О . 

АгЗё.® Пусть С?! ё ( С - длины сторон треугольника ш р - 
его полупериыетр. Докажите, что (р~в)(р-5)(р~с) & 

^"27 . Пусть и кі - две высоты треугольника и Т - ра¬ 
диус вписанного круга» Докажите, что 9 

4^28. Радиусы .двух кругов равны Я и Ь , а расстояние 
между их центрами равно У * Определите длину общей внешней и об™ 
щей внутренней касательной. 


4-29 * Два круга радиусов >€ и ^ внешне гасательны. Спреде- 
лите радиус круга, касательного к ним и к их общей касательной. 


ігШ е Через точки А , В и С проведем окружность. Докажи¬ 
те, что расстояние от точки С де прямой равно среднему гео¬ 

метрическому расстояний от С до касательных к окружности, прове¬ 
денных в точках Я и В * 

4-31 » По основаниям трапеции определите длину отрезка 

прямой, проведенной параллельно основаниям черев точку пересечения 
продолжений сіоковых сторон, заключающегося между продолжениями диа¬ 
гоналей» 


4-32 * Докажите, что прямая, соединяющая точки пересечения бис¬ 
сектрис двух внутренних углов треугольника с иротиволежащши сторо¬ 
нами, пересекает третью сторону в той же точке, что и биссектриса 
внешнего угла при противолежащей вершине. 

іиЗЗ- Через середину хорды круга длины Я проведена другая 
хорда длины 5 . Определите длины отрезков, на. которые хорда ё 
делится хордой & 

4-34. По сторонам 3. 5, С г с/( ОАС) трапеции определите 
ее площадь. 

4- Д 5. Может лк вписанный многоугольник иметь: 
а) конгруэнтные углы, но неравные стороны; 

5 ) конгруэнтные стороны, но неравные углы? 


/ 






Зй 


на: 


ІхЬб . Может ли описанный многоугольник щец* 

а) равные оторопи, но неравные 

б) равные углы, но неравные стороны? 


До кая ит о 8 что сумма диагоналей • выпуклого ішиугольнм 


а) больше периметра , 

0 } меньше удвоещого периметра- 


ііЖ* Докажите, что сумма расстояний оі лыб&й внутренней 
ей треугольника до его сторон: 

а) бо льше но Ленины перш^тра, 

б) меньше периметра. 



Іг 39- Из плоскости даны три параллельные прямые. Постройте 
квадрат так, чтобы три его вершины лежали на трех данных прямых, 

Аі іШ » Д ац & Я ВС * Из его медиан построен й Я, В, С і % е 
из медиан этого треугольника - А Й л В 2 С^ . Докажите, что 
йЯВС <х> & /^44 и найдите коэффициент подобия. 

ІіИ* В шестиугольнике ЯВС%, все углы контрувнтан. Дока¬ 
жите, что ШІ~№е) * !ер)- } всіх/сг>/*/РА} 9 

ІхіЙ* ^2 точки М проведены две прямые», касающиеся оируі 
ноет и О в точках 3 и 3 и еще одна окружность с центром в 

точке N и радиусом /М3/ . па ее части, лежащей внутри округ* 
ноет и 0 , выбрана точка С , Прямая ЯС пересекает окружи 

ность О в точках 3 и Н , прямая ЗС - в точках б и Н . 
Докажите, что [ХН1 - диаметр окружности О 

Іі43- Окружность с центром О , лежащим на основании хре- 
угольника .ЧВС (І№І~{ВСІ)., касаемо я его боковых еіиро». Ярове- 
дема касательная іс окружности, пересекающая отрезки. ЯЗ и ВС в 
точках А? и /Г соответственно. Докажите, что 

А ЯМ О ^ А МОХ Гк> А А/ОС 

ІІІІ* Для всякого ли треугольника ЙЬ С ни-йдется такая ю^г 
ш р , что все три точки, симметричные точке р относится* чо 
прямых ЯВ, ЗС// ВС , лежат на окружности* описанной около тре¬ 
угольника ЯЗС ? 

✓л 

4-45 . В ромбе МСХ) Л ~ 60 е . На сторона Я В ыежих точка 
Р * а № стороне ЗС - точка М , причем /ВР}* І&М}-- /ЯЗ/. 
Докажите, что і\ РМѢ ~ равпосторонний. 
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ІгЛѣ- картонный треугольник с величинами углов Д0°, 60° и 
ВО выкрасили с одной стороны черной крѳсксй 3 о другой - красной, 
положили на лист бумаги черной стороной вверх ж. обвели карандашом * 
Как разрезать треугольник на несколько частей так ѵ чтобы, перевер¬ 
нув эти части красной стороной вверх, можно было покрыть ши тре¬ 
угольник , обведенный карандашом? 

4-47 . В треугольнике центры вписанного и описанного кругов 
симметричны относительно одной из его сторон*, Найдите его углы» 

4^48° Треугольник ДЗС после поворота около вершины $ занял 
положение ЙВ$(/ . Докажите, что если прямая ЯС делит пополам 
отрезок ЗВ/ , то прямая Я В/ делит пополам отрезок СС, . 

4^49. Дана окружность с диаметром [йз] и точка С не этом 
диаметре* Постройте две точки X и X окружности, симметричные 
относительно прямой Я В % для которых прямая УС перпендикулярна 
прямой ХЯ . 


4-30 с Возьмем не высоте ВН треугольника ЯВС произвольную 
точку р , Докажите^ что если К - точка пересечения прямых 
и ВС ? X - точка пересечения прямых СР и ЯВ , то 

г: К на % г-Хт . 
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яажят на каждой высота треугольника (отсюда получается зшз л дых 
доказательство того, что его высоты пересекаются в одной точке, 
прямая 0& Называется прямой Эйлера треугольника ДЗС ) л 

Дц35«. Докажите, что для любой точки М ь плоскости т реуголь 
ника /І&С выполнено неравенство; 

ІМЙ/ё: ]МЗІ+/МС/ і 

г 

которое -превращается в равенство 

)мяЫ імві+імсі 

в том случае, если & $8С - равносторонний и точка М лежит на 
меньшей дуге ВС его описанной окружности (теорема Дошл/ю)* 

4-56 о Докажите, что для любого треугольника ЛВС : 

ь) точка пересечения продолжения биссектрисы у г к /? 
с описанной окружностью одинаково удалена от центра впиоѳнгсй окруж¬ 
ности м от вершин В к С ; 

о) квадрат расстояния между центрами вписанной и сам- 
санной окружностей равен &. г ~ ЯА% где %, Я. ~ радиусы вписан 
ной и описанной окружностей (формула Эйлера), 

Указания 

4,^2. Отразите одну ив данных точек симметрично относитель¬ 
но данной прямой. 

ІіОе ^ Ив 4~2б). 

4-4„ С помощью симметрии задача сводится к такой: сколько 
из 180 лучей, выходящих из одной точки под равными углами (2° меж¬ 
ду соседними лучами) пересечет прямая, параллельная биссектрисе 
одного из углов между соседними лучами! 

4 -8. Числа р, ^ % образуют геометрическую (арифметиче¬ 
скую) прогрессию, или - что то же самое ~ Ц. является средним 
геометрическим (арифметическим) между р и % , если Ц.' г - р%- 

(о остье тств ен но, 2$=Р+г) ш 

4-12 > 0) следует из а), поскольку й$т дс а СЯ& (Гі 6 'V с 1 
при любых а , 6 , С (ведь (а-*в) г + (в *с)Ѵ (с~а)*&- 0). 

ІГІ2* Из любой точки внутри //ЗСМ одна из сторон видна под 
углом величиной не меньше ^0°. 


±гій« Две касательные, проведенные к кругу т одном точки, 


Представьте, что квадрат построен, и поверните его на 
тржб! угол относительно едішй Іт вершин*. 

4-50^ юешіо продлить отрезки //Д* и НЪ до пересечения в 
"• очках к; &. Я; с прямой, наем л дель ной ( ДС ) и проходящей 
•срез 5 9 и доказать, что 4 В, ИХ; - равнобедренный* 

4г5ж' Нужно доказать, что л А ( 9, С) получается симмет¬ 
рией ^поворотом т І80 п ) д ДІ в С- относительно некоторой точки 

УЧ 


4-53§ Рассмотрите симметрию относительно середины средней 
линии (эта т точка - середина медианы треугольника), 

4-54„ ^пользуйтесь том, что если А - середина стороны 
ВС > то / Сч] А [ВС] (если течки К и О яе совпадают} и 
ІСАІ- 2 (Я6І . 

4-56* Чтобы вывести д-566) из 4-56а), достаточно опустить 
церінтдм-куляры і ЗЬ] и /_ ЗЯ'} т центра 7 вписанного круга 
на основанпе треугольника / 8С] и на перпендикуляр [Ои}ъ [ВС} 
преходящ:,ш через его середину А/ ( 0 - центр описанного кру~ 

га, 9 - точка пересечений о продолжением биссектрисы угла 

ВАС ) г '•римеиитв теорему Пифагора к ьЗХЯ, ь &М0, и й 80А $ 

■: г г ч лро 1 7 і < /- г. ? /Д2/~ '($2{~ Я . /39 АФЯ/оо гла он о в)* 
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Книги и задачники по геометрий 

X* І«Адаыар. "Элементарная геометрия". Подробней школьный учебник 
геометрии со множеством полезных задач и несколькими инте¬ 
ресными дополнениями., 

2. А.ВэПогорелов* Элементарная геометрля" (1972). Краткий школь¬ 
ный учебник, где аккуратно излагается аксиоматика геометрии,, 
использующая понятие вещественного числа как известное» 

Б* ЕвДьедоннѳ® "Линейная алгебра и элементарная геометрия". Фор¬ 
мальное изложение элементарной геометрии на языке алгебра- 
ических структур о множеством задач про соответствующие, ал¬ 
гебраические понятия, и большом введении темпераментно объ¬ 
ясняется, почему, по мнению авторатрадиционные изложения 
геометрии в школе не нужны. 

4. Г.Шоке. "Геометрия", Изложение наглядной аксиоматики и ее обсуж¬ 
дение, рассчитана е на специалиста, 

5« Книги из серии "Библиотека математического кружка 11 Д.СКШкляроко- 
го, Н.Н.Ченцова и й.М.Ягдома: 

а) "Избранные задачи и теоремы .элементарной математики"; 

б) "Геометрические преобразования" (2 тома); 

в) "Геометрические неравенства и задачи на максимум ш мини¬ 
мум" (іу7іі) ; 

г) "Геометрические оценки и задачи из комбинаторной геомет¬ 
рии (1974); 

и книга В. Г.Болтянского и Ю. Яг лома 

д) "Выпуклые фигуры" (из той же серии). 

В б)-д) содержательные геометрические теории изложены в виде 
серий интересных задач с решениями. В а) собрано много "оякм- 
пиадішх" задач по геометрии с решениями. 

6. Б.Делоне ш 0„Житомирский. "Задачник по геометрии" (І95С), Юро- 

вше задача по геометрии^ близкие к школьным. Много задач на 
построение. 

7. В„А.Скопец и В.А,Жаров. Задачи и теоремы по геометрии (плани¬ 

метрия) (1962). Справочник геометрических формул и теорем 8 
много интересных ш трудных задач. 

8; а) И. Б. Вас иль ев, В.Л.Гутенмахер. "Прямые и кривые,"; 

V б) И.Б.Васильев, С.А.Молчанов, В.Л.Розенталь, А ЛІ. Савин. "Мате¬ 
матические соревнования" (геометрия) (1974)• Брошюры из се¬ 
рии "Библиотека физико-математической школы". В первой мно¬ 
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го задач па множество точек* на максимум и минимум* во вто¬ 
рой - нестандартпых олимпиадныж задач. 

9* Г 0 С«М.Кокстер э ^Введение в геометрию". ПрекрасвБя книга, состо¬ 
ящая из 22 глав - рассказов о различных геометрических фан¬ 
тах и теориях, многие ив которых примыкают ж "шЕОзьаей" гео¬ 
метрии. 
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1976/77 учебный гож 
№Т 0 ДИШЖИЕ РАЗРАБОТКИ 

для упяпргуля I курса ВЗМШ по теме ч 'вомѳтрілвсіслг 

. преобразования" 

Задания ко этой теме Вы оудете выполнять по орошюре 
Н.Б.Ваоильева, ВД.Гутвнмахера, У.М.Раобота "Геометрические 
преобразокания" 

3 а і а нл ей 5 


1. 1.2 а) 

2 . 1.6 

8 . 1.7 

3. 1.8 


3 . 1.10 

4. -ІЛ2 
Д рпрлят" 

ТО. І.ІЗа) 

II. I. 136 ) 


6. 1,16 
6, 1.1? 
і задачи ; 
12о Іо 14 
ІЗо Іо 15 


7 е ІЛВ 


14о 4о52 
15* 4о54 


®2ІЖ, -женок 

решено не менеее ? %адач; 
^ 4 ^ -* решено не менее 5 ведан? 
4 % 3 * - решено не менеѳе 3 задач, 
■ ®* 5 * -решено ш менее 5 задач; 

" 4 " ~ решено не менее 3 задач, 
да 15-10 ноября 1976 -года 

Задан и а_Л 6 


1. 4.1 

2. 4Л5а) 

3. 4.156) 

12, 4.7 

13, 4ЛО 

14, 4.18 


4, 4Л7 
3. 4,21 
6. 4,28 


7. 4.31 

8 , 4.36 
< 5 . 4.36 




15. 4Л9 

16. 4.20 
Г?» 4.22 


18. 4.30 

19 . 4 . 3 ? 

20. 4.41 


м Ж*) »Тч ;(•);* 


10. 4.43 

11. 4,47 


21, 4.55 


ГЛ,Т«Г 1 , ш Ііі «[•] 

[і»ѵг^ Т ѵд! в .ѵ*д 


і.*Ѵ »6 *!♦ ІМ 


нт з 




* " 5 м «решено не менее II задач; 
решено не менее 3 задач; 

-решено не менее 5 задач® 

іа яойолннтелъные задачи : Й 5 П - решено не менее 4 задач; 

” 4 ” - решено не менее 6 задач* 

Стхж пщ сшгки задания |5 8 - І_Двкаб^ .ІѲТб^г. 

Методическая комиссия ВЗМІ 1 

4 /стряпческие пазоаботки составили; И.В»Васильев, В.. Я. Гуте н*- 

тл&хер. 
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("Геометрические 


методические РАЗМВОТК 

для проведащИх по заданиям л М,и № 

преобразования*) 

I. Используемые обозначе ния: , ■ 

/5Ц)- прямая ЛЬ 
[М] - отрезок Л& 

/Ай ]- длина отрезка $§ 

^ - величина угла А 

* і< Л» ' 

п 0 ■» гомотетия с центров 0 и коэффициентов! Л . 

,; ( П в 0 о роверке задания . , 

Всші задачи этше заданий решены нередион&яьво| омвф&к Ш 
снижать, но указать на лучший способ решения», 

' Указания-по отдельным зед ачНім 

* Знание В 10 



* 





: 


, {..-■■ 
І 

ц '/( 
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1.2 а. Указание к решению; искомое множество - результат. ' 
гомотетии прямой С' относительно т. А о ко^Тящнентои Х/%* 
М. Если задача не решена, указать учшрашг, что искомые 
точки пересечения прямой с окружностями должны бить оишетрични ; 

относительно точки /? 

ІЛО . Вели задача не решена, то 
указать, что первый ход первого Игрока 
разрывает круг в сводит задачу к оитуа- 
яда задачи 1,9, которая ревою к бро- 
«ре. . ж 

_ІЛ2. Вели задача да решена - указать, что^как следует яз 
уеяевю^ фигура переходит в себя при повороте на угол УсХ$(п\/9*Н 
іде М ж пь — любые целке часта. Надо нейти юимеишее чио~ * 
іо, которое мокно шйтж по этой формуле. 

!■»!?« Вели дан вервий ответ ва один и$ подпунктов ~ ставятъ 



в Г. 


І»І8» В задаче надо различать 3 пункта. 7 

1. Указать оси вращения в строчке* б),в),д),с), Ваш верно 
в двух или в трех строчках - "іу если в одной - Ѵ*а 

2. Дорисовать пвфра в кошш: строчек г) - е). За ©тот пункт 
- если верю в двух строчках - V й , если в одной -у. 

3. Нарисовать строчки дда крашеная тетраэдра вокруг всей, 
проходящих через середины ребер (3,5) в (4,6); (1,4) в (5,2) 

и т.д. ;;і 




Ь/ * 
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* 
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Волн сделано хота бы для одной пары - если нет-> 4, ->", 

Задание й II 

4,1. Ваяй ответ неверен - привести опровѳргащий черте» 


4.15 а,б . Указание к решению: рассмотрите да® гомотетіи, 
переводящие вшиее основание трапеции в верхнее. - 

4.17 . Указа ние к решению : проведите (ЯГ) II (ДС) и рао- 
' . л"» смотрите гомотетию о центром $ г. б 

уу V и ет.С 

д //. 4.35 , 4.36. П одпунк т ы а) і б) еда- 

,<■ ! шшать отдельно. За отсутствие примеров 

/ • ^ » в пунктах а) опенку снижать до "у ■ 

'1 ** тщательно разъяснить летйку. 

ч О 4.43. В задаче 2 воображения: I) (ОЩ и [01/] 
Йиоовктршн углов чвтврбхугольника ДМ НС ; 2) оужавкут- 

решггх уш» чвтщшугояьнжа ража 360°. 

■ - •'> 4,47 . Кеш и© докапала равнобедренность л ЯЬС , сделку' 
снизить до •$>% 

4.10. За отоутотвнѳ вршера еяпэнть опенку до у. 


Методические разработка соотэвша: 

Раббот Ж.К., Волна Г.Б. 


Зсис 4 ГО/ 


-» 


(>. /< 


\АЛлм 
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4>Л-ЫМ. 




В {М «■( 


I РАФУ, р. & 

§ I. В в а д еіш „ 

В математике» как Вы знэете, вое надо доказывать, такая уж 
шо наука* Йо как придумать до казателъ от во ?Т ут часто помогает 


всякого рода наглядные соображения,, 

В этом задания собраны задачи* при решений которых используют¬ 
ся ІВЙІ* Йаиомшіаѳм» что граф. шш дабой другой чертеж не навод- 
мет от необходимости рассуждать» Он только подсказывает, как рас¬ 
суждать» и иногда дает для ото го удобные термины. Граф, изобра¬ 
женный на бумаге, - &то несколько (конечное число) точек (эти 


точки называются вешшшш ), соединенных отрезками прямых ила 
кривых Сети отрезки называются ребрам и)» 

Пример графта - схема метрополитена какого-нибудь юрода, на?- 
пример, Шоквы» Как известно, она своей наглядностью очень помо¬ 


гает оріентироваться, даже ш москвичам» хотя, формально гохзря* 
ту же информацдо можно было он записать словами* Заметим» что 
точная форма линий метро в етой схеш не отражена» В математике 


принято полностью игнорировать расположение вершин я форму линий 
графе* Гак» два графа на рис»! считаются кэошрбшьш (то есть 



но существу, в главном - едпшакошѵш)* Во 
шюгих случаях (в атом задании во всех олуча-' 
т) изоморфные графы взаимозаменяемы . йозто- 
му* когда щп роюошщ запада у пас будут .во-’ 
зншшть графы» мы будем иж”р&шутывать", то 
сеть заменять на изоморфные,, но более простые* 
При изображешш графа на бумаге его ребра мо¬ 
гут пересекаться (как на рисДа)* Чтобы отли¬ 
чать вершины от. игах случайных точек перасе- 
Ча пил» мы будем изображать вероятны дшргшш 
точками шли кружочками» 

Вердеаш графа могут обозначать саше разные 
объекте: отагаош метро» іюля шахматной доски» 
числа, лщѳіі ш т*д. 

Введем некоторые термины, относящиеся к 
графам* Граф называется связным, если из отбой 
ею вершины можно* пройдя по ребрам, попасть 


' г *$ ? г 


в любую другую вершину, Иначе говоря, граф несвязен» если он со¬ 
стоит из двух иди большею числа отдельных кусков, Например, граф 
- схема авиалиний СССР, который Йм, возможно,* видели в каком-ни¬ 
будь аэропорту - связан, а если составить граф-схему пароходных 
линий СССР, то он будет несвязен, так как некоторые водіше трасск 
(нащшер, в бассейне Аральского моря) изолированы от других.. 

Простой, ко важный пример графов представляют дкнслинескиѳ грат 
фн или, короче, цйіші» Пример .цикла - схема дви¬ 

жения любого вида транспорта по кольцевому маршруту. Цикл поряд¬ 
ка П ~ ото граф) с П вершинами, которые можно прону¬ 
меровать числами от I до ?> так, что вершина X будет соеди¬ 
нена только о п и 2 Р верши.на 2 - только с 1 и 3 и т,д м 
.вершина Л только с ГЬі и I. 

В принципе ничто не мешает рассматривать графи, 

в которых: 

а) какое-нибудь ребро упирается обоими концами в одну и 
ту же вершину; 

б) какие-нибудь две вершины соединены более, чем одним 

ребром. 

Однако, случилось так, что ня в одной из задач, вошедших в вто 
задание, такие графи не нужны. Ноатому мы для простоты запретим 
указанные выше возможности а) и б), 

§ 2* Коня, цифры, люди, 

Д » » Ц І ■ Ѵ' і «€ЯЖ>—я»-»уп»т ,Ц |> иди 

Продемонстрируем пользу применения графов на одном примере. 

Задача, Можно т обойти шахматную доску размером 3x4 клетки 
(см,рис,2) ходами шахматного коня, побывав на каждой клетке одна 

раз, я последним ходом вернуться в исходную 
клетку? 

Напомним ход шахматного коня: конь ходит 
буквой "Г 11 - в любом направлении на две 
клетки плюс на одну в поперечном направлении, 
4 Например, конь на рис,2 может пойти на .любое 

из іюлей, отмеченных, крестиком. 

Ре шение , Заменим каждое поле на рис ,2 точкой. Соединим отрезка¬ 
ми - ребрами те пары точек, для которых из одной в другую возмо¬ 
жен ход конем* Получился граф. Он изображен ва рис»3* 
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ііа рир,4, Ь, 6 изображены последоватоаь- 
іше стадии ” распутывания" этого графа* Ну¬ 
мерация вершин поможет Вам проследить, 
как "раопужвшіся" граф, /Вы графов вопрос 
задачи означает? можно як обойти граф (вед 
равно на каком рисунке? 3, 4, 5 или 6, 
так как все они изоморфны), проходя толь¬ 
ко ло ребрам, побывав в каждой вершине 
один раз, ѵі последним ходом вернуться в 
исходную вершину. Сформулируем этот жѳ 
вопрос иначе; можно т отереть ,асть ре¬ 
бер этого графа так, чтобы получился 
і ій іош че ский граф? 

Теперь начнем рассуждать, пользуясь 
рисунком 6* Предположим, так обойти граф 
можно. Пусть мы хотим стареть ребра, не 
используемые при этом обходе. Очевидно, 
преле стирания т каждой вершины должны 
будут выходить два ребра Стая как полу¬ 
чится цикл). Из вершины іи выходят три 
ребра. Значит, одно из них надо стереть*. 
Какое? Сотрем ребро ІО~І* Тогда из вер- 
шины I выходит только одно ребро, что 
запрещено. По аналогичной причине нель¬ 
зя отереть 10-8, Значит, надо стереть 
І0--3, Аналогично рассуждая, получаем, 
что надо стереть ребро 2-П, 

Пусть мы сотрем ребра Ш~3 и 2-ІІ* 

По теперь граф стал иесмшщ, то есть 
разделился на две части, и из одной вооб¬ 
ще нельзя пройти в .другую, тем более 
вернуться назад. Итак, мы рассуждением от 
противного доказали, что так обойти граф), 
как этого требуется в задаче, нельзя. 
Задача решена* 
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Задачи для самостоятельного решения, 

я пі *мі и і ц.іц _^и_ии-- »» — -^.-^ . 

I* Можно ди обойти шахматную доску размером 3 ж 4 клетки жъ- 
дтт шахматного коня, побывав на кадоіі клетке одші раз? 

(Теперь не требуется вернуться в исходную клетку)* 

Ок азание* Воспользоваться там же чертежом* 

В следующих задачах придется чертить новые графи» 

2,. В четырех углах шахматной декад размером 3x3 клетки сто- 
АТ четыре коня: черные - наверху, белив ~ внизу (см,рис*?)* 

—у—За один ход разрешается пойти любым конем (но 
Л Ц только одном ж только на свободное поде)* Как 

ходит конь, сказано выше, 

-—а)можно ш поело несколышх ходов получить 
& а позицию, изображенную на рмс.8: черные на од- 

— ной диагонали, белые « на другой? 

**' б) какое наименьшее число ходов нужно оде- 

л лать, чтобы получить позицию, изображашіую на 
- і± рис #9: черте - внизу, белые - вверху? 

3, Доска эдеет форму креста, который по- 
I Ж лучаетсд, если мз квадратной доски 4x4 
фг С '3 клв7і№ выпилить угловне клетки (рис* 10). 

--— ;_~ Ц МОЖНО ля обойти ©е ходаш шахматного 

і\ {\ тт» побывав на каждом поле один раз? 

, .."— б) тот жа вопрос, если последним ходом 

і__ ^ требуется вернуться на исходное поле® 

А в) пусть четьпе черных коня стоят сдана 

ш справа, четыре белых - вверху и вішзу, как 
^ Я показано на рже ДО* За один ход; можно пойти 

Ш одним кочем на свободно" под®. Каков няшень™ 

иве число ходов нужно сделал*., чтобычерны* ко* 
г ■"Г'] оказались на местах белых, а белые - к®, 

.** • ■, Д местах черных? 

4 І I г) .можно лй после нескольких ходов полу- 

^ ХТ 7) -^ тать позвнрію, изображенную на рис, II? 

Д,ёУ#' *• **°* штрапп на шахматной доске размером 

3 ж 3 клетки, I белых дна коня, у черных - 


Фі’С.І 


. 9ѵ.<е_ $ 

ЯТІ' 


’іт*. 


ЩЛ] 

Л#с. ІО 
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- одам* ПроиГЩвает $от, кто оот&е'Ш* без 
фигур* Прм ШёкМ п&ЧШіьшж тЛомвШШ ##лые 
могут выиграть? 



МРЧѳ решать зту задачу» Щдощтав 


§ 3 таро задания* 


Ѣ бМДуштх задачах вертпш рр§ф& Шответст- 
яум цифрам от 0 до 9 (иди от I §). В неко¬ 


торых из йнх приходится чёрттѣ 



Зато, графы $ В ОрйейТйро&ШШМ ЩДщШ Ш которые 
ребра (возможно і вое) віМШІШ 8$р@Шагм т 
ш.щмвр Ф оршатнттшы трш}т тлпе тся 



«ёма ЗШЦ тр§т? §§м мм Ё&котш из них 
Введено оДШ@$0р§ШШ Движения* Йродемонстри- 
руем применение 0рявм!Ирѳшшиш Грайров на 
примере. 

Задача* Диск поделен на 9 секторов и заго¬ 
рожен так, что видны только два сектора, наг» 
холящиеся в данный момент наверху (см* рис * 12, 
где пунктиром изображена невидимая часть дис¬ 
ка), Можно ли так расположить в секторах 
цифры І,....9 (по одной - в каждом секторе), 
чтобы при всяком повороте диска двузначное 
число, видимое в прорезь, делилось на 13, или 


на 17, или па 23 (хотя бы на одно из этих 


чисел)? Если можно, то сколькими способами? 


д 


17 

23 

Г 

і 3 

і? 

лз 

г 

<0 


46 

3 

5Ѳ 

5і 

69 

4 

зг 

68 

31 

3- 

65 

85 


6 

78 



г 

9 / 




9\*с /3 


Решение. Легко составить список всех дву¬ 
значных чисел, кратных 13, 17 или 23. Он дан 
на рис, 13 в виде таблицы, Построим ориенти¬ 
рованный граф с девятью вершинами, занумеро¬ 
ванными цифрами от I до 9 9 Правило построения: 
проводим стрелку от цифры ЭС к цифре у § 
если двузначное число ху ( X- - цифра 
десятков, 1| - шфла единиц) входят в 

эту таблицу* 

Полученный граф лучше перерисовать, чтобы 



і 


и ;: 
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"распутать" его* У і! веѳлголучилоя граф, изображенный на рис. 14* 

У>Вас может полущтъся другой рисунок, но граф 
будет, конечно, изоморфен нашему. Вопрос зада¬ 
чи теперь можно сформулировать так: можно ли 

Ш свершитъ кольцевой обход по всем вершинам гра~ 

а, побывав в каждом по одному разу* проходя 
ольгсо по ребрам в направления стрелок? 
ели можно, то сколькими способами? 

Теперь начнем рассуждать. &:>едпояожим> мы 
оперши ли такой обход. Из вершины 7 ш могли 
сити в только в 8. Значит, из 6 ш не могли., 
пойти в 8 (так как каадую вершину нужно посе¬ 
яв тытъ только один раз). Значит стрелку из 6 в 

В можно зачеркнуть, что и сделано на рисунке. 

Из 4 можно пойти толых) в 6. Поэтому стрелка . 
из 2 в 6 тоже зачеркнута. В ? можно пойти толь¬ 
ко из I. Значит, из I нельзя было при обходе 
идти в 3, и стрелка из I в 3 тоже зачеркнута. 
Так как из В можно пойти только в 5, зачеркиваем стрелку из 6 
в 5 в В 4 ! мота©• придти только из 3, значит зачеркиваем стрелку из 
З в 9, Как надо-закончить ото рассуждение? 

Пустъ Вы ого закончили. Тогда Вы убедитесь, что существует 
ровно сдан такой' кольцевой маршрут. Значит, и способ расстановки 
цифр на диска существует, и притом только один (если, конечно,. 
считать, что расположения,, получающиеся друг из друга поворота¬ 
ми диска - например, 178523469 и 23469І78§ -»мо, разные способы* 
а разные записи одного способа; ведь иначе придется считать, что 
есть девятая способов). Задача решена. 


Зака та для- оадю отоя гельі юго реш етя. 

5, Скож|)ЩЩ способам® можно выписать в строчку девять цифр 

| I,..... 9 в трятѳ так, чтобы, число, образованное 

каждой парой поояеттявмыж тфр делшосв 

а) па 7?. б) т ? иди т 13? 

|казшіие, # Начертить рриенткроваянн# граф* 

6, Сколькими способами можно расположить цифры но 

« 


- 9 - 


кр.угу так , чтобы сумма каадих двух соседних цифр не дет яаоь ни .. 

на 3, ни на 5, ни на 7?(Какой граф тут понадобится, ориентирован- 
ши или нет?) 

7. В строчку пишутся цифры по следующему правилу: каждая цифра, 
кроме первой, является последней цифрой увеличенного на единицу 

квадрата предыдущей цифры. Какая цифра стоит на первом месте, во¬ 
ли на 1973-е месте стоит О? 

ІЛЗЭЗШШх Поставьте па бумахъ 10 точек с номерами 0*****«9 и 
провод іТ© ие каждой цифры - то шеи стрелку в ту цифр у — точку, ко¬ 
торая должна стоятъ за ной. Куда можно попасть, если сделать из 
точки О ровно 1972 хода щютщ направления стрелок? 

В предыдущих задачах помогало построение одного конкретного 
графа, в следующих задачах речь щшт о большом числе случаев, каж- 
доій из которых изображается своим грузом. Начертить все эти гра~ 

()и часто практически невозможно (их слишком много)... Проще и к то¬ 
му же полезнее научиться рассуждать так, чтобы рассуждения отно¬ 
сились сразу ко воем графам, возможным в данной задаче * 

Приведем пример. 


Собралась компания из сами человек. Каждый из них зна¬ 
ком ршшо о тоемя другими. Может ли так быть? (Считается, что 
осда й знаком с 0 , то О знаком с $ ) „ 


Й1§Ж§а Попробуем сначала доказать» что так может быть» Для 
этого достаточно привести хоть рдл«, пример. Будем изображать сио- 
сем,/ в виде графа» Поставим семь тот'К - вершин, означающих людей, 
и иачнем соединять их ребрами. Волн мы соединим две вершины реб- 
ром » 0ТО будет значить, что эти два человека знакомы. Ми чертам 
несколько таких графов, но пример построить не удается. Например. 


в графе на рис. 15 из вершины 7 выходят всего два ребра, а про™ 

I вести третье некуда. Попробуем теперь дока- 

( I зать, что так не может быть. Будем рас- 

1 "''"*"^^ I оуждать от противного. Пусть такая сис™ 

I / ):еца знакомств существует» Рассмотрим 

1.^ I І"У 4 грп( -'* её* Разрежем в этом 

1 I у графе каждое ребро посередине. Подочи- 

I у 1/ таем число получившиеся при этом "по- 

лов и но к" ребер» Из каждой вепшчпь? тор~ 
е" чат три такие половинки, а вершин семъ. 







ІО *= 


Значит» половинок 3x7 = 21,, Но тогда рсбер &1 » 2 я Д3|, <т 
невозможно. Значит , так. быть не может. Задача решена. Заметим# НТО 
граЛы помогли решать нам эту задачу# хотя мы не начертили ни 

одного графа. 

~— --— # - 

Задачи для самостоятельного решения. 

8. Доказать, что 77 телефонов нельзя соединить между собой так, 
чтобы каждый был соединен ровно с 15 другими# 

9 з Собралась компания из П человек. Каждый из них знаком 
ровно с тремя другими® При каких Ѵ\ эт ° возможно? 

10, Ученые двух стран, Пингвинии и Дельфинин, переписываются 
между*собой. Каждый пингвинский ученый переписывается с тоемя дель- 
финскими учеными. Каждый дельфинский ученый переписывается с че¬ 
тырьмя пингвкнсішми. В Пингвинии всего 1372 ученых. Сколько уче- 

них в Дельфинин? 

11, Продолжение» Число ученых в Пингвинии увеличилось, и те¬ 
перь не равно 1972. Но как и прежде, каждый пингвинский ученый 
переписывается с тремя де ль финскими, а каждый дельфиисішй - о че¬ 
тырьмя шшгвинскими. Кроме того» наука развилась в стране Моллюс- 
кии. Каждый Пинхтзинсвдй ученый переписывается с пятью,каждый 
дель финский - с шестью моллюокскган, Каждый моллюскский учеши, 

в свою очередь, переписывается с тремя шшгвинскими и двумя Д ель_ 
финскими, Может ли так быть? 

12, Пятьдесят из 64 полей шахматной доски пронумерованы чис¬ 
лами от I до 50. Кроме того, имеются 50 фишек, тоже пронумерованы* 

числами от I до 50» Каждая фишка положена на какое-то юле 
доски. Одним ходом разрешается переложить одну фишку на любое 
свободное поле. Докажите, что на более чем за 75 ходов можно по¬ 
ложить все фишки, на свои места. Придумайте пример расположения 
фишек» когда менее чем за 75 ходов их нельзя положить на свои 

места» 

Указание . Представьте себе, что из каждого поля, где лежит 
фишка, проведена стрелка к пота с номером, равным номеру этой 
фшшш. Подучился ориентированный граф. Из каких ^связных частей т 


і 


- и « 

I;.:, У І».;язя Гвздона било трое сыновей. Сгудх ев; дотолйэв Р2 
Ш$Ш ПО 3 снял .. и о дней доч-;. прочее онли ооадеттс/.. 
всего ш^б’.л4ѵов у ;щт?; Ш падсчіаѴ 

14 . іаду; - задал уьхяка&й • 

дом 20 задач* На след,ую*-дед зав .адд ваяоісіло-са, чю каждую зад ' у 
решили два участника к каждый участник ради л г задачи с 

а) Сколько участіе :кад в кривее? 

б) Докажите, что рукозод- таль мсадл* ток олган;: задать 
разбор задач# что ісадкый участник рассказе? одну задачу, котов ;т 
он сам решил# и все задачи С ѵд , а ^ассікіз ко адіадм,; Р^»** * 

в) Дэкжше, что суг.естзует аз далее двух слоссаду так 

организовать разбор. 

Приведите пример# когда способов роадо гья,. 

г) Каким вообще кокет сначисло стад окссобов? 

УказаниеПредставьте себе граф с ад вершинаад, обо: еад.ад- 
мк участников кружка и задачи, гебро от СС к у пуоадад,.?ея ? 
0 слй Об — участник 8 у — задач а я г ад решил & до ладШад, 

ЧТО Граф СОСТОИТ ИЗ ОДНОЮ ИЛИ іЬеСКОДЬКИХ ЦИКЛОВ* 

15» (Продолжение)» В следующий раз на том ж. кружке снова Си¬ 
ле задало 20 задач» Каждый участник ренію: три задачи* и наддую 
задачу решили три участника,^ Требуотад доказать что и на Щъ* 
раз можно организовать разбор так# что ісададыГ; расскажет од.г,у за¬ 
дачу# которую оіі решил, и все задачи будут рассказа ни* ото колко 
доказать, опираясь на важную 51 теорему о представителях-*, которую 
мы сформулируем в виде еле думце'" задачи. 

16. На кружке, в котором ГЛ участников, было задано на 
дом Н задач. На следующем занятии оказалось, что выполняется 
следующее условие: для любых С участников (для всех С 
от- I до т ) количество задач, решенных пт в оэвокушшети у/^ 
(т.е. зад ад, решенных хоть одним из этих К, человек.; * не } 

меньше К * 

В частности, из этого условия следует, что Гі // ♦ И. сть 

кроме того, каждую задачу кто-нибудь решил. Хрссуется доказать, 
что можно так организовать разбор задач, что каждый расскажет 
одну или большее число задач, которые он сам решил, л Кс*адая 











задача б.*дет рассказана ровно один раз# 

•ллоиы свеоа-д задачу 15 ж задаче 16, достаточно доказать, 

1,10 3 °' лГ ошгсанйой в условии задачи 15, выполняется 
уодов не (I) * до коетте это , 

т* 

-п— Представим собо град / 7 о ^ 
веркг.ша^,:; т из жі. обозначают участников, П остапымх - 
задачи, ІЬ ведем ребра так: проводится ребро от участника СС 
к задаче 4 есда ^ Рзшил і/ , Ллон разбора задач, который нам 
чѴ "‘ получите, Точе можно продотавить в виде графа Г 7 с томи 

Нв взр|а:ягш ‘ :;о ресі ? а проводятся но другому пщнципѵ: пгояогат- 
ся ребро от -летника * к задаче у , сели * рассказывает у ". 

Ие.шц,,, что/ если он существует (а это мы и должны доказать) 

получается из Г стиранием некоторых ребер, но не неведением 

д«к как каадюі учовток рассказывает -сольдо ту или те 

3адшЕ ’ К0Т0рІ6 ои сш Рввад. По условию в ѵршіеГ' из кавдой 

~ зэда ' ш лолшо вжсодйть р°™> одно ребро, а И8 ламы 
у Л,, ;“ Ьи “ .Участника - не меное одного ребра* 

Лудем иооладоввтольяо стирать в граф* Г ребра так, чтобы 

условие (I) яш, этом продолжало выполняться.. Лекажем, что ото 


Г н- Г;; ТТ/? Тв Ѵ° Р ' пока 1,9 мягтѵоя граф, который мож~ 
ю п ^ ІИЛіЬ За 5 • Рассмотрим три случая* 

&) На некотором этапе отирания ребер получился іюсвяз- 

ноетг? 0і ’ Ла КОД0 расшат ^ вать в» связные части по отдель¬ 
ности: они относятся к случаям б), в) для меньших значений 

О) Существуют такие *с участник», к 4 т . что ад*. 

ло решенных ими задач равно к . Тогда можно отереть все реІ 

Г ^ дае от этих К «ад»» к прочим участникам, и условие 
М^ттш, «дат множат**,. ЛИствительис, „.„та лля 

У, *”" , " 0! ’ ККШе "««и» ■№ 

т ' ' д пенных с ниш вершин - задач стало меньше С , 

з 2Т1 РШЬШ ° т * й ВШ0ЛНЯЛ0СЬ Для множества, состоящаго из 
• Кг и наших К, участников: в нем К* С элементов а 

число задач, ими решенных, есть сумма К и числа, меньшего I 
Ж " Ж ™ К,Ѵ • Это лротиюоотат пюмжкт ,,.’ 

Іо :і:.Г *«* ” «« * **» к 

10 в Результате получили случай (а), 
в) Тля любых ѵчастішкоті /с б /м 

тт 9шт к . іі,~" , “Х'« I ’ * |М "" М,Х •" 

хотя А, тоа , А , * из кшши “ йѳ верпинв - задачи выходят 

• ' н лва <и»«че ною граф у.,іе есть граф Г # ч ' 

РС№?ш0 ' Тогда можно стереть любое из них, и условие (I) 
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по-прежнему будут выполняться#, Действительно, раз стерто жодыо 
одно ребро» то число задач» решенных лзобтж учаешік&т, 
иояет уменьшиться только т I» и станет не меньше # » 

Таким образом, ш можем стирать ребра до тех пор, пока граф 
ко распадется на такие связные компоненты * в которых из каждой 
верщіщ-задачи выходит ровно одно ребро# Условие (I) по-прежнему 
выполняется; оно гарантирует» что каждая вершииа-учаотник соеди¬ 
нена хотя бы с одной вершиной-задачей. Полученный граф и есть 
требуемый граф Р 1 # Теорема доказана. 


Опираясь на эту теорему, решите задачу 15, 

Эта теорема допускает дальнейшее обобщение, которое можно 
сформулировать следующим образом# 


Г7 * Пусть на кружке, в котором т участников, было задано 
на дом задач* Сказалось, что каждому участнику С&~ мож¬ 
но сопоставить такое число Ь (X), что для любых К учасі'- 
ников % іУ * Ч Х іе число задач, решенных хотя бы одыш из нюс, не 
ыенъш^ чем П (»/) + •*« + !/(:«*) ♦ Кроме того, каадая за- 

дача хоть кем-то была решена# Тогда можно организовать разбор 
задач так» что кадщй участник X- расскажет не менее Ь (Ж) 
втш ф решенішх им самим, и каждая, задача будет рассказана ров¬ 
но один раз в Доказательство мало чем отшчается от данного выше# 














*УСть д:.сс в оледдадо игру* Перед ними на бумаге на- 


г . іу 

; >ч> 


V •••* 

Г 5 


-Ѵ-'-с’ 

ъ 


ч Г ‘л. 
( ) 


ѵЧ 

,Г )Н 


гл 


ч- \;*7 

>л 


Ч 


л* 


ѵ'* 

Г 'V 

і /7 


Ы&ч едн гзс?-:-&*т кружков, соединенных стрелками ~ 
ориснгт;оз::! т чгіі йапрюіР, граф на рисДб. Возможен и иной 

фі г->:ф. Существенно* чтобы это был граф 

у/ ! \^ без ооиентированкых іцшіов, то есть 

/ / Ч 7 і;ж1, что, двигаясь по нему е надрав-™ 

г\ 4 аоиіы стрелок» нельзя дважды попасть 

\ Ф :: \ у? в одну и ту же вершину. В частности» 

ОТ Лу все ребра должны быть снабжены стрел» 

' I нами: можно будет ходить по реб- 

( у~ ‘Чф 70 ру без стрелки взад - вперед * Перед на™ 

• 1 \ ч ф чалом игры на одну из вершин ставится 

УКЛ) Ч 4 \к> фиша {например» на вершину І) # Игра 

4 "\ ТУ<^' состоит в- том, что грани по очереди 

Л Х. Л<л: /5 ’ \„ і*/« ходят -** передвигают фишку. За один 

С,/Й ' )н (_р7 ход отяг.у нужно передвинуть ро іш> до 

у : \^ с •/,■■* едкому ребру в направлении стрелки., 

Веди із верчдяы выходят несколько стрелок» то игрок может пойти 
фишкой по ліРооЁ из них. Те вершины графа, из которых не выходят 
стрелки-, называются финальными ., Ба рис Л 6 это вершины 14, 15, 16* 
Когда фишка попала на сіінна явную вершину, игра закаігошаетшь У 
каждой финальной ьеріміш написана одна из бук 0 /•/ или /7 «, 
Результат іщртт определяется с-уквой у той финальной вершины» 
где оказалась г лыка к концу игры: 

если 0 (выигрыш) г то выигрывает сделавший последний. 

ход; 

если П (пооигрыщ)„ то выигрывает его партнер; 
если И , то ничья* 

Попграіш с кем-нибудь в игру на рас*І6* Как лучше играть, 
и на какой исход молю расчитывать (при наилучшей игре партнера)? 
Оказывается, для любой такой игры это з принципе всегда можно 
точно выяснить* Покажем на примере графа нэ шюДб* над это 
сделать. Нужно рассуждать о конца* На что, например» может рас- 
считывать игрок, поставившій фишку на вершину 12? На ничью» так 
г*ак его противник следугщщ ходом, конечно, пойдет на 15 * Игрок, 
поставивший фишку на II или 13, конечно, проиграет* Поэтому по- 


где оказалась 

г лыка 

если 

6 

если 

С? 

1 і 

если 

И 

Ііоиіраітч) 

о кем-: 


&тшш у вершин II и 13 буквы 0 * а у вершина 12 - букву И ф 

Даше, шрок, поставивший фишку на ІО» выиграет, так как, куда 
бы ни потел после этого противник - на И или 13, он попадет 
на вершину о буквой № 9 есть шоследотвш проиграет, Ьн» 

должно быть» уже поняли, как расставлять буквы*. Расставьте бук¬ 
вы у всех вершин на рио/16* Заметим» что присваивать какой-ни¬ 
будь вершине (\ букву можно толью тогда» когда уже присвоены 
буквы воем вершинам, в которые из нее ведут стрелки. (За одним 
исключением? если у одной из них ужо стоит Ц * то вершине й 
можно заведомо присвоить П )» Вершина I получила букву /? 

Это означает» что начинающий — делающий из неё ход может вкн- 
гразъ* Для этого он должен ходить всегда на вершину о буквой в • 

I. Почему этот метод расстановка букв может т привести к ус¬ 
пеху * если в графа есть ориентированные даклы? Приведите конк¬ 
ретный пример» демонстрирующий это* 

' 2 * Докажите, что» если в графе шт ориентированных циклов# 
то всем вершинам удается присвоить буквы* 

3, Сформулируйте в общем ввдѳ правило# какую букву присвоить 
ведшие в ечшохмооти от букв у верши , в которые жа неё ведут 
стрелки* 

За * Придадим буквам числовые значения? В*Ж, И*О, П*-і 
Проверьте, что тогда это правило шлет <йш» задано форвддай? 

и (^)е-тах (іфѳф іі (® к )] » 

где 4 (а) - значение буквы, присвоенной вершине А , - 

ітЛ(і>4' значепя букв# присвоенных там вершинам 0^ *»*щ 
іуда ш н 0 ведут стрелки. - 

. К играм на графах» которые ш описали» по существу сводится 
целый ряд : гр» доте воли их правила заданы» на первый взгляд» 
совсем иначе» 

Следующие задачи содержат примеры таких игр* 

4* Двое играют в следующую игру. Перед шш на столе лежат 
четыре коробки,' про чуме рог акте от I до 4 Р Перед началом игры 
в каждой .коробке но одной стчі э* Ходят по очереди# Одним ходом 
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можно переложить из одной коробки все ложшцій в ней спички (если 
она не пустая) в коробку с номером ня единицу больше? из I в 2 Г . 
из 2 в 3 или из Зв 4* Проиграет тот» кто не сможет сделать оче¬ 
редной ходу так как I, 2 и 3 коробки будут уже пусти, Кто выигра¬ 
ет* начинающий или ею партнер и как ему надо для этою играть? 


У-ѵ А?*,)" 

» &7>т 7? 


Указание» Решим аяаші’ичную задачу для трех кособок*. Начертим 
граф этой игры (рисД?)* Кружки означают состояние * позиции игры 

\ Ц Тройка цш!*р. в каждом кружке означает 

количества спичек в коробках.? с первой 
ДО третьей* Стрелки означают возможные 
^ {ргЛ V*/ ходы* Позиция 1003 ) - фшпглшая* ей» 

I по условия,, присваивается буква 0 * 

\ Остальным позициям присваиваются буквы 

\ ^у г/ но правилу» которое Вы сформулкрешали, 

$ (<адУ1 ' решая задачу 3» От того * что ничья не- 

Ѵ.^ но.іе возможна» это правило только рррщется* 

Проверьте, прашлыю ли поставлены буквы* Составьте теперь ана¬ 
логичный граф доля четырех коробок и проставьте буквы» 

Теоретически можно составить граф и проставить буквы для этой 
міры о любым числом коробок* Но практически это при росте числа 
коробок скоро становится невозможным, так как число позиций 
быстро растет* Аналогичная трудность имеет место по отношению к 
таким играм как шашки и шахматы* Для каждой из них полное иосле¬ 
дование о помощью графя вошождо теоретически» но де практически. 
Приведем несколько примеров игр» где удается угадать общую 
для всех Л закономерность в построении графа и расстановке 
букв на нем* 


5* Двое играют в следующую игру* Перед ними кучка из м спи¬ 
чек* Ходят по очереди* За один ход можно взять из кучки одну иля 
две спички* Выигрывает тот, кто возьмет последнюю спичку* Кто вьш~ 
іршичоТр 1 и как ему надо играть» чтобы выиграть? 


У казание » Фактически здесь требуется разобрать бесконечное 
множество различных игр, и каэдой соответствует свой граф* 

К счастью* п граф но надо строить заново? достаточно про¬ 
должить до 1} цепочку» начало которой изображено на рис* 18 
(числа в кружках означают оставшееся количество спичек). 
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Рвоотавпевнно букам позволяют предположить, по какому закону они 
расположато п двльша. 

а) Сформулируйте, какова, по. Вашему мнению, закономерность 
расположения букв при неограниченном продолжении цепочки* 

б) Докажите, что если эта закономерность соблюдается до не¬ 
которого места, то она выполняется и на один кружок дальше* 

6. Тот же вопрос, если зѳ один ход можно взять две или три 
спички• Выигрывает тот, кто возьмет последнюю спичку® Если в 
кучке останется одна спичка, засчитывается ничья® Каков будет 
исход игры, соли оба играют наилучшим для себя образом и перед 
началом игры в кучке 1973 спички? 

? 5 Тот же вопрос, что в задаче 5 ? если за один ход можно 
рвять одну спичку или не брать ш одной, но при этом запрещается 
не брать ни одной спички» если за два предыдущих хода но было 
валто ни одной спички. 

Здоръ, чтобы задать состояние игры, мало указать 
число оставшихся спичек* Граф этой игры на рис.19. 

8 ряду I.находятся состояния, когда послед- 
" ним ходом была взята спичка, в ряду П - хог 
да спичка была взята нѳ последним ходом» в 
предпоследним, в ряду Ш-когдэ за оба послед¬ 
них хода не было взято ничего* Проворьте, 
правильно ли проведены стрелки. Расставьте 
буквы, 3 ] шахматах в задания позиции тоже, кро¬ 
ме расположения фигур и того, чей ход, 
входит указанно, за сколько последних хо~ 
Рис. із дов но была взята ни одна фигура и нѳ бы¬ 

ла передвинута ни одна пешка; если таких 
ходов слишком много, то игра прекращается, 
и засчитывается ничья. Только о учетом этого шахматы и изобрака- 

моя графом (хотя оы в принципа) без ориентированных циклов* То 
же относится к шашкам. 




ВК Двое играют в о'лелуэдую игру, Онл называют Ію очереди чир 
ла. В первый і пз наущается число 1973» фагом каждый называет 
разность между последним числом названным его нарт а с рои и 
каким-нибудь его делителем (включая единицу и само это число). 
Проиграет тот» кто Назовет ноль. Кто выигрывает: начшшшінй или 
ого партнер, и как ому надо играть, чтобы выиграть? 

9. Двое играют в такую игру. Перед тіші два кучки стічек по 
ю штук в каждой. Ходят но очереди. Каждым ходом можно веять од¬ 
ну спичку из любой кучки или по одной из обоих. Проигрывает тот, 
кто № может сделать ход» так как не осталось сличен. Кто выиг¬ 
рывает и как ему надо для этого играть? 

Указ ание. Пусть в первой кучке X спичек, во второй ~ ^ 
опичок. Сопоставьте этому положению клетку ив клетчатой бумаге 
о номером X по горизонтали и номером у по вертикали. 
Процесс игры состоит в перемещении %шіш по бумага* Как можно 
ходить? Начните расставлять в клетках буквы, начиная с клетки 

(о; о у. 

10. Тот же вопрос, если за один ход можно взять любое число 
спичек (хоть веб» но нѳ менее одной) из одной кучки (но нельзя 
брать за один ход спички из обеих кучек). 

11. Тот же вопрос, что в задаче 9 Э если за один ход можно 
либр взять одну спичку из первой кучки» либо переложить одну 
спичку из второй кучки в первую. 
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Методические разработки но летнему заданию 

для у тащился ВЗМШ. („'ШЬн&у Л ^ 2 ъо Ъо 
Перед Вами летнее задание Шд по программе ВЗМПѴ В нт оо~ 
браш задачи, при решении которых привлекаются некоторые простые 
понятия нежного и красивого раздела современной математики - тео¬ 


рии графов. 

Среди этих задач есть как простые, так и трудные* Наиболее 


сложные из них отмечены знаком "и 11 . 

Напоминаем Вам, что это задание, как и все математические 

книги, необходимо читать критически* Никакое утверждение не сле¬ 
дует приниматьтна перу только потому, что оно исходит от педаго¬ 
гов или авторов учебников* Только при этом условии Вы сможете 
понять математические построения и доказательства, которые чао- 


> бывяют куда сложнее, чем в этом задании- 

Автор задания - АЛ і Тш. ^-г*->и»м ^2 



й §2 задачи № г», &. Щ НВ? 

I ГІ В 

1 $ Ым 1***^ 1 » ^ ^ 


нлг 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РАЗРАБОТКЕ 
по заданию Міі для учащихся I курса 65МШ. 

Перед ваш летнее задание ііН т протеаміе ВЗШ. В нем собр> 
т задачи, прж решении которые привжежштш некоторое простое же- 
штщ важного ж красивого раздела современно! математ ики —'т#©рш 
графов. 

Среди этих задач есть как простые, так и трудны Наиболее 
сложны© 1 з них отмечены знаком "ш щ . 

Напоминаем ш. 5 что это заданна, ш ж все ыатематические иж®° 
гж, необходимо штатъ критически. Никакое утверждаю® не следует 
принимать на веру только тому, что ©но исходит от педагогов жіж 
авторов учебников* Только при атом условии ш сможете повить мате¬ 
матические построена и доказательства® которое часто бывают куда 
сложнее® чем в атом задании* 

Автор з'адшш - !,Л,Тоом» 

Сше«, ковтреяышх ведая: из § 2 ведая* № Х,2а,3а,3 б»8 г., 

5а, 56, 6,7,І0,І4а, 146, І4а; ив § 3: 3,4,8,9,10,IX. 

Ьшк 

"3" -решаю ае тшт б введя; 

"4" -редая© вв менее 10 ведая;. 

"5* -решено ае швее 15 ведая. 
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5 I. Введеніе 

В математике, как Вы знаете, вое надо доказывать* такая ух 
" •*© наука. Но как щэдумать доказательство? Тут часто помогают 
всякого рода наглядные соображения. 

В атом задании собраны задачи, при решении которых использую» 
оя ПйфН* Напоминаем, что граф дли любой другой чертеж не нз бвітст 
от необходимости рассуждать. Он только подсказывает, как рассуждать ; 
ш иногда дает для а того удобные термины. Граф, изображенный на 
бумаге, - это нескольжо (конечное чшло) точек (эти точки называ¬ 
ются * соединенных отрезками прямых или кривых (эти от¬ 

резки называются ребрами ). 

Пример графа - схема метрополитена какого-нибудь города, на- 
- призер, Москвы. Как известно, она своей наглядностью очень помог 
гает ориентироваться, даже и москвичам, хотя* формально говоря,ту 
же информацию можно бмжо бж записать словами. Заметим, что точная 
фо|ма жшвжй метро в этой схеме не отражена. В математике привет© 
полностью игнорировать расположение вершш и форму линий, графа* 

^еж, два графа, на рис Л считаются изоморфными (то есть по- существу* 
в главно® - одинаковыми). Во многих случаях (в этом задании во 
всех случаях)изоморфные графы взаимозаменяемы. Поэтому, когда при 
решении задачи у нас будут возникать графы, ш будем жх "распутн- 
жать”, то есть заменять на изоморфные, но более простые. При изо¬ 
бретал® графа на бумаге его ребра могут пересекаться (век на 
рис До?). Чтобы отличать шршшш от этих случайных точек пересече¬ 



ния, ш будем изображать вершины жяр- 
ешн точкаш ига кружочками. 

Вершины графе могут обозначать 
самые разные объекты:- станции метро, 
пода шахматной доджи, числа, ладей 

И Т.Д, 

Введем некоторые тсршш>% относя¬ 
щееся к графам. Граф называется связ¬ 
ным. если Ш любой его вершины можно, 
пройда но ребрам, попасть в любую 
другую вершину. Иначе говоря, граф, 
несвязен, если он состоит жз двух ига 
большего числа отдельных кусков. На¬ 
пример, граф - схема авиалиний ССОР, 


- а - 


который Вы, возможно, вщели в каком-нибудь аэропорту, связен, а 
если составить граф-схему пароходных лжшй СССР, то он будет не¬ 
связен, так как некоторые водные фасон (жапршер, в бассейне 
Аражьского моря) полированы от других* 

Просто!, но важный пример графов нредетавжш пикнические 
графы аж, короче, іщкжн. Пример цикла - схема движения любого 
вида транспорта по кольцевому маршруту. Цинк порядка Я - это 
граф о Я ъещцн&щ которые можно пронумероватьучислами от I 
де Я так, что варжша I будет соединена только с ІЪ ж 2 3 вер¬ 
шина 2 - только с I і 3 и т.д., вершина Я только о Л-4 ж I. 

В принципе ничто не мешает рассматривать графы, в которыж 2 

а) какое-нибудь ребро упирается обеими концами в одну и ту же 
шрйшну; 

б) какие-нибудь две вершена соединены более, чем одним ребром. 

Однако, сошлось так, что нж в одной из задач,вошедших в 

вто задание, такие графы не нужны. Поэтому мы для простоты запрети 
указанные выше возможности а) ж б). 



Продемонстрируем пользу применения графов на одном примере. 
ЙМІІ1* Можно лж обойти шахматную доску размером 3x4 клетки 

(см.рже.2) жодамж шахматного кож, побы¬ 
вав на каздой клетке один раз, ж послед¬ 
им ходом вернуться в исходную клетку ? 

Напомним ход шахматного кош 2 конь 
ходит буквой "Г" - в любом направлении 
на два клетки плюс на одну в поперечном 
направленіи. Например, конь на рис Л 
Рио«2 может пойти на любое из полей, отмеченных 



крестиком. 

Решение . Заменим каждое пол© на рис„2 точкой. Совдотш отрез- 



каш - ребрами те пары точек, для 
которых из одно! в другую возможен 
ход конем.ПолучЕлся граф. Он изобра¬ 
жен на рие-,3. 

На рис. 4,5,6 изображены последова¬ 
тельные стадии "распутывания" этого 
графа, Нумерация вершин поможет Вам 


рис. 3 
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проследить, жш “распутывав тся й граф. Для графов вопрос задачи озяа— 
чает? мошо ди обойти граф С вс© равно на каком рисунке: 3.4..5 жда 
так жш шйѳ шш изоморфны) , прохода только то ребрам, побывав 
в вершш сдал рае, ж последним ходом вернуться в исходную 

вершину I Сформируем этот ж® 
вопрос иначе: можно да стереть 
часть ребер этого графа так,чтобы 
похищен циклический граф ? 

$ Теперь начнем рассуждать, поль¬ 
зуясь рисунком 6. Предположим , так 
обойти граф можно, Пуств ж хотим 
стереть ребра, не используемые при 
ітош обшдіь Очеввщно, после стира» 



Рио.4 



ния из кащоі вершины должны будут 
вншджть два ребра (так как получит¬ 
ся цикл) * Из вершин 10 выходят 
три ребра. Значит, одно та них на¬ 
до стереть. Какое ? Сотрем ребро 
10-1. Тогда жз вершина I внхедат 
тонко одно ребро, что запрещено. 

По аналогичной причине нельзя сте¬ 
реть 10-8. Значит, надо отереть 
ХО-3. Аналогично рассуждая, получаем 



что надо стереть ребро 2-ІІ. 

Пусть ж стерли ребра 10-3 ж 
2-ХХ. Но теперь граф стаж несвязны^. 
то есть разделился на две части, 
и ив одной вообще нельзя пройти ъ 
другую, тем более вернуться назад. 
Итак* мы рассуждением от противного 
доказали, что так обоітж граф, как 
это требуется в задаче, нельзя о 
Задача решена. 



I I 1 Мошо ли обойти шахматную доску размером 3 2 4 клетки года¬ 
ми томатного коня, побывав на каадой клетке один раз? 

(Теперь не требуется вернуться в исходную клетку). 

Воспользоваться там же чертежом. 

В следущих задачах првдется чертить новые графы. 


К 


8Г - 


Рйо,8 


Рис .9 


Рис,10 


ІИ В четырех углах шахматной доски размером 3x3 жлетки 
стоят четыре коня: черные - наверху, битв - внизу (ем.ржеЛ). За • 
одни ход разрешается пойти любим конем (но только оджш ж только на 
свободное поле). Каі ходит конь, сказано вше,. 

Р~.- Г~хі можно т нескоіькиж ходов получить 

Ж Ж I позицию, изображенную на рис,8: черные на од- 

' ~~ ной даагон&жи, белые - на другой? 

~ ж - . _ б) какое наименьшее число ходов нужно 

р( сделать, чтобы получите позицию, изображенную 

на рис.9: черные -внизу, белые - вверху? 

В ис « 7 [3] Лоска имеет форму креста, который 

- Г~Л получается, если из квадратной доски 4x4 

клетки выпилить угловые клетки (рис. 10). 

1 а) можно ли обойти ее ходами шахматного 

—г--—• — коне, Побывав на каждом поле один раз ? 

(% Ж 3) зот же вопрос, если последним ходом 

требуется вернуться на исходное нош® 

Рнс,8 пусть четыре черных коня стоят слеш 

Р___ п я справа, четыре белнх-ввержу и внизу, как по- 

дав ано л а рис.10 с За один ход можно пойти 
оданм конем я& свободное пола, Какие наинѳнь- 
—^—-— —п~ шее число ходов нужно сделать, чтобы черные 

Я; ж кони оказались на местах белых, а белые - на 

— _і местах черных? 

^в.9 г) можно жж после нескольких задов получить 

^ ^ позицию, изображенную аа рисДІ? 

"31? ~ т ~Ж і_4^ Двое играют на шахматной доске раз- 

—-мерой 3 х 3 клетки. У белых два кош:, у чар* 

іЛ^ ^ шх - одни. Выигрывает тот, кто “съест* все 

’ & А ~ фжгурм противника. При каких начальных соложв- 

ниях белые могу 4 ? выиграть? (Беліе начинают). 
Примечание . Легче решать эту задачу, про- 
X ж читав 5 3 этого задания. 

2 > т.л'Г-4 .• = э«^*.айЗ*іЖ— — - гпі» I. I ■ 

!>) В следупцих задачах вершины графа соог 1 - 

~Л ~ ф вѳтсгаугт цифрам о* С до 3 (жш о? I до 95, В 

■ ь4 .. .шкі некоторых из них приходится чертить ориентиру - 

Ж)2&\ манн е графы, В ориентированной графе некоторые 

рёбра (возможно, все) енабіенк стрелками. Напри¬ 
мер, ориентированным граіоіі является 


Рис.II 


|‘ • 
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схема улиц города, ваш шш некоторых из них введено односторон- 

вве Движение. Продемонстрируем применение ориентированных графов 
ш примере. 

ЗШййЙа. Диск поделен на 9 секте- 



Рис. 12 



Рио. 13 



Рио. 14 


■ров ж загорожен тж, что вщиж только 
Два сектора , находящиеся в данный мо¬ 
мент наверху (см.рис. 12, хде пужти- 
ром изображена невидимая настъ диска). 
Можно ли так расположите в секторах 
'цифры I, ...,9 (по одной в кащом 
сектора) , чтобы при веж,ом повороте 
дюка двузначное число, вщимое в про¬ 
резь, делилось на 13, илж на 17, шш 
на 23 (хотя бы на одно из этих тот,}? 
Если мо®ю, то сколькими способами? 

РйДйЖие . Денсо составить описок 
всех двузначных чисел, кратнщ 13,Г7 
шш 23. Он дан на рис. 13 в . ваде в таб®- 
лищ. іострош ориентированный граф с 
девятью вершинами, занумерованными 
цифрами от I до 9. Правило построения: 
проводим стрелку от цифры х к цифре 
у , если двузначное число х^ 

( X - цифра десятков, у - цифра 
единиц) входят в ату таблицу. 

Полученный граф лучше перерисовать, 
чтобы *расіг/тате к его. У нас получил¬ 
ся изображенный на рис.І4. У Бас 
может получиться другой ржеукок, но 
граф будет, конечно, изоморфен нашецу. 
Вопрос задачи теперь можно сфорцулиро- 
^ать так; мошо ли совершить кольцевой 
обход по всем вершинами графа, побивав 
в каждом по одной разу, проходя только 
ш ребрам в напрашшщщ стрелок? Если 


мош®, то сколькши способами? 

Теперь натаем рассуждать. Предположим, т совершили такой об¬ 
ход. I® верщщщ 7 кн могли пойти только в 8 /" но каждую вершину 
нужно посетить только один раз, значит стрелку из 6 в 8 можно за- 
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черкнуть,что и сделано ва рисунке. Из 4 можно пштж 1 только в 6. 
Поэтощу стрелка из 2 в 6 тоже адаерщута» В 7 можпо пойти только 
мз I. Значит, из X нельзя било бм щш обходе идти в 3, и стрелка 
из X в 3 ете зачеркнута» Так жж из 8 мошо пойти толы© в 5, 
зачеркиваем стрелку из 6 в 5„ В 4 можно прщда только из 3, ' 

знатат зачеркиваем стрелку ш 3 в 9. Как надо закончитъ это рас- 
суждение ? 

Пусть Вы его закоячияи. Тогда Вы убедитесь, что существует 
розно один такой кольцевой маршрут. Значит, ж способ расстановки 
цифр на джеке существует, ж притом только еджж (если, конечно, 
считать, что расположившія, получахлщеся друг из друга поворот ами 
дмекв — напршіер, 178523469 и* 234способы, а раз— 
нае записи одного способа; ведь иначе щщдетшг считать, что есть 
девять способов). Задача решена. 

самоотоятвльвд т^_ решения 

ш Сколькими способами можно вшшеате в строчку девять цифр 
• 0 • • * ^ я кшеом-то порядке так, чтобы число, образованное к аж— 
Д°! парой последовательініх цифр, делилось: 

а) на 7 ? б) на 7 или на 13 ? 

Начертить ориентировшя^ граф. 

Ші Сколькими способами мошо расположить цифре Х #9 ... ? э щ> 

жщг$ так, чтоен суша каждых двух соседних цифр не делилась пи 

•ее 3, ни на 5, нм на 7? (Какой граф тут подвдобится, ориентирован¬ 
ный или нет?). 

Ив строчку пишутся шзфрн по следуадему правилу: жа щш даф- 
ра, кроме перво % .является последней цифрой увеіичешого ва едани- 

нУ квадрата нредвдущб!' цифры. Какая цифра стоит на первом месте, 
если ®а 1976-м месте стоит 5 ? 

2ШШШ2ё> Поставьте на бумаге 10 точек о номерами 0,..». ? 9 ж 
проведите ив каждой цифры - точки стрелку в ту цифру - точку, ко¬ 
торая должна стоять за ней. Куда можно попасть* если сделать т 
точки 5 ровю Х976 ходов гшотив направления стрелок ? 

В предыдущих задачах помогало построение одного конкретного 
В следующих задачах речь щет о большом шале случаев, каж¬ 
дой из которых жов^Шммся своим графом. Начертите все эти графя 
часто практически невозможно (ш шшшом шогоК Проще и к тому 
же полезнее научиться рассущате так, чтобы рассуздешш относились 
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сразу но псом графам, возможным в дачной задаче. Приведем пример. 

2ЖЩ§« Собралась компания из семж чедовѳж. Каждый из них 
знаком ровно с тремя другими. Может ли так быть? (Считается, та® 
аслж ; г екшом р В , іо 6 знаком е Я ). 

Решение . Попробуем сначала доказать, что тш может бить. 

Дли. этого достаточно привести хоть одш иришр. Будем изображать 
систем в вщб графа. Поставим семь точек - вершин, означающих 
сіщей, ж начнем соединять из? ребрает. Еожж т соединим два вердш- 
ш ребром, это будет значить, что эти два человека знакомы, Мы 
чертш несколько таких графов, но пример построить не удается. На- 
пример* в графе же, рже. 15 из вершины 7 внжодят всего два ребра, а 
провести третье некуда. Попробуем теперь доказать , что так не 

на может быть. ^УДем рассуждать от 
противного. Пусть такая система зна¬ 
комства существует. Рассмотрим граф, 
изображающий е§. Разрежем в ©том графе 
каждое ребро посередине. Подсчитаем 
число получившихся при ©том "половинок* 9 
ребер* Из націей вершины торчат три 
также половинки» а вершин семь. Зна¬ 
чит, половинок 3x7 = 21. Ко тогда 
ребер 21 : 2=10,5, что невозможно.Зна¬ 
чит, гаг: бнть не может. Задача решена. 

|5 Заметим, что графи, помогли решить нш . 

о ту задачу, хоти ш не начертили не 
одного графа. 

Задачи 'для самостоятельного решение 

[в! Доказать, что 77 телефонов нельзя соединив между собой 
так, чтобы каждый был соединен ровно о 15 другими. 

РЮ Ообралась компания ей /2 человек. Каждый из них знаком 
ровно с тремя другими. При каких П это возможно? 

М Учение двух стран, Пингвиний и Дельфинин, переписываются 
между собой. Каждый шштвшокий ученый переписывается с тремя дель- 
финскжот учеными. Каадкй дельфшекий учений переписывается с четырь¬ 
мя П7НГВИНСКИМИ, В Пингвияии всего І.972 ученых, Сколько ученых в 
Делъфгчии ? 
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ТТІ (Продолжение]. Число ученых в Пингвиний увеличилось, ж 
теперь не равно 1972, Йо как я предай каждый пингвинекий учеъыі 
переписывается с тремя дельфшекими, а каждый дельфинский - с * 
четырьмя пингвинскиот, Кроме того, наука развилась ш страна Моя- 
дюскии. Каждый Шшгвинский ученый переписывается Г, пятью, а кадр® 
дельфинский - с- жестью моллюскокиш. Каждый ученый, в 

свою очередь,переписывается о тремя пнкгвжнекимж ж двумя дель- 
финскими. Может я так бить? 

ЩЗ Пятьдесят из 64 полей шахматной доски пронумерованы 
числами от I до 50, .Кроме того, имеются 50 фишек, 'тоже прокумеро- 
ванных числами от I до 50. Каждая фишка лежит на каком-то 
поле доски. Одним хсдое? разрешается переложить одну фишу іа любое 
свободное поле. Докажите» что не более,чек за 75 ходов,можно по¬ 
ложить вое фшні я& свои места* Придумайтя пример раеноложенш 
фишек» кощо менее ? чем за 75 ходов, жж нельзя положить та свои 
места. 


Представьте себе, что жв каждого поля, где лежит 
фишка, проведена стрелка к пода с номером, равным номеру этой 
фишки. Получился ориентированный граф. Из каких связных частей он 
может состоять? 

ІШ У князя Гвидсяа бшю трое сыновей. Среда его потомков 
93 имели не 2 сына ж ни одной дочери, прочіе были бездетны. Сколь- 
ко всего потомков у князя Гвадсна? 

г 

■ іііі Руководитель математического кружа задал участникам на 
дом 20 задач. На следующем з&шггш выяснилось, что каждую задачу 
рѳяжлл два участника и каждый участник решил дьѳ вщтш* 

а) Сколько участников в круже? 

б) Докажите, что руководитель может так организовать разбор. 

что кааднй участник расскажет одну, задачу, которую он сш 

’іешѣд , и все задачъ' будут рассказаны по одноног разу, 

в) Докажите, что существует не менее двух способов тш ; 
организовать разбор. 

Приведите пример, когда способов ровно два. 

Г/ Каким вообще может быть число этих способов? 

Указание, Представьте себе граф о 40 вершнаш» обоввачащи- 
та участников кружа ж задачи. Ребро от X ж ^ проводится, веля 


о 
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^® иик ' ” *$**■**» * рмия 4^ . Доввяпе.’ао 

Г^ф состоит то одного ши нзскагаскх циклов. 

Ш (ГфОДОИвННв). В следуащй рви В8 ТСН Ив Ж»*» снова 
нио задало 20 задач, Кшдай учасюшх ревжх три вэдачя, и каши 
задачу решая® три участника. Требуевся доказать, что ж на итог таз 
жжно орг-аяизовать разбор так, что хааднй расскажет одну задачу* 
которую он решил, г все задачи будут рассказана. Это можно дока¬ 
зать, опираясь на наяну® “теорем о представжтеяях», которую т 
®фо$щгіш$ут в гаде следущей задала. 

@ На жр$шѳ , в котором пь участников, 6 т® ведано іа 
дом а задач. Еа следующей занятия оказалось, что вняолняетад 
сладущее условна; да? любых к участников Сдан всех к от I ) 

У© т ) количество задач, решенных ими з совокупности (т.е. і(і) 
«і«ад, решениях хоть одним из этих А человек), ае меньше к /. 

В частности, из ©того условия следует, что п>т • Пусть 
кроме того, кадвуг задачу кто-шбуць реызл. Требуется доказать 
ч*о аошо так организовать разбор задач, что хеддай расскажет ©аду 

орет рассказика ровне один раз. 

Чтобн еэвета 9в *«Ф К * задаче 16, достаточно доказать, что 
а оитуадии, ошоашюй в условии задачи 15, Жсадияетад условие Сі) 
Докажите зто. 

ребе граф Г с /п+п 
аерѳинагш; /П из мех ебоавадад® участааноз, П, ост альных - 

задачи. Проведен ребра «ак; проводятся ребро от участника х 
к вадаче у , еога 3? решал у . План раэбора задач, поте¬ 
ри нам надо водучжт&, тоже мото представить в зад# гоафа Г* 
р «адж же верягаав, ж> проіо&тс# иноѵ* ~ ~ г проводится реб- 

^® стника - к задаче у , если. X раевказнвав* 

/ * 0чевя Ж®. тго Г , веха оз существует (а это ш и 

должны доказать), получается ад Г старением яекоторш: ребер.но 
ЧР©явДвнием адщ, *ак к&з жведві ушетмиг рассказывав? только 
> мя *® яа * иот * которые он сам. реаад. По уедешю з графе Г* 

®- * а ? 508 * в * иши . “ 8 «в*» жмиио выходить ровво дао ребро, а из 
я і- едой ведаю - участника - не менее одного ребра. 

Дудѳм последовательно стирать в графе Г ребра так, чтобы 
условие Ш ври вин продолжало выполняться. Докажем, что это ухаетъ- 
модели** т тех пор, вока на подучится граф, который живо принять 


II 


за Г . Рассмотрим три случая. 

а) На некотором этап© тщжтж ребер подучался шовязшй 
граф. Тогда надо рассматривать его связные части по отдельности: # 
ош относятся к случат б) , в) для шньшж. значений /П * 

б) Сущ рствуют такие . к участников, к , что число 
решенные ши задач равно к * • Тогда можно стереть вое ребра* 
зщущое от этих А задач к прочим участникам, ж условие Сі) -ко» 
прежему будет вшешштвоя© Действительно * пусть $уш каких-то б 
жш прочих участников условие перестало выполняться: число соедж» 
венных о ■ ншш вершин - задач стало меньше б . Тогда ж раньше 
оно не выполнялось для множества* состоящего из этих ' б х наших 

к участников: в нем к б элементов, а число задач, ими 
решенных* есть суша к ж чжожа, меньшего б , значит от ~ 
меньше числа к + і . Это противоречит нрздаоложежшв^ Ешш ш 
отерли ребра от этжж А> задач к прочій? участникам* то в резуль¬ 
тате получили случай {&)* 

в) Для жбщ: к • участников, к &$?% * число решенжшс 

ши задач больше к . Цуеть из какой-то в®ршш - задачи вн« 
ходят ютя бш два ребра (иначе нш«граф уш есть граф Г* , и 
задача ретанаі . Тогда можно стереть любое из них, ж ушг оявт (I) 
ю-прежнеі^у бтэдт выпетштѣся* Действительно, раз отерто только 
одно ребро* то число задач* решенных любыми уча^шшшш* может 
уменьшится только жа I* ж станет не меньше, к , 

Таким образом* мы может стирать ребра до тех пор, пока граф 
не распадается на т&іт евчвные жеидоонѳнпг, в которых из каддоі 
вершины-задачи шходат ровно одно ребро. Условие (I) ш -прежнѳцу 
выполняется; оно гарантирует* что кащдая вершина - участник осади» 
вена хотя бы с одной вершшой-задачей. Подгченші гра# ж ее ( 1 *ь тре^ 
буемый граф Г 9 . Теорема доказана, 

Ог„нраясь на -теорему, рента задачу І$ в 

§ 3. И ц Д ' ' 

Пусть двое играют ж следующую игру а Перед наши на бумага на»ер- 
чет несколько кружков, 'соадшенннж отрелкши - оргентировашшй 
граф? например, граф на рис©16* Возможен ж иной граф* Сущеетвешо* 
чтобы $то 6т граф без ориентированных циклов, то есть такой*что 
двигаясь по і щг в Еаправдении стрелок, нельзя дв ж?щ попасть в - 


Ѵі 

■я 




ж 
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в одну и ту же вѳрпшку. & частное 
тя, все ребра должны быть снаб¬ 
жены стрелками: иначе можже будет 
ходить но ребру без стрелки зеед- 
вцеред. Перед началом игры на одн у 


Ю ш вершкн ставится фишка (например $ 
на вершину I). Игра состоят в том, 
ъто игроки пс очереди ходят - не- 
_ редвмгают фишку. За один ход фишку 

В Н П нужно передвинуть ровно по одному 

Рис. 16 ребру В направлений стрелки. Если 

иэ вершины выходят несколько стрелок, 
у агроя шю * вдйта ®ШК02 ао любой Ѵ9 них. Те вершины грайа, из 
которых не выходят стрелки» называются банальными - На рас.16 это 
а*рганн 14, 15» 16. Ковда фишке попала на финальную вершину, ж-ра 
а^штаваетоя. У каадо$ фпвальнсЯ вервика написана одна из букв 
о,// или П . Рьяуямаѵ партии определяется буквой у той 
фшальной зераяяи, где оказалась фишка к концу агрнг 

если 3 (знитрыш),то выиграет сделавший последний ход; 
если П (проигрыш), то выигрывает его партнер• 
е^ли Н ? іо ничья. 

Поиграйте з кем-нибудь а игру на рис. 16. Кен лучше агркя,,» 

4 ® лако * кжзд лоанс раоснитавать (ври наилучяей игре партнера)? 
•-ѵмзчпамо*, для дабой гакой игра это а принципе всегда можно поч¬ 
ию яисэтта. ііокахем на примере графе на рио.ІБ, кет его сделать 
«ужо расоувдата с конца. Къ что, ыэяример, тж»ч рассчитывать 
вгрок * поо * авивиий ФЖУ за вершшу 12? На ничью, так над дао про- 
г*<шщс саедугаим ходок, конечно, войдет на 15. Игрок» поставивший 

На жт •'*'*> конечно, проигрывает. Поьтоцу поставим у верш- 
йн і : * ^3 буквы /7 , а у зершшш 1.2 - букву Н 

Далее, згрок, постзвтаимй фишку за ю, шигрываеі', так кет, 

* да бы т пошел после противник - па И «те 13, он попадет на вер,.. 
^Ш| о буквой /7 , то есть впоследствии проигрывает. Вн, додхно 
<,т% * У* е попили, лак раоотавжить еуквя, Расставьте буквы у вѵех 
зершя ка рво.Тб. Зшѳтш» что присваивал?* =*а>:с?.-яибудь вершине 

М0ЖНо 50.'ІЬК0 тогда, когда уже присвоены буквы веек 
верашш, в потерне дв нее ведут стрелка (за одопэд исключением: 


13 


©сяж у одной из них уш стоит 8 « то вершине Я можно яаведо- 

ие присвоить Я ). Верпшна I получила букву Я . Это озна- 
чтТъ что каетнащий , далащмй из нее ход, может внаграть* Для « 
зіюго он должен ходить всегда на вершину с буквой 6 . 


@ . Почему этот метод расстанови букв может не привести в 
успеіу, если в-граф© есть ориентированные циклы? Приведите жотрет- 
шй пример, демонстршрувдиі это* 

Щ Докажите, что если в графе нет ориентированных дшлѳв 9 то 
всем вершинам сдастся прожевожть буквы. 

13 Сформулируйте в общем взще правило, кшр броеу присвоить 
вершине в зависимости от букв у верша, в которые из нее ведут 


[За| Прждедш буквам числовые значения: &=і 9 Н*0 3 П ~~1. 
Проверьте,что тоща это правило может битв ведано формой: 

Ь(Я) = -тях^Ш і ),.. *, С(3 к )) 9 

ще I* (Я) - значение буквы, йржевоешой вершине Я % 

іл I 'В,}? * -. , і» (В^і - значения букв, пржевоешшх тем верши- 
Еам В І9 ... 9 д к г куда из Я ведут стрелки. 

К играм на графах, которые мы описали, до существу сводится 
целый ряд игр, дш 0 ©ош ш нр&шла эщанн, на перші взгляд, сов»* 
сем шачво 

Следрщяе задачи содержат примеры таких ігр. 

іі ! нірают в следущую игру й Перед ешш на столе мѳтт 
чѳтмр© жоробкн, пронумерованные от 1т 4^ Перед началом игра в 
кащіэй коробке по одной спичке. Ходят по очереди* Одним ходом мож¬ 
но переложить жз одной коробки все лежащие в ней спички (если она 
не пустая) в коробку с номером на единицу больт? из I і'2» ш 2 
в 3 или ив 3 в 4. Проиграет тот, кто не сможет сделать очередной 
жщ, так как 1,2 и 3 коробки будут уже цустн* Кто выигрывает: начи¬ 
нающий ш его партнер и как ему надо для этого жгр&ть? 

Хкё^шше. Решш аналогичную задачу дхя трех коробож. Начертим 
граШ этой игры (рис, 17). Ерутаж означают состояния - нозщцж 


I. ^ 
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Тройка п%Фр в кеадсш крута означает 
количества спжчен в коробках: о первой 
до третьей,* Стрежи означают возмож¬ 
ные жщн. Позиция (003) - финаіьная, 
ей, по условию, присваевается буква 
•• 3 . Остальном пѳзщжш присваивают¬ 
ся буквы по правилу* которое вы сфор» 
мулщювалж, решая задачу 3. От того, 
что тчъя невозможна, это правило 
.только упрощается. Проверьте, правиль¬ 
но жш поставлены буквы» Составьте те¬ 
перь аналогичный граф да четырех коробок ж проставьте буквы, 

(Для экономии в кружках можно указывать только, есть спички в дан¬ 
ной коробке или нет , Тогда придется’ рисовать меньше кружков). 

Теоретически можно составить граф ж поставить буквы для это! 
ігря с любым числом коробок. Но ^практически это ярн росте числа 
коробок скоро становится невозможна, так как число позщжі быст¬ 
ро растет. Аналогичная трудность шіѳѳт место по отношению к таким 
играм, как шашки и шахматы. .Для каждой из них полное исследование 
© помощью графа возможно теоретически, но не практически. 

Приведем несколько примеров игр, где удается уподать общую 
дмя всех /I закономерность в построении графа ж расстановке букв 
ш нем. 

ЛІ &© е играют в следущр) игру. Перед ними кучка из П 
спичек. Ходят по очереди. За один ход можно взять т кучки одну 
жщ дав спички. Выигрывает тот, кто возьмет последнюю спичку. Кто 
выигрывает, ж от ещ надо играть, чтобы выиграть? 

Д &85ШШ& * Ф&ктечеоЕі здесь требуется разобрать бесконечное 
множество различных игр, и каадой соответствует свой граф. К счас¬ 
тью, Д -ыЁ граф нѳ надо строить заново: достаточно продолжить 
до п цепочку, падало которой изображаю на рнсЛ8 (числа в крта- 
век означают оставшееся количеств© ошпш). 



Рис.Ш 
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Расставленные буквы позволяю? предполошіть, по какому закону очи 
расположатся дальше. 

а) Сформулируйте, какова, по вашему мнению, закономерность * 
расположения букв прж неограниченном продолжении цепочки. 

б) Докажите, что если вта закономерность еоблэд&втса до веко- . 
дорого места, то она вшсшняется и на один кружок дольше 3 

Щ| Хот же вопрос, ашш за один ход мошо взять две или три 
спиши. Выигрывает тот, кто возьмет последнюю спичку. Еохи в куше 
останется одна шжчка, засчитывается ничья. Каков будет исход игры, 
если оба играют наилучашм для себя образом я перед началом игры в 
жучка 1973 ©пшет? 

[у] Тот же вопрос, что в задаче 5, если за один жо% можно взять 
одну спичку или не брать ни едкой* но при этом запрещается не брать 
ни одно! спички, еода за два предыдущих хода не было взято ня одно! 
спички. 

Указание . Здесь, чтобы задать состояние игры, мало указать 
число оставшихся «пичек* Граф этой игрк показан на рис. 19. В ряду 
1 находятся состояния, когда последним ходом была взята сшсчка. 
г, 4 д щ ш ряду И - когда спичка была взята не - 

; $ последним ходом, а предпоследним, в 

раду Ш - когда за оба последних хода 
не бшо взято ничего. Проверьте»дра- 
викьно ли проведены стрелки. Расставьте 
буквы. В шахматах в задание позиции 
тоже, кроме расположения фигур и того, 

I чей ход, входит указание, аа сколько 
последних ходов не была взята ш одна 
фигура и не была передвинута ни ©дна 
Рис. 19 нежа; если таких ходов Слишком много, 

3 то игра прекращается, ш засчитывается 

ничья. Только с учетом этого шахматы и изображаются графом ( хотя. 
би в принципе) без ориентированных циклов. То жѳ относятся к 
ішякш. 

ГЦ Двое жтр@ю^ : в ©ведущую игру* Они называют но очереди 
чис^зЗв В дѳрші раз называется число 1973. Затем вшщвй называет 
разность между последьим числом, наявдошм его партнером и кашш- 
нибудь его делителем (включая единицу и о ш> это число). Проиграет 











кт© назовет ножъ* Кто шигрнзает: начин&щжй жж его партнер, 
ж жт ему вщо играть, чтобы выиграть? 

Щ Двое играм в такую ж»ру« Перед ними деа кучкж спичек по 
10 шщш а каядеі. Ходят по ©череде* Ка^ш ходом можно взять одеу 
шгаиву та любой кучки или по одно! из обеих® Проигрывает тот, кто 
же монет сделать ход, так как не осталось спичек. Кто вшгрмвает 
ж жт ®му надо дел этого играть? 

Указание . Пусть в первый жучке X ©нжчев, во второ® - у 
опичек. Сопоставьте этому положению клетку на клетчатой бумаг© о 
номером . X по горизонтали ж номером у по вертшаи* Процесс 
игре состоит ш перешщешш фшт по бумаге. Еж можно ходить? 
Начните расставлять в клетках буквы, начимш с клетки (0; 0). 

ІІОІ Тот же .вопрос, шот т один ход можно взять любое число 
спичек (хоть все,но не менеа одной) т одно® кучки (но нельзя 
■брать за один ход спячки из ®6&т жучек)* 

ІХХІ Тот же вопрос, что в задаче 9, ьот за одш ход можно 
либо взять ©дну спишу та первой кучки, жшбо переложить одну спич¬ 
ку та второй кучки в первую* 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ УЧЕНИКАМ 1-го КУРСА ВЗШ 

по заданию № 7 



Перед Вами седьмое задание, которое Вы должна выполнить 
по программе ВЗМ1П. 

Одно общее замечание, относящееся НЕ ТОЛЬКО к этому зада¬ 
емъ Если на уроке математики в школе вы не поняли формулиров¬ 
ку задачи, то Вы можете поднять руку и сразу получить ответ 
учителя - как же точно следует понимать условие задачи, что в 
ней спрашивается* В заочной школе, к сожалению, это невозможно» 
Поэтому мы стараемся точно и аккуратно формулировать задачи, 
стремимся избежать таких случаев, когда может возникнуть дву¬ 
смысленность. Тем не менее, конечно, такие случаи не исключены. 
Если Вам кажется, что условие задачи сформулировано не совсем 
ясно, или допускает различные толкования, то обязательно поде¬ 
литесь с нами Вашими сомнениями. (Если речь идет о задачах * не 
входящих в число контрольных, то напишите об этом в конце рабо¬ 
ты). Это не только облегчит проверку работы, поможет проверяю¬ 
щему быстрее найти с Вами п 0бцжй язык 15 , но будет полезно и при 
подготовке заданий в буддам. 

ДЕЛИМОСТЬ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ 

Вы, вероятно* знаете, что любое целое положительное число 
можно разложить в произведение простых множителей” так Ф напри¬ 
мер, 

4ао^Г-5 г /001-7-Н-І5 > 29098і^^’Ь'і-ті. 

Почему такое разложение единственно? Более простой факт^ если 
произведение тп делится на 7, то хотя бы одно жв чисел т 
и п должно делиться на 7. 

2т факты считаются очевидными* Между тем, доказать их 
не так просто® Это мы сделаем позже, а начнем с самых простых 
утверждений, относящихся к делимости целых чиееэь 

Всюду іатшекиым буквами ^ а^с,^, к, С, ил, П и т.д. мы 
обозначаем целые числа* 


* 
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. свок присылки заданія & 7 - ІОотші 1975 г. 

В тех задачах, где требуется нарисовать чертеж, делайт© 
егчэ побольше (на всю страницу тетради)® Постарайтесь решать не 
только те задачи, которые включены в задание. Особенно это отно¬ 
сится к задачам, у номеров которых стоит кружочек ° (эти за» 
дачи необходимо обдумать для понимания дальнейшего). Звездочкой 
* отмечены задачи, которые несколько отклоняются от основ¬ 
ной темы - ж можно пропустить дри первом чтении® 

§ I. Делимость суммы, разности и произведения 


Мы говорим, что целое число а делится на целое число 
6 если существует такое целое число к , что йз0&. • В 
таком случае число 6 называется делителем числа (К • 
Сразу выведем два простых утверждения? 

I? Если числа а и 6 делятся на С , то и их сумма 
(Х+ 6 и ш разность 6*6 делятся на С 5 

2 ? Если А делится на € * а 6 делится на и , то 

их произведение оЬ делится на сЛ - • 

Докажем I? Поскольку й делится на с § то » г Д е 
к - некоторое целое число. Точно также |зтс » где т - Д 0, 

лое число. Поэтому а+6*(к+т)с -» от ~ 

ісуда следует, что каждое мз чюел и а-Ъ делится на С . 


Нг~ 
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Докажем 2? Пусть О-кс , . Тогда а% *(кѵѵ»!С.а , 

откуда следует, что Л 6 делится на С <л . „ 

Задача 1.1? Докажите, что если (X делится на © , а© 

делится аа С » а делится на С • 

Задача' 1.2? Докажите * что если каждое из чисел а и <о 
делится на с (где С^О ), то целое число делится на а, 

и на 6 • ‘ ' „ 

Заяача 1.3 , Докажите, что если ф. делится на ъ ,$о О. 

делится на^^5"л 

З адача 1.4 . Докажите, что если <Хѵ делится на С и 
0 ,-^ёС делится на С , то а) О- 1 * - делится на С * 

б) оЧб 4 делится на С 

Решение 1,4. а) Выразим й ѵ +» черев (а* 6) я а€> : 
а & т 6* » (а +&) 1 ~ 2 аЬ, 

По условию (а + 6) делится на & , следовательно, (Л+6) делит¬ 
ся на с • По условию а€ делится на С , поэтому 2. оЯ> делит¬ 
ся на с . Так как число а г + Ь х равно разности двух чисел, деля¬ 
щихся яа С • согласно утверждению 1° оно сако делится на С . 
Задача 1.5 . Докажите, чтоО:Чб делится наЛ+о . 

Решение 1.5 . Выражение а ѵ + %>" разлагается на множители: 

©?+ (а®6)(а 4 - а*6+а ъ й 1 - €»"). 

Если а и 6 - целые, то оба множителя будут целыми числами. 
Отсюда следует, что сл ? +& делится на • 

Задача І.б с Докажите, что (X делится іа 

ег-б + ^а * г 

Задача 1.7* Докажите, что а н +кѣ ч делится наа*+&ав+2в . 
Задача 1.8 . Докажите, что если аб + ссі делится наСі^с % 
то а4і- 6 С делится на а+С (здесь ^ о )© 

Указание. Разложите сумму аб* с с?+аЛ* €> о, на множи¬ 


тели. 


Задача 1.9 . Какие из следующих утверждений верны, а ка¬ 
кіе - нет? а) если одно слагаемое делится на Х5, а другее не 
делится на 15, то их сумма не делится на 15; 
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б) если каждое из двух слагаемых на делится на 15, то их 
сумма не делится на Х5| 

в) если каждый из двух сомножителей не делится на 15, то 

их произведение не делится на 15; 

г) если один из двух сомножителей делится на 15, а другой 

нѳ делится на 15, то произведение делится на 15; 

д) воли число делится на 15, и на 21, то оно делится на 

? * 
Ре шение ХсЗ е а) Это утверждение верно» Докажем это.Пусть 
си Ѣ~С э причем о. делится на 15, а 6 не делится на 15* 
Докажем, что С не делится на 15. Предположим противное:пусть 
О делится на 15. Но тогда по утверждению (1°) разность 

делится на 15* Мы получили противоречие с условием 

задачи. 

Решение 1.9 . б) Это утверждение неверно» Приведем противо¬ 
речащий пример: 7 + 8 = 15. Здесь каждое из двух слагаемых не 
делится на 15, в то время как их сумма делится на 15. 

В ажное замечание* Подчеркнем, что когда спрашивается: 
"верна какая-то теорема (какое-то математическое утверждение) 
или нет 8 ' ~ то имеется в виду: "верно ли это при всех значениях 
букв, во всех возможных случаях?" Поэтому, когда мы доказываем 
теорему, т.е® доказываем, что она верна * мы должны проводить 
рассуждение так, чтобы оно годилось для всех случаев» Если же 
мы хотим показать, что теорема неверна, то достаточно привести 
один опровергающий пршері так мы построили ответ на вопрос 1.9 

б) о. 



Отматш на числовой оси точки, соответствующие целым чис¬ 
лам (рис, I). Пусть Ь - некоторе натуральное (целое положитель¬ 
ное) 



Рис. X 
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число. Выделим на рисунке все целые числа, 1 ' делящиеся на 6 . 
Они расположены на оси на равном расстоянии друг 01 ДРуга.Эти 

числа называют еще крат ными числу & • 

Пусть теперь какое-то число а. не кратно Ъ • Тогда оно 

попадает в такой отрезок между двумя числами, кратными 6 - 

между ^6 и Ь (Р ис * 2). 



Рис. 2 

По этому поводу можно сформулировать такое утвер ж дение* 

Если а и § - целые числа, причем ѣ больше нуля, 
то существует такое целое число $ , что » 

где "остаток" г - целое число, удовлетворяющее нера¬ 
венству 0 ^ Хг с • Эти числа ^ м % определяются 
(по данным а и 6 ) един ственн ым ^об разом» 

Пусть числа (к и Ѣ заданы своими записями в десятич¬ 
ной системе. Чтобы найти "частное" и остаток , не 

нужно, конечно, рисовать отрезок длины на числовой оси и 
"укладывать" на нем много раз отрезок длины § . Для этого су¬ 

ществует более рациональный способ* Это — известное всем прави¬ 
ло деления одного числа а на другое число & "столбиком". 
Это деление можно продолжать до тех пор, пока остаток не стаяв л 
меньше, чем делитель. Например^ если делитель .е.,973 на 31, то 
при делении получится частюе 63 м остаток 202 


93 

20 

или 1973 = 31 е 63 + 20 

I Вместо "точки,; соответствующие числам 11 * будем говорить щюс 
то "числа"с 
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Задача 2Л . Какой остаток дает число 1005: 

а) при делении на 4| г) при делении на 9; 

б) при делении на 8; д) при делении на 13; 

в) при делении на 7; е) при делении на 15 ? 

Задача 2*2 » а) Нарисуйте числовую ось и отметьте на ней 

целые числа, которые при делении на 7 дают в остатке 3® (Масш¬ 
таб й нач ал о отсчета выберите так* чтобы по крайней мере вое 
числа между (-20) и (і- 20) поместились)© 

б) Каково наименьшее из чисел, больших 1973, при делении 

на 7 дает в остатке 3 ? 

Задача 2*3 . Б одном из подъездов 8-этажного дома на пер¬ 
вом этаже находятся квартиры от № 97 до № 102© На каком этаже 
и в каком (по номеру) подъезда находится квартира ^ 222 ? 

(На всех этажах одинаковое число квартир и все подъезда устро¬ 
ены одинаково). 

Задача 2;4 . а) Найдите какое-нибудь шестизначное шоло, 

которое делится на 123© 

б) Найдите наименьшее такое число. 

Задача 2.5 . Было 7 листов бумаги. Некоторые из них разре¬ 
зали на ? йуснов каждый. Затем некоторые из получившихся кусков 
снова разрезали на 7 кусков, и так сделали несколько раз® Могли 
ли в результате получить 1973 куска? 

Указание ® Прочтите еще раз названіе параграфа. 

За дача 2©6 . Какой остаток (при каждом натуральном и ) 
дает число Л г Оп + 5 при делении на число пИ ? 

Решение 2© 6 . Пере та® ем данное число і п*+Зп+5. так: 

П 1 * = (ѵ>и)(н^2.) * ^ * 

ч 

Из этой записи видно, что если число *ѵИ больше 3, то остаток 
всегда равен 3® Если пИ*2 (пщл*< ), то, поскольку 
ЪМ*'2*Н * остаток равен I. Если и -Н= 4 (при п*2 ), 

то остаток равен 0. 

Задача 2.7 . Какой остаток (прі каждом натуральном И ) 
дает число 2п г *5**Ь при делении на число п* 2 7 




\ 



Задача 2.8? а) Двое играют в такую игру® Первый называет 
любое целое число от I до 5® Второ! прибавляет к этому числу 
любое число от I до 5® Затем первый к полученной сумма снова 
прибавляет любое мз чисел от I до 5, и т»д. Выигрывает тот? кто 
первым получит число 50. 

Попробуйте несколько раз сыграть с товарищем в такую иг¬ 
ру. Выясните какой стратегии надо придерживаться, чтобы выиг¬ 
рать© Кто из игроков (первый или второй) наверняка выиграет, 
если будет следовать этой стратегии? 

б) Решите эту задачу в общем случае, считая, что цель иг¬ 
ры состоит в том, чтобы первым получить число 17 ® 

Задача 2.9 ГНа столе лежат книги, которые нужно упаковать® 
Если их связывать по 4, по 5 или по 6 книг в пачку, то каждый 
раз остается одна лишняя книга, а если по 7 книг в пачку, то 
лишних книг не останется® Сколько самое мекыее, может быть 
книг на столе? 

Указание . Чтобы число делилось на 4, на 5 и на 6, необхо¬ 
димо и достаточно, чтобы оно делилось іа 60. Это один из тех 
'^очевидных* 8 фактов, которые ж. научимся строго доказывать ниже® 
^ Задача 2Л0 .* а) Докажите, что из 8 целых чисел всегда мож¬ 
но выбрать два таких, разность которых делктся на 7. 

б) Верно ли, что из 100 целых чисел всегда можно выбрать 
15 таких, у которых разность любых двух делится на 7? :а 16 та¬ 
ких чисел. 


в) Верно ди, что из 100 целых чисел всегда можно выбрать 
два таких, у которых сумма делится на 7 ? 

г) Докажите, что из 5 чисел всегда можно выбрать два та¬ 
ких, у которых разность квадратов делится на 7. 

Решение 2©10 © а) Пусть даны любые 8 целых чисел. Найдем 
остаток каждого из них от деления на 7« Всего существует 7 воз¬ 
можных остатков: 0,1,2,3,4,5,6® А у нас имеется 8 остатков® Зна¬ 


чит, хотя бы два из нж совпадают. Следовательно, два иэкнашх 
чисел давали один и тот же остаток прі делении на 7: 

ѵс • .Тогда ж разность СЦ- Л а » Т ( ^ - ц, г ) 


должна делиться на 7. 

Указаніе к задаче г)© Вместе с каждым остатком % рас* 
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смотрите ,г дополнительный 31 - о 

З адача 2 ЛЬ Какие из следующих утверждений верны, а ка¬ 
кие - нет: 

а) если а при делении на 8 дает в остатке 3, то при 

делении на 4 оно дает в остатке 3; 

б) если а при делении на 4 дает в остатке 3, то и при 

делении на 8 оно дает в остатке 3; 

в) если а при делании на 15 дает в остатке ?, то при 

делении на 5 оно не может датъ в остатке 3; 

г) если а при делении на 15 дает в остатке 3, то при 

делении на 9 оно не может дать в остатке 6. 

Решение 2ЛЬ а) Утверждение верно. Пусть » ~ ог ” 

да си к(гк.)+Ъ . — 

Ре шение 2ЛІ . б) Утверждение неверна. Например, а= * .Тог¬ 
да »*, Ы+Ъ 9 но 5 то есть остаток при деле¬ 

нии 7 на 4 равен 3, а при делении на 8 равен ? о 

§ 3* Делители. Простые числа . 

В атом параграфе, : а также в §§ 4, 3 и 6 мы будем рассмат¬ 
ривать только нат уральные а то есть делне^положиі^ь^е^числа® 
Возьмем какое-то целое число (X ш выпишем все его делители. 
Например, у числа О.- к В множество 1) всех его делителей сос¬ 
тоит из ІО чисел: 

* 

ДО • {|.2,ЗЯ6.М2,*6.2*, 1 ^} 

Множество 1) делителей' данного числа всегда обла¬ 
дает некоторой симметрией, которую мы сейчас объясним» 

Если § - делитель числа <л , то (X х 6 к * -целое 

чиоі© л Конечно, к при атом тоже будет делителем числа а « 
Іакиё два делителя, произведение которых равно 0і , называют¬ 
ся наполнительными . Например, 3 и 16 - дополнительные делители 

■ числа 48. Сопоставляя каждому делителю дополнительный, мы полу- 

■ чим взаимнооднозн ачное отображение множества В ва себя. Иаь- 



ример, для числа это отображение можно задать так 


Делитель 

I 

2 

3 ; 

4 

6 

8 

12 

16 

24 

48 


Дополнитель¬ 
ный делитель 

48 

24 

16 

12 

8 

6 

4 

3 

2 

1 



З адача 3.1 . Приведите пример числа, имеющего: 
а) ровно 5 делителей| б) ровно 6 делителей. 

Задача 3.2* Докажите, что если число не является црлнш 
квадратом, то у него четное количество делителей, а если шля¬ 
ется квадратом - то нечетное® 

Зад ач а 3.5* Пусть целое число а четно и не делится на 

4* Докажите, что у числа Сб столько жѳ четных делителей,сколь¬ 
ко нечетных® 

Указание . Постройте взаимнооднозначное отображение множе¬ 
ства четных делителей числа а на множество его нечетных дели¬ 
телей* 

Каждое натуральное число а большее I, имеет по крайней 
мере два делителя: I и а. Число а называется проотьш, если 
у него нет других делителей, і составным - если они есть. Вот 
первые десять простых чисел: 2, 3, 5, 7, II, 13, 17, 19, 23,29* 
Можно доказать (см. задачи 3.7 или 8.8), что существует беско¬ 
нечно много простых чисел® Это знал еще Евклид# 

Простые числа, по определению, на разлагаются в произве¬ 
дение меньших чисел. Почти очевидно следующее у твержденіе® 

Каждое натуральное число можно разложить в произведение 
простых чисе л. __ _ 

Действительно, пусть нам д&ео составное число ^ . Мы можем 
разложить его в произведение двух шюжитежей, меньших а . Если 
среди них есть хоте бы один кв простой, то ш можем и его раз¬ 
ложить в произведение двух множителей. Если среди нмж опять бу¬ 
ду* составные, они опять разлагаются на множители и т.д. 






















Ь8-~ 

* г-2 2'2'3 


Эюі процесс не иожет продоажажься бесконечно,) носкольву 
каздый сомнояигёэп» меньше самого числа. (в навей схеме на каж¬ 
дом "8*а*е« числа меньше* ко крайней мере, вдвое, чем на преды¬ 
дущем "экаже"). В резулмаге мы придем к разложению на простые 
мноюгаели. 

Обычно равные проеаше множители собираю® вместе я загасм- 
зают разложение так; ' , 

4<5’Д*Э 

в общем случае: 






г $ а й,Рг, —Р*, ст яроотме числа* (Конечно, дока не ясно* 
почему тако® разлохани© единственно » Это ж докажем ниже в §6)* 
Чтобы начать процесс разложения данного числа а в про¬ 
изведение простых, нужно найти хотя бы один его простой множи- 
т®ль. Ншшшго простого способа для этого не существует: если 
ар© число а заранее ничего неизвестно, приходится перебирать 
простые числа и по очереди испытывать, делится ли -а на 2,3, 

5 и- т#д* 

- Пр имер » Разложим число 1970 на простые множители# Оно 
четное - делится на 2 

1970 я г • 985 



Далее, 985 явно делится на 5? 

985 = 5 ; 197 

Пробуем делить 197 на 7, II, 13 - не делится* Дальше можно не 
пробовать? поскольку X? 2 = 289 > 197, то 197 не может иметь ни 
одного делителя, отличного от I и 197* то есть 137 - простое. 
(Если 137 = а к , где 19? У О, > 17, то к, < I? , а та- 

них делителей 137 не имеет)* Итак, 1970 = 2 • 5 • 197 о 

Задача 3*4 . а) Докажите, что если четырехзначное число р 
не делится ни на одно простое число от 2 до 97, то р простое* 

б) Докажите, что каждое составное число име¬ 
ет простой делитель р такой, что р а 4СЛ 0 

Задача 3*5 * Разложите на простые множители числа 1971, 
1972, 1973, 1974. ч 

Задача 3* 6* Разложите на простые множители число 

Указание * Это число делится на 2**4 , 2***4 , 2-1 

2+1 И Т.По 

Задача 3*7 .*а) На столе 211 шшг 0 Проверьте, что если их 
связывать по 2, З у 5 или 7 книг в пачку, то всегда остается од¬ 
на лишняя. 

б) Сколько должно быть книг на столе, чтобы всегда оста¬ 
валась лишняя при связывании по 2, 3, 5, 7, II, із і^ук в пач¬ 
ку? 

в) Пусть Р*,р 2> *, м р т ~ любые простые числа. Придумай- 
хв число N I которое при делении на каждое из этих чисел р $ 
дает в остатке I (ЬЧ 2., 

г) Докажите, что кроме существуют и другіе 

простые'числа# • 

Указание* Любой простой делитель числа N , построенного 
в задаче в), отличен от 

§ Наиб ольший общий делитель* Взаимно 

простые числа . 

Пусть а и б - два целых числа, неравные одновремен¬ 
но нулю, Рассмотрим все числа, на которые делится и О, г и 6 
одновременно* Выберем из них наибольшее число и назовем его 
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наибольшим общим делителем » Дальше будем обозначать наибольший 
общий делитель чисел сь и 6 через НОД (<Ц 6), 

Пдимед ; Выпишем общие делители чисел 48 и 30: I,2,3,6с 

Таким образом, отсюда видно, что МОД (48,30$ = 6* 

Точно так же легко проверить* что НОД (4,12) = 4, НОД (21,91) = 
7. НОД (15, 28) = I. 

Если НОД = I, то числа СС и 6 называются вза¬ 

имно простыми . 

Задача 4Л? Докажите, что если НОД (а,ф)ч (і и а 
$Ь*& 4(1 9 то числа взаимно просты. 

Задача 4*2? Пусть р - простое. Докажите, что либо СЬ 
делится на р , либо НОД (а, р) = і. 

Задача 4.3 . Верно ли, что если НОД (а,в)= нод(б ( с)*с1 , 

то и нод (а.с) «<і ? 

Задача 4*4 . Выпишите делители каждого из чисел 441 и 686* 
их общіе делители и найдите НОД (441, 686). 

Задача 4.5 . Сократите дробь . 

(Разделите числитель и знаменатель на наибольшее возможное це¬ 
лое число). 

Задача 4.6 . а) Какое наибольшее число одинаковых букетов 
можно составить из 192 белых и 264 красных георгинов? 

б) Каков будет ответ в общем случае, если белых георги¬ 
нов а штук, а красных - Ь штук? 

§ 5. Прямая на решетке. Важные леммы. 


Пусть у нас имеется лист клетчатой бумаги. Представим се¬ 
бе, что на нем нарисован прямоугольник, стороны которого идут 
по линиям сетки. Будем считать,-лто длина стороны одной клетки 
равна I и что прямоугольник имеет размеры съ* $ . 

Поставим перед собой следующую довольно трудную задачу. 
Задача 5.1 * Проведем диагональ прямоугольника &л 6 и 
отметим все узды* сетки, которые на ней лежат. На сколько час¬ 
тей делят эти узлы диагональ? 

Узлами мы называем точки, где пересекаются линии сетки* 
Прежде чем решать задачу в общем виде, рассмотрим несколъ* 
ко примеров. 


і 
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На рис» 3 на клетчатой бумаге взят прямоугольник 10 х 15 
Мы видим, что узлы делят диагональ на равные части и число ча¬ 
стей равно 5о 

Диагональ прямоугольника 5x7 (рис. 4) вообще не прохо¬ 
дит через узел, лежащий внутри прямоугольника» число частей - I 



Для прямоугольника 12 х 20 (рис. 5) диагональ разбивает¬ 
ся узлами решетки на 4 одинаковых отрезка (каждый из них служит 
диагональю прямоугольника 3 х 5 клеток). 



Нарисуйте еще несколько прямоугольников на клетч&той бу¬ 
маге. Проверьте, скажем, что диагональ прямоугольника 4 ж 10 
делится диагональю на 2 равных части, прямоугольника 9 х 15 - 

на 3, 14 х 35 - на 7, 20 х 36 - на 4. 

Теперь вы сможете догадаться, что ответ в задаче 5.1 та 




























кой. 


(1) Количество частей, на которые узлы делят диагональ 

прямоугольника , равно ИОД (<4 6) - наибольшему общему 

делителю чисел & и Ь • 

Кроме того, вы можете заметить следующее. 

(2) Узлы всегда делят диагональ прямоугольника на равные 

части. 

(В частности-, когда числа (X и Ь взаимно просты, то 
есть НОД (а,©) = I, диагональ вообще не проходит через узлы 
и количество частей равно I.) 

Пока что мы только догадались, какой будет ответ. Нужно 
теперь его показать. Мы не случайно отметили еще одно обстоя¬ 
тельство (2). Оно дает нам ключ к доказательству (I), - а нач¬ 
нем мы с доказательства (2). 

Доказательство утверждения (2). Пусть ОД О 6 - прямоуголь¬ 
ник на клетчатой бумаге, стороны у которого идут по линиям сет¬ 
ки. Обозначим все узлы, расположенные на диагонали УХ), по по¬ 
рядку (от 0 до В ) через 6,,С а , » так что узел-С, - 

самый близкий к 0 (рис. 6). Пусть С* - какой-нибудь узел на 
диагонали О В . Покажем, что длина отрезка С*С«м равна дли¬ 
не отрезка ОС* (если к*** , то есть последний узел, то 
роль играет В ), 
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Рис. 6. 



Перенесем параллельно весь прямоугольник иях/о ® нап¬ 
равлении диагонали О 13 так, чтобы его вершина0 перешла в увел 
Ск (как показано на р®о. 6 пунктиром). Обозначим через АкТ)*^ 
В* новые положенія вершин А^Ъ * Ясно, что при переносе все 
узлы сеет, лежавшие внутри прямоугольника мт , перейдут со¬ 
ответственно в узлы, лежащие внутри прямоугольника 
Ко в прямоугольнике С*Й*В*В К ближайшим к С* узлом будет С* м 
- ведь мы отметили все без исключения узлы на диагонали О В • 

При переносе расстояния не меняются, 0 переходит в С* * а - 
как ш показали - в С** * поэтому длины отрезков и С«С к +< 

равны. 

Заметим, что в этом рассуждении прямоугольник особенно 
не нужен - нужна только диагональ. По существу мы доказали, что. 
если через любые два узла клетчатой бумаги провести прямую и 
затем отметить ввѳ баз исключения узлы, лежащие на этой прямой, 
то эти узлы делят прямую на равные отрезки. 

Доказательство утверждения (I). Здесь мы не будем сопро¬ 
вождать доказательство рисунками. Обязательно сделайте это сами. 

Пусть сторона О А прямоугольника ОАЭ В состоит из съ 
клеток, сторона ѲВ - из & клеток. Мы уже знаем із (2), что 
диагональ разбита узлами на равные части, а сейчас должны дока¬ 
зать, что количество этих частей равно сС - НОД (оцб). 

Сначала докажем, что если узлы разбивают диагональ на к 
равных частей* то к - общій делитель чисел а и & . Прове¬ 
дем через все эти узлы (лежащие на диагонали) прямые, параллель¬ 
ные стороне ЗД я Ясно, что они делят сторону 06 на равные 
части и пересекают ее в узлах сетки. Поэтому $ делится іа к • 
Точно так же, проведя прямые^ параллельные 0В , докажем* что а 
делится на к * 

Теперь докажем, что если к - общий делитель а и & , 
то на диагонали можно указать такіе узлы, которые делят ее на К 
равных частей. Разделим сторону ОД на | частей и через точки 
деления проведем прямые, параМздьные стороне 0В (поскольку а, 
делится на в , мы можем разбить сторону Ой на. к разных 
частей линиями сетки). Эти прямые - линии сетки - очевидно, де¬ 
лят диагональ О В на к рарныж частей. Точно так же, разде- 

\ 




















- 16 - 



лив сторону № узлами на к равных частей к проведя линии 
сетки, параллельные О А , мы разобьем диагональ на к равных . 
Частей. Таким образом, те и другие прямые пересекают диагональ 
в одних и тех же точках. Эти точки, следовательно, - узлы сетки. 

- : ■ Итак, мы доказали, что каждому общему делителю чисел а 
а § соответствует набор узлов, разбивающих диагональ на равные 
части причем это соответствие взаимно однозначно: каждому раз¬ 
биению на равные части соответствует общий делитель I с 

Ясно, что если мы отметим все узлы на диагонали - возьмем 
самое мелкое разбиение, - то ему соответствует наибольший общий 

делитель. 

Решение задачи 5.1 закончено. Оно поможет нам доказать 
одну важную лемму, которая используется в доказательстве основ¬ 
ной теоремы арифметики» 

Лемма I . Если произведение 6*С делится на а * причем 
числа О, и ё взаимно простыто € делится на а ,. 

ІоказательствО й Пусть &€ делится на съ . Это означает, 

что найдется к такое, что 

Ѣ'С - к-а 


Нарисуем прямоугольник Сяк на клетчатой бумаге, а в его углу 
расположим прямоугольник (Ия (> (рис* 7). Поскольку 

Л, 

К " с"' 


то (из подобия прямоугольных треугольников ВАС И ВСѢ ) 





а 
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А поскольку числа а и ё взаимно просты, то. Е - ближайший 
к о узел, лежащий на диагонали 90 . Согласно утверждению ( ) 
на стр. 14, отрезок 9С должен целое, число раз укладываться на 
диагонали ВО . Тем самым, отрезок ОА должен целое число раз 
укладываться на стороне ОС » а 03 - на стороне- С-га , 

4 = І С , где І - некоторое целое число, то есть С делится на 

а (а к - на 6 ). 

Связь между узлами клетчатой бумаги и целыми числами, ко¬ 
торая использовалась в этом параграфе, легко объясняется с по 
мощью метода координат . 

Выберем на клетчатой бумаге за оси координат две линии 
сетки, за единицу масштаба - сторону клетки. Тогда узлы сетки 
можно охарактеризовать так: это - такие точки обе^коор- 

динаты которых - целые числа. Будем их называть .целыми точка- 
ми, а все множество этих точек (узлов) - решеткой. 

(Таким образом, задачу 5.1 можно было бы сформулировать так. 

»на сколько частей целые точки делят отрезок с концами в точ¬ 
ках (0,9) и ( 6) ?*’) 


< 9,0 




СЭ,2> 


• р « С О О • 9 в 


(г>,-*) Рис. 8 

Па рисунке 8 по решетке проведена прямая, задаваемая 
уравнением « 


У-# 


или, чтф то же саше с в 

Легко видеть, что все возможные точки решетки, лежащие на этой 

прямой - это * ' 

(3, 2), (6, 4)д (9, 6), (12, 8),... 























по одну сторону от начала координат (0,0) и 

(-3;-2), (-6,-4)^.. 

по другую сторону* Короче, все эти точки можно записать общей 
формулой? их координаты 

х--зі, у-гі, 

где І - любое целое число. 

В общем виде сформулируем наше наблюдение так* 

Теооет I . Если целые числа а ш 6 взаимно просты, то 
все пары целых чисел (**%) » удовлетворяющие уравненію 

находятся по формуле 

х-а(, 

где І - произвольное целое числом 

Доказательство этой теоремы, разумеется, полностью повто¬ 
ряет доказательство яѳшш I* Нужно только поменять обозначения: 

(В « на С 
У - на к 

ж перевести теорему на геометрический язык: 

" уравнение и = "прямая 4 ® 

"пара целых чисел® 1 а* Сделан точка” • 

Задача 5*2 * а) 0 Сколько целых точек лейт на отрезке, со¬ 
единяющем точки (0,0) и (20,28) (включая его концы)? _ 

Тот же вопрос про отрезок*, соединяющий точки 

б) (20, 0) и (0, 28); 

в) (0, 0) и (-50, 70)? 

г) (20, 20) и (-50, 90)? 

д) (I, 7) и (25, 43)? 

Задача 5*5 * а) Нарисуйте прямую, задаваемую уравнением 

и напишите общую формулу, задающую все целые точки атой ѵ прямой. 
(Масштаб и размеры рисунка выбирайте так® чтобы несколько - хо¬ 
тя бы две-три точки решетки, лежащие на прямой, уместились на 
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рисунке* Напишите координаты этих точек)® 

То же задание для прямых 

б) ° ао* + 2Ь*=-0; 

в) 0 90ц- кЬзс = й' 
ѵ)* 5^+8 « = 40 ; 
д)* Зі 

Эту тему мы продолжим в § 7. , 

§ Основная теорема арифметики 

Б § 4 мы показали, что всякое число можно разложить на 
простые множители* Теперь, пользуясь леммой I, ж можем дока¬ 
зать больше. 

Теорема 2 * ("Основная теорема арифметики"). 

Каждое натуральное число разлагается на простые множите¬ 
ли единственным образом® 

Д оказательство * Сначала докажем такую лемму® 

Лемма 2 * Если числа ф , Р*,рг, •*•/ Рп “ простые и про¬ 
изведение р,р г р ъ р щ делится на Ц, , то одно из чисел 
р; равно ^ . 

Прежде всего заметим, что если простое число делится на 
простое число ^ , то ; в противном случав, если рщ , 

то р и % взаимно просты* (Это потому, что простое число,по 
определению, не имеет делителей, кроме самого себя и единицы). 
Отсюда сразу следует утверждение леммы для ® Для 
оно вытекает прямо из демш I: если рр г делится на 
и Рк* 9 * ТО ,р< делится на ^ (то есть )* 

Доказательство леммы для проведем так® Пусть Р?Рэ>р л 
делится на $ .* Если , то все доказано. Если ^ то 

согласно лемме і АЛ делится на # • Таким образом, случай 
п~ѣ ж свели к уже рассмотренному случаю . 

Точно так же но В мы можем перейти к случаю п , за¬ 
тем - к/**•$* , и вообще, предполагая, что для утверждение 
леммы доказано, мы можем легко доказать его для 
Это убеждает нас 3 что лемма верна для всех п * 

(Такой способ рассуждений называется доказательством по 
индукции)® 
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Теперь докажем, . наконец, теорему 2 0 9 

Предположим, что имеется два разложения числа а на 

простые множители: 

а. - Р? ръ рз. ~ Чі Яг '• - $6 

Так как правая часть делится на ^ , то и левая часть 

равенства должна делиться на ^ • Согласно лемме 2, одно из 

чисел р„р^р*, А Равно $ . Сократим обе части равен- 

ства на 

Проведем такое же рассуждение для §% » затем для 
для . В конце концов справа сократятся все множители и ос¬ 
танется I. Естественно, и слева не останется ничего, кроме I. 

Отсюда мы заключаем, что два разложения Л Рг »* Р» и 
фі ^ ... фз могут отличаться только порядком сомножителей. 

Используя основную теорему арифметики, можно доказать та¬ 
кие предложения. 

4? для того, чтобы число <2 делилось на число 6 , не¬ 

обходимо и достаточно, чтобы каждый простой множитель, входящий 
в разложение числа в * входил и в разложение числа & ; при¬ 
чем, если простой множитель входит в разложение $ &. раз, то 

в разложение числа О, он должен входить не менее & раз. 

2? Пусть ^ и ё разложены на простые множители. Тогда 
чтобы найти НОД (а,$) нужно перемножить все общие простые множи¬ 
тели чисел а ж € ; причем, если р входит в разложение р 

к раз, а в разложение &, / раз и ІгЛ I % то в разложение 

НОД (о, @) множитель р должен входить к раз. 

# 3. Пусть С - какой-нибудь общий делитель чисел а и € , 
а = НОД ) , - наибольший общий делитель этих чисел. 

Тогда обязательно делится на С • 

4? Пусть число Си делится на 6 и € ♦ причем ё и 6 

взаимно просты о Тоі*да О* делится на произведение € С * 

5? Пусть число а делится на & и на С % и пусть 
НОД * Тогда а делится на целое число * 


А 

»! 
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§ 7. Пр ямые на решетке. Линейные уравнения . 

В § 5 мы сформулируем теорему I про целые решения уравне- 

О) 


3 этом параграфе мы коснемся решения в целых числах уравнений 

а.у-6х = 1 (2) 


и вообще 


ау - (а) 


где а , 6 и 0 - заданные целые числа. Начнем с примеров. 

Пример Іо Рассмотрим уравнение 2Вя +2Ѳу*22 . Левая 

часть при всех 5С и Ц делится на 4, а правая - нет. Сяедо- 
вательно, уравнение не имеет решений в целых числах. 

Пример 2 . Рассмотрим уравнение іѣ ^ .Разде¬ 

лим обе части на 4. Получим: Гу- 5* = з . Теперь начертим 
несколько прямых, уравнения которых У^-5 % = 0 бис =/ * 

ч 2* , # # У . Все эти пря¬ 

мые параллельны (рис. 9), нужная нам прямая - четвертая снизу. 
Заметим, что она проходит через целую точку (5, 4). А остальные 
целые точки на этой прямой расположены на равных расстояниях 
(точно так же, как на прямой ). 

Отсюда ясно, что все решения нашего уравнения в целых чис¬ 


лах: 


Гос *5+П 


, где і - любое целое число. 


Теперь сформулируем общую теорему. 

Теорема 3 . Если НОД (й,6) С - произвольное целое чис¬ 
ло, то уравнение имеет бесконечное число решений 

С*Ф в целых числах. Если известно одно решение ('х*, то 
все решения имеют вид 

ОС -зсв+осі = + » где - любое целое число. 
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Доказательство * Начнем со второго утверждения. Пусть 
Ч1эс.« —а Тогда уравнение -6 $■■*<} сводится к та¬ 
кому: а (|^о)^€>(х-х 0 )^0 , а по теореме I из § 5 полу¬ 

чаем зь-х.^аЛ ,( і - целое число). 

Осталось доказать, что уравнение (3) имеет хотя бы одно 
решение в целых числах, если НОД (а,®)-/ « Достаточно доказать 
это для С ~{ , то есть для уравнения (2)* Действительно, если 
О*•»«!•)•" какое-нибудь решение уравнения (2) 3 то (сх 0/ с^у ре¬ 
шение уравнения (3). 

Мы рассмотрим сразу целое семейство параллельных прямых 
(3) с разными значениями С . Большему с соответствует пря¬ 
мая, расположенная выше (подставьте в (3 ) х*о , тогда получится 
| 3 |, - чем больше С , тем выше точка пересечеяія прямой 

с осью Оу )е 



РИСе 9 
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Рассмотрим теперь все целые точки, лежащіе внутри парал¬ 
лелограмма, изображенного на рис* 9 - с вершинами (0, 0), (0,1), 
(а,&Н)і(й,ё). Внутри его, очевидно, лежат (а-*) целых точек: 
на каждой вертикальной прямой, ..., ж по 

одной. Через каждую из этих целых точен проходит прямая, парал¬ 
лельная (1) с уравнением (3). Мм одна прямая не проходит через # 
две мз этих точек: ведь целые точки лежат на каждой прямой так, 
что от одно! точки до следующей нужно пройти отрезок, равный 
стороне ОМ (так же, как іа пряной (I)). Следовательно, во© зет 
пряше соответствует разным значениям "С", и всего их (й-і) ♦ ■ 

Но заметим, что верхняя сторона параллелограмма идет по 
прямой, для которой достаточно подставить в уравнение 

( 3 ) х*0 ,у г у , чтобы убедиться в этом® Следовательно, каждому 
целому числу С я { , С*®-/ должна обязательно отве¬ 

чать прямая, проходящая через целую точку (сравните с рассужде¬ 
нием при решении задачи 2ДО). В частности, ж на прямой 
должна лежать целая точка. 

Задача 7.1 . а) Начертите приму© Зу : -$ос. */ , 

какуш^цшую точку она проходит? Как записать вое множество ре¬ 
шений этого уравненія в цежх числах? 

Тот же вопрос для прямых: 

* б) I 

в) 

Задача ? .2Г Пусть НОД (*>*;$')« / , а >0 . Рассмотрим семей¬ 
ство всевозможных прямых , где С - целое число. 

а) На каком расстоянии лежат друг от друга "целые точки" 
на каждой прямой? 

б) Сколько прямых пересекает отрезок оси Оу от точки 
(О, 0) до точки (0, I) (на считая его концов)? 

в) Докажите, что соседние прямые расположены на одном 
и том же расстоянии друг от друга; 

г) Найдите расстояние между соседними прямыми ("ширину . 

просеет" мезду рядами деревьев в направлении ). 

I пазами© ж задаче в ). На каждой прямой ау-$ъс.*С есть 
целая точка Сзс*ф). Перенесем плоскости параллельно так, чтобы 
О перешла в (х,у ). Докажите, что 'тогда прямая 


1 
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перейдет в л *-**-■** (а = * в «* >■ 

Задача 7,3 » а) Может ли число делиться на 8, а при делении 

ка 12 давать остаток 10 ? 

б) Нарисуйте на числовой оси красным карандашом целые 
числа, которые прі делении на 4 дают в остатке I, синим - чис¬ 
ла. которые при делении на 6 дают в остатка 3. Как записать мно¬ 
жество чисел, удовлетворяющих, обоим этим условиям? 

в) Найдите общую формулу для чисел, которые при делении 
на 15 дают остаток 7, а при делении на 25 - остаток II. 

Указание к задаче в ). Напишите общую формулу для решений 
уравнения в целых числах* 

Задача 7Л Двум мастерам приказали просверлить в рейке 
длиной 3 метра отверстия на разных расстояниях <$ друг от 
друга и от концов рейки: одному мастеру - на расстоянии 20 см, 
другому - 12 см. 

а) Сколько всего отверстий будет проделано в рейке? 

б) Каково будет наименьшее расстояние между отверстиями? 
Зад ача 7.5 о а) Отметим на числовой оси точки, дающие при 

делении на 12 остаток 5, красным карандашом, а точки, даюище 
при делении на 18 остаток 13 — синим. Каково будет наименьшее 
расстояние между красной и синей точкой/ 

б) Тот же вопрос для двух множеств: чисел, дающих при 
делении на сь, остаток % ш чисел*, дающих при делении на && 

остаток ф 

Задача 7.6 . Имеет ли следующее уравнение решение в целых 
числах: 

а) 6 «с - 16 у =: 220; 

б) 105'зе * 42^ =56 ; 

в) -Л№ам> - 24®,' 

г) -ЭД*.+20*у«і? ? 

Если имеют, то укажите хотя бы одно такое решение* Если нет - 

докажите, что их не существует. 

Задача 7.7 . Имеются контейнеры весом 130 кг и 160 кг. 
Нужно полностью загрузить ими грузовик грузоподъемностью 3 тон¬ 
ны. Как это можно сделать (укажите все решения)? 



Если Вам трудно отыскать решешѳ уравненія в целых чис¬ 
лах, хотя Вы уверены, что они существуют (это следует мз тео¬ 
ремы 3) - то не обязательно "подбирать * решение или чертить 
на очень большом листе клетчатой бумаги прямую Для этого 
есть более удобные способы, нацример, алгоритм Евклида* Его 
мы и изучим в еледущем параграфе, 

і 

§ 8* Алгоритм Евклида 


Олово "алгоритм" (иногда шшіут "алгорифм" - это то же 
самое) означает "общій метод, применимый ж целому классу за¬ 
дач", Обычно в математике подразумевается, что. этот метод 
можно сформулировать в виде совершенно точного описания - 
настолько точно и определенно, что любой человек, умеющий 
только читать ж считать , может ѳгѳ выполнить (для шбоѣ. кон¬ 
кретной задачи, то есть для любых заданных ему /іыачен^іі пара¬ 
метров) Например, вы умеете с помощью циркуля и лшеівзі 
делить угол на две равные части - то есть, знаете ІШ2Е82І» 
позволяющий любой угол разделить пополам. Вы знаете алгоритм, 
позволящий любое натуральное число съ , записанное в деся¬ 
тичной системе, разделить на другое натуральное число 6 
с остатком - правило "делешя столбиком". 

Алгоритм Евклида - ©то правило, которое позволяет п© 
двум натуральным числам: о- и 6 найти НОД (®>в). В цришщ- 
пе, для этого мошо предложить такой алгоритм 

1) Найти все делители числа съ (перепробовав все числа. 

I, 2, ... , не превосходящие <Ь ); 

2) Найти все ©біре делите ли чисел а и & (проверив, 

на какие из делителей & делится Ь )| 

3) Выбрать из общих делителей наибольший. 

Шш другой алгоритм: разложить оба чжсла на простые множите- 
т ш воспользоваться следствием на теоремы 2, § 5. Одашо, ес¬ 
ли разложения на простые множители ни одного из данных чисел 


1) Понятие алгоритма тесно связано с понятием программы для 
вычислительной штаны* Чтобы точно определить понятие ал¬ 
горитма", нередко описывают воображаемую "машину и класс 

~*чгг*гтт«мипг ”Ті’ПП*РіГ5аМ»І М ТТЛ Я ЗГОЙ МЯШ&1ЯН. 
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не известны Р а числа большие , требуется много вычислений. 

Алгоритм Евклвда позволяет найти ЙОД в этих случа¬ 

ях значительно быстрее, не отыскивая всех делителей ни у од¬ 
ного из чисел сь и © • 


Что еще важнее - алгоритм Евклида дает нам путь к отыска¬ 
нию решений уравнения в целых числах* Заодно, 
мы еще раз докажем теорему 3. 



Покажем г? что у пары чисел (®*, €) множество общих делителем 
‘ в точности такое же, как у пары чисел ((о,ъ) • Отсюда, конеч¬ 
но, будет следовать, что и ИОД у этих пар один и тот же. Итак, 
докажем, что каждый общим делитель чисел си и & является 
также делителем числа X , и наоборот, что каждый общий де¬ 
литель чисел й ш х является делителем числа а . 

Докажем сначала первое утверждение. Пусть си ив де¬ 
лятся на т . • Тогда 6 г делитая на т и а. = ёу + X делится 
•на т . 

Перейдем ко второе утверждению* Если О и Ъ делятся 
на К , то 6$ делится на К и й^Вс^^Ъ делится на К . 

— Доказанная лемма позволяет легко ж быстро находить НОД 
двух чисел® Посмотрим, как это делается. 

Пример . Найти НОД (6069, 663) . 

Решение . Разделим 6069 на 663 с остатком 

6069 = 663 * 9 + 102. 

Из леммы следует, что НОД (6069, 663) = НОД (663, 102). 

Ищем НОД (663, 102). Для этого делим 663 на 102: 

663 = 102 • 6 + 51. 

Снова, применив лемму, получаем НОД (663,. 102) = НОД (102,51). 
Но 102 делится на 51 без остатка: 

102 = 51 . 2, 

поэтому НОД (102* 51) = 51, следовательно & 

51 = НОД (102, 51) = НОД (663,102) = НОД (6069 , 663). 
Ответ: НОД (6069, 663) = 51. 

Метод отыскания наибольшего общаго делителя, основанный 


• V 


9 
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на последовательном применении леммы 3, носит специальное на¬ 
звание - алгоритм Евклида. 

Задача 8.1 ? Найдите наибольшим общий делитель чисел: 

а) 98765432X и 123456789; 

б) 16484 ж 42282; 

в) 7 777 777 777 и 777 777. 

Задача 8.2 ® а) От прямоугольника 324 см х 141 см отреза¬ 
ют несколько квадратов со стороной 141 см, пока не останется 
прямоугольник, у которого одна сторона меньше І4Х см. От по¬ 
лученного прямоугольника снова отрезают квадраты, стороны ко¬ 
торых равны его меньшей стороне до тех пор, пока это возмож¬ 
но, ш так далее (рис. 8). На какие квадраты будет разрезан 
прямоугольник? (Укажите их размеры и количество). 



б) Каковы будут размеры самого последнего, наименьшего 
квадрата, если такие операции проделать с црямоугольнмжом 
ал 6 Іа и 6 - натуральные числа)? 

Алгоритм Евклида в общем случае можно ©писать так. Если у 
вас штатов два чжоха а и $ , цричш а * 6 > О , то снача^ 
ла делим си на § , ж подучаем остаток % , который мень¬ 
ше, чем © . Затем дшшм число $ на ^ * і находим оста¬ 
ток %г. » который, меньше, чем % 4 . Далее, мы делим число % 
т число х г при этом получаем остаток Х ѣ , меншШ § чем 
Х г , и так далее, пока какой-нибудь остаток не разделит¬ 
ся на остаток Х щ ■ нацело, без остатка (т.е.^**<- ^ ). 

Ясно, что указанный процесс обязательно кончится, посколь¬ 
ку каздіи остаток меньше предыдущего, а все остатки - неотри- * 
цательные числа. Последний остаток и есть НОД (а, &). Действи¬ 
тельно, 

% к « ноа (т* , V.) - н од ( V, , і*-*) » 

- нод К л) = нод {\ А) = нод *). 
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С одной геометрической иллюстрацией алгоритма Евклида 
мы встретились в задаче 8.2* Более известный и важный геометри¬ 
ческий вариант алгоритма Евклида - алгоритм отыскания наиболь¬ 
шей общей меры двух отрезков (рис* 9), 

На отрезке О, откладываем столько раз, сколько это воз¬ 
можно, отрезок і> , получаем остаток ; на отрезке ё 
откладываем, пока это возможно, , получаем остаток 5- 

на откладываем, пока возможно, , получаем т.д. 

их _ 



' Ч 


Рис. 9* 

Правда,, для отрезков (длины которых не целые числа) мо¬ 
жет случиться, что^зтот процесс никогда не кончится, а будет 
продолжаться бесконечно (никогда не получится остаток 9 равный 
нулю) - это произойдет в том случае * когда отрезкі Оы§ несо¬ 
измеримы (вы вероятно знаете, например, что диагональ квадрата 
и его сторона несоизмеримы)® Но если этот процесс кончится, то 
последний не равный нулю остаток даст наибольшую общу ю меру от¬ 
резков а я 8 - то есть наибольший отрезок & такой, что 

, где % и С - целые числа. Ото доказывается 
точно так же, как мы выше с помощью леммы I доказали, что алго¬ 
ритм Евклида, примененный к целым числам* дает НОДбл,^): а 
именно, у каждой пары отрезков (а-,в) , « 

наибольшая общая мера будет одна и та же, а если целое 
число раз укладывается в , то ясно, что их наибольшая об¬ 
щая мера - как раз % • 

Задача 8.3 ? Докажите, что дли любых двух целых-чисел (Ь 

и & 

НОДй.,6) =Цоі(а, Л-6) 




Указани е. Проведите такое же рассуждение^ как м в дока¬ 
зательстве леммы 3® 

Покажем теперь* как алгоритм Евклида позволяет найти ре¬ 
шение уравнения в целых числах* Пусть, например* нужно решить 
уравнение 

6069 X л- 663 ц = 306 (I) 

Выше мы нашли НОД (6069, 663) = 51 из цепочки равенств г 

6069 = 663 * 9 + 102, 

663 = 102. • 6 + 51, 

102 =51 * 2* 

Заметим, что 306 делится на 51 % 306 = 51 6, поэтому целые 

решения уравнения существуют. 

Теперь будем последовательно представлять остатки в ви¬ 
де 6069 Хи + 669 , где X* и - какие-то целые числа,, 

102 = 6069 - 663 » 9 • 

51 = 663 - 102 • 6 = 665 - (6069 - 663 • 9) • 6 = 6069 - (-6) + 
663 > 55, 

Вспомним, что 306 =51 • 6* умножим обе части на 6. 

306 = 6069*(-36) + 663 330, 

Итак, Хр = - 36, $о = 330 - решение нашего уравнения (X). 

Найдя НОД (6069, 663) = 51, мы могли все члены (I) разде¬ 
лить на 51 и сразу перейти к уравнению 

119 % т 13 ^ =6 (2) 

Решение ДС 0 = -36, = 330 годится ж для него* 4 остальные 

целые точки на прямой (2) сдвинуты относительно 

;.нк же, как прямой 119 т +13^ = 0 сдвинуты относительно О® 

И общее решение будет: X = »36 + 13 і , у = 330 - 1X9 ^ 

где І - любое целое число. Например, при і = 3 получаем ре¬ 
шение: Х = 9 э ч=-& . 

*п ^ ѵ 

Тот же способ применим и в общем случае® 

Если нужно решить уравнение 

(можно считать, чтоб ^® )® Отыскиваем с помощью алгоритма 
ЕвклидаГНОД (а, б): 
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$»*, * с( 

и пишем цепочку равенств, из которой находим представление Л 
в виде ер і *, , где и «» - целые числа. 

Если С делится на сб = НОД (а,&) и С =0, (1 , то числа 
(С, , ос 0 ; с, ) будут давать решение уравнения 

О- Ч- €> ж. = С 

А общее решение, как следует из теоремы 3 § 7 - 

, д*^ 0 + 6 4 1г, 

где и б/ находятся из равенств ,6 = 6,^. 

Задача 8*4 , Найдите решение в целых числах уравнений? 
а) 75 ^ ~ 39 ос = I | 

, б) 43 $с ,+ 250 у = 77; 

в) ІІ7І5*} - 4473 ее Ч. 6390* 

Начертите (примерно) прямые, о такими уравнениями на плоскости 
О осу и укажите на них несколько целых точек® Выберите под¬ 
ходящий масштаб, (Всю "сетку® 1 целых точек рисовать не нужно)* 

В последнем примере в) нужно сделать довольно много ^ша¬ 
гов” алгоритма Евклида - делений с остатком - прежде чем най¬ 
дешь НОД (1X7, 4473) и решение уравнения.®' Интересно выяснить: 
какое наибольшее число шагов нужно, чтобы наверняка найти НОД, 
если числа & и § , скажем, не превосходят 50 9 или 100, или 

1000 ? 


л) После деления на НОД числа становятся не такими уж бодьш 
ми - в пределах сотни. 






Сначала поставим вопрос по-другому. Пусть задано і% 
число шагов в алгоритме Евклида* Каковы наименьшие ^ и € , 

такие, что пара (&* > ё ) требует #7 шагов? 

Задача 8,5, а) Пусть а ? & ? > %ъ > ^ * 


а* + (I) 

$>- %г ( 2 ) 

^ >3 2 * ( 3 ) 

*** 4ч (4) 

^ Яг ** (5) 


Докажите, что • 

б) Пусть 49 алгоритм Евклида" продолжается не 5 шагов, а 
л ; докажите, что тогда Ск не меньше ѵч и го члена после¬ 
довательности 

2, 3, 5, 8, 13, 21, ... , СФ) 

в которой каждый член равен сумме двух предыдущих. (Эта после- 
довательность довольно часто встречается в разных задачах и 
носит специальное название "последовательность Фибоначчи' 1 )* 
Указание ж задаче 8*5 , а) Докажите последовательность 
неравенства: *ЦН; ?&;*/$$; 6 >, ѣуо,ъ4Э 9 

Решив задачу 8*5 а) легко ответить на вопрос: за сколько 
шагов алгоритм Евклида справится с любыми числами, меньшими 
ІСЮ? Поскольку десятый член последовательности Фмооначчм боль¬ 
ше іО0?< __" . _ . 


п 

1 

2 

ъ 

і. 

3 

6 

•} 

ѣ 

8 

10 


г 

3 

5 

Ь 

13 

24 

ън 

55 

Ь9 

т 


то, значит, десять шагов алгоритм Евклида для чисел в <&> ^400 
продолжаться не может* А числа 89 и 55 - пример такой пары, 
для котором им продолжается наибольшее возможное число - до- 
вять шагов. 

Задача 8*6 & а) Докажите, что 

НОД (2 б -I, г 15 - I) = 7. 
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б) Докажите, аяо 

щ л т \ л ИОЛ ( ѵ*,Ь) 

иол (2-^2 ч)«2 -І 


для любых натуральных м " 

Указание. Не забудьте правила действий со степенями 2 
если & то 2 т *2. Воспользуйтесь тем, что 

НОД (а,€)= НОД(о.,6-«0 (задача 4.3). 

Задача 8.7Т а) Докажете» что число 2’'° + I взаимно про- 
сто с каждым из чисел 

3 = 2 + I; 5 = 2 2 + I; 17 = 2 4 + I; 129 = 2 3 + I. 
б) Докажите, что в последовательности 

2 4- І-,2 2 + І;2 4 + І-;2 8 + I; ... ; 2* + I 
любые два числа взаимно просты. 

Указание . Проверьте равенство 

2 15 - I = (2 8 + І)(2 4 + І)(2~ + I)(2 + I). 

З адача 8.6 ? Докажите, что множество простых чисел бес¬ 
конечно $ воспользовавшись предыдущей задачей* 

Указаніе . Рассмотрите простые числа* входящие в разлоне 
ние на множители чисел последовательности 


2 + І*,2 2 + І;2 4 + г,2 8 + Р, ... ; 2® 


+ I 



«I 


/ 


- 33 - 


Контрольное задание 


Обязательные задачи 


1) 1.46 - Ш 5.2а,б 

2 ) 1.6 12 ) 5 . 2 в,г 

3) 1.8 13) 5.36,в 

4) І.9Д 1*0 7Ла 

5) 2 , 2 а ,6 15) 7.3а 

6 ) 2.46 . 16) 7.36 

7 ) 2»? 17) 7.4а 

8 ) 2 ,Ив 18) 8.16 

9) 5Да,б (Указание: см. 3.2) 19) 8.2а 

10) 4 . 6 а 20) 8.3 

21) 8.4а ' „ . 

Дополнительные задачи * 

1 @ 7, 2.5$ 2 , 8 , 2 .10б. ? 3.2, 4.3, 7*2а, 7«2г, 7*7, 8 Л 6 , 
8 ® 66 , 8.76о 

Критерии оценок 

Ва обязательные задачи: п 5 № - решено не менее 18 задач; 

”4” - решено,не менее 14 задач; 

"В" - решено не менее 10 задач. 

За дополнительные задачи: 

115 ®? _ решено не менее 8 задач; 

и 4 я - решено не менее 5 задач. 
Задание подготовили: Н.Б.Васильев, ВЛ.Гутенмажер. 


Методическая комиссия 83МШ 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РАЗРАБОТКИ ДЛЯ УЧАЩИХСЯ ВВШ 
РШЕНИЕ ЗАДАЧ ПО ТЕМЕ: "ЦЕШЕ ЧИСЛА". 


1.46. Докажите.что если & & делится т С и а + ё делится на ® 
л 3 ’ ьЪ „Я. 

то и. + ® делится на С , 

Решение: а 1 + ё* « (&*|) -3&ё (^6/^Так как по условию де¬ 
лится на с и а 6 делится на С , то ♦ 4) делится на С * 

(но теореме 2°); аналогично (й.+&) делится на С* . Тогда (по тео¬ 
реме I °)(<1*§У-3<4 (ь'&) делится щ С ** а 

лЬ & г „А. , 

1,6. Доісажите , что ^ и И делится на л ь ч л , 

Реш ение^ Воспользуемся тождествами 

і € - 0>ё ('й* ’ 4 і а 4 А. О ^ л(я\ 

.*’<*■ *ѵ«* *♦-«* -<?!) 

и утверждением 2°,Таким образом ё + ё*а. * а4(т &Х а ^ : 

- & 3 € ^ делится на (& + &) - а €*• 4 й..^ 

Мы шнольвовадш тождество (сц€)(лР^-а^ + а & п 1 ) 

( ^ -нечетное) для 3,5,7,*,. Приведем, дохшзательство этого тождества* 
Рассмотрим последовательность 

Г Ѵ^'Ѵ л ^Ѵ«‘ . 

Заметим, что это геометрическая прогрессия с первым членош * 
и знаменателем * Найдем сушу ^ членов этой прогресрил 

п-і *\ х 

П-І л - Ал + р п ~! , * 4 ^ * —.1.^ 

& -а, Ь *^ ь ь у * | л+й 




н знаменателем 


*♦ I 


Ослй ' 


I .7* Докажите,' что & * + * делится на • 

Решение: аУ* ^ ^ 

--з - Хя'ё)} ^ 

следовате льна, * *1ё ** делится на а + +%& • 

І„ й А Доіщжште. что если ^ + ^ делится на , то 

иЛ *&с делится на (здесь ). 

Указание, Разложите сумму оХ іЫ + аА-* 6 с на множители* 


ди 


, ТО 


на ынжхтеш. 


4 


і 


I 


1 


- 2 ~ 


Решение: В соответствии с указанием разложим на множители 

(а! * сЛ) * (&іі * іс) - (. 

Так как (Л* 4с равно разности 2-х чисел,делящихся на а +6, 
гласно утвержден®' 1°, дао само делится на й *С. 


то, со- 


І.9д. Верно ли утвержденіе: если число делится на 15 шш 21, то оно де¬ 
лится на І5-2МІ6? 

Ответз Это утвервдение неверно. Приведем противоречащий пример: 
х05 делится .на 15 и на 21, но не делится на 315, 

. Обратите внимание, числа 15 и 21 не взаимно-простые, они делятся 

» 

на 3. 


2.3а:б» а) Нарисуйте числовую ось и отметьте на ней целые числа, кото¬ 
рые при делении на 7 дают в остатке 3. - 


женив: 


Получаем множество точек, отстоящих друг от дщга на 7 единиц, 

б) Каково наибольшее т чисел, меньших 2001, которое при деле¬ 
нии на II дает остаток 8? 

Ответ: 1999, 

Решение: В аздшвм 2001 на II о остатком: 2001= II-161 + 10,Остаток 
равен 10, что на 2 больше заданного остатка. Следовательно, искомое 
число 2001-2*11• І8І+8. 

2.56. Найдите наименьшее шестизначное число,которое делится на 321. 
Ответ: І00І52. 

Решение: Наименьшее шестизначное число 100006, Разделим это число 
я* 321. ІООООѲ а 321*311 ♦ 169. Остаток равен 169. Значит, чтобы полу¬ 
чить искомое число, надо к 100060 прибавить 321-169*152; искомое число 
100152. 

* 

2*6. Было 7 листов бумам. Некоторые из них разрезали на 7 кусков каж- 
ды&. Ват «а некоторые вз поручившиеся кусков снова разрезала на 7 кусков 


—3-* 

* так одѳлшш несшлью раз. Могли да в результате получить 1973 куска? 
Указание .Как возрастает число кусков* когда одда разрезают на 7? 

) Ответ: Нет, не могла. 

і 0 

' Решение; При каждом разрезе число кусков увеличивается на бЛоолѳ 
К разрезов число кусков равно бН + 7 в б( К +1) + I , огинчатеі 
ноѳ число кусков при делении на 6 додато дать остаток I, Но 1978 при 
делении на 6 дает остаток 5. Значит, нельзя получить Х§78 куска. 

2.8а,г. Кал?ой остаток (при каждом натуральном я ) дает число 
а) 2п +$п«3 при делении ка л + 4 ? . 


Ответ: пои 

а >&* 

остаток 

равен 9 


при 

п 

4Я* 

" - 0 

■ 

при 



" -• I 

• 

при 

и 

< 


" - 2 

- 

при 

Я** 

- 

“43 

* 

при л я і 

Решение: Разделим многочлен 

1 - * 
Лп. К +$п-3 

на л' 4 4 


остатке** Долучим : і -3~( п *^Х^ п "^) * 

От айда видно, что если (п>&Х . ,то остаток равен 9, 

Если п+4 = 3 ,то остаток равен 0, Еоли п*4'>і (п«4) 

то,т,к. 9 * 8*1 + I, остаток равен I; если 

то 9 * 7*1 + 2 и остаток - 2; если л ( п ‘Я) ,то 9»6*ІчЗ 

и остаток - 3; есда П += 3", (п*А то, 9 в 5*1 + 4 к остаток 

-4. 

Зшечание. Рекомендуем показать учащимся на прші ерах.как делить; 
многочлен на многочлен столбиком. Например; / 

ЦгСь&п^Ь I 

“іп** Ял (ІА-3 ‘ 

-ГзЯ-3 

“ -За-»! 

+9 


(I 


( 



- 4 - 


г). при делении на 4 

Ответ; пш п*Як остаток равен I ' 
прж л * ЛфЛ - " - 2 0 

Решение: Рассмотрим 2 случая, 

X) п*%К ,тогда Л 4 ^ .Отсюда видно,что прж чет¬ 

ном И остаток равен I, 

2) &« Лл*Л , тогда к )\% . Орм 

нечетном 4 остаток равен 2. 

» 

ЗиДд, Н* столв леяа * книгм, которые нужно упаковать.. Еслж их связать 
ы 4, по 5 или по 6 книг в пачку, то каждый раз остается одна лишняя 
книга* а если по 7 книг в пачку, то лишних книг не остается. Какое 
самое меньшее число книг ш&ет быть на столе? 

іШШШёл ч ^бы число делилось на 4, на 5 и на 6, необходимо ж 
достаточно* чтобы оно делилось на 60. Это один из тех "очевидных" 
фактов, которые мы научшся строго доказывать ниже. 

Ответ| 301 книга в 

Решение: Пусть л -число книг .Тогда п.» і должно делиться на 4» 

И*6,следовательно л-/» й)^ (см .указаніе) Я * Й)к♦ $ » 66 . 

Первое слагаемое делится на 7 при любом К , а ташекъ® ее значение К д ! 
ярі котором делится на 7-5. Следовательно, искомое число 60-4+Шоі. 

ЗііЙЙл Берч© лн, что из 100 целых чисел всегда можно выбрать 15 ткжх^ 
у которых разность «бых 2-х делится на 7? А 16 тагах чисел? 1 
Ответу Для 15 чшел утверждение верно, а для 16 - неверно. 

Гм-ение; При деления чисел на 7 существует 7 возможных остатков; 
0 *і# 2,3,4,5,6. Чтобы разность 2-х чшел делилась на 7, необходимо и 
достаточно, чтобы остатка от деления этмж чисел на 7 бшш равна. 

Все числа, дающие один я тот ке остаток при деяенжж на 7,отнѳееш 
* тассу. Подучим 7 классов Допустим, что нельзя выбрать 15 

нуинкж ч5ж>ел иэ 100. *'то значит, что если 100 целых чисел разбить 
ва указанные классы, то в каждый попадает не более 14 чисел, что 

\ 


- 5 - 




во всех классах бадет яе более 14*7 = 98 чисел, что противоречат уел. 
вию задачи. Следовательно, для 15 утверждение задач® верно. ' 

■ *“ * 6 ЧИ08Л Угаерадение задачи неверно , Ьозшем все целые числа 
от I до- 100 я покажем, что среди них нет 16 чисел, дающих один и тот 
же остаток при делении на 7. Б самом деле, среда них 14 чисел; 7,14,,., 

'**'?8* данщих в остатке І;І5 чисел: 2,9,І6,...,І000,даицих в остатке 
2} по 14 чисел, дающих остаток 3,4,5,6. 

-* 1а ‘ б{ Приведите пример числа, шевдего: а )ровяо 5 делителей 

б)ровно 6 делителей'. 

9ШИ а) число 16, .Д, ,» 1,2,4,8,18 ; 

б) число 32. Д = 1,2,4,8,16,32 
За м е чание: Рекомендуем разобрать решение задачи 5Л (стр. 15), 
{Ответы:б) (т*і) в )(ші)(п+і) т) (!**)({ш)(& п )] 

и указать учащимся, что есть общая формула числа делителей числе. О- 
Пусть число разложено на простые мнодатели; а і Р% • 

Тогда число делителей равно (Ѵй. „ 

’І 08 Т 0 .’.у а) 5 «1*5 И МММ ИМ, Ляп ни, вдц р ■ 

б) Разложим 6 на множители; 6 = 2-3 или 6.« І<6„ Следова¬ 
тельно, искомое число будет .иметь вад р, •/>/ либо р*. 

3^ Докажите, что если число не является родным квадрате», то у неп 
четное количество делителей, а если является квадратом - то нечетное. 

ЙМ.ЩІІЦ Рассмотрим множество делителей числа А. \ меньших /а. , 
и множество ею делителей, больших & . Мевду этими множествами 
тжно установить взашно-однозначное соответствие* доставив каждому 
целнт&яю в соответствие его дополнительные делитель(если 9то 

$ ). Следовательно, если Ф2 - не целое число, то число 

делителей четно. 

Ѣт ^ - целое 430X0 < л -полный квадрат), ю число 

телей нечетно» 

!>го Г ое решение. Пусть й=/> ( >Д. . разложение числа а т 

// - 4 / 

, Г 


I 


і: 
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цроотые множители* Тогда, шж показано црж решении задач! Л 8, тем® 
|| множителей числа й, равно: ^ 58 •« (^< 4 'О * Число л явля¬ 
ется ншшш квадратом тогда и только тогда, когда таждай шз ешазатѳ- 
лей , Т* 'является четнш числом, Йо тогда вое числа ^і # Д, 
1 ♦і) н их произведение явжштоя нечетными числами• Воли ж© 

по крайней мере одно ив чисел І|>.. «, ,нщршѳр э ^ нечетко, 

тс число (ч^і) $ а вазеете о ним и число V являются четніаш 


, а вместе о ним і число 


являются чвтньми 


чшяшш. 


4, Іа, Додажнте* что если четырехзначное число р не делится ни на ода© 

простое число от 2 до 97, , то Р простое. 

Решение, Допустим, что число р непростое. Тогда оно разлагается 
ѣ проювадешѳ р* ^ двух множителей^ ^ и % » клині нв которш 

не меньше числа 101 - первого простого числа, большего 97. Следователю 
’ Р* ТОГ®. Но “шло 101 й штиэиачное . Пришли к противоречию, зт- 
чит, чшдо р простое. 

уі Докажите, что каждое составное чшло & имеет такой простой 
делатель, что р 

Рента ше; • Л 1 .где рі -простое чшло, причем 

В п (тл, & - число соотавизо), тогда 

і<р! & &Рп п , .что а требовалось докаэагь. 

Л рп»Р> *Р> 

4.4.- Докажите, что ирода рщ существует в други® аростве 

числа. 

Радение Ваошотрш /Ѵ к ^гР«,’”>'Ри + /5 ^ вѳ дѳлзгеся ка 

т одно т $ , где /4*<Л зашит либо $ -простое» либо 

■ Н делится на проотое число • 

5.3. Г.рно л*, что если НОД С ) ■ ЙОД (^.О ■ * , то а 

над (*,«)* Л. 

Ответ; Ват.напршер, НОД (40, 12) « НОД (12,20) я 4, но НОД (40,20)= 

т 20, 


„что и требовалось доказать. 


' N ве делится пв 
вншш? либо ^ -простое, либо 


9 


I 


Замечание^ Из условия задачи следует, что * Я , и * ,дедятоя 


на , т.е. Л = (&Ч> С- Жт. 
вэашнр-прсты, утверждение верно, 


, В случае, когда К и ^ 


й» 4а^б ь а)Найдите наименьшее число,.которое делится на 36,57,95. 
Ответ: 3420 э 

, Решение : Нам нужно найти НОК (36 , 57 , 95 ). Разложим.данные числа 

на простые множители: 36 = 2•3 , 57 = 3>І9, 95 « б»Х9. 

' Каждый простой множитель р .входящий в разложение какогот ^ 

идбудь из чисел л, 4 и с , долда* входить в ѵажтШЩІ*'™ 

Следовательно, НОК (36,57^.95) * 2 3 • *9 ® * -зілѵ*.. <Ѵ-. 

б)1іайдите наибольшее число, на которое делятся числа 67б, ^ 

130,9060. ' • іі 

, Ответ: 12, • 

Решение; Вазлодм данные числа да простые множители; » , [_ 

576 - 2 6 «3 2 ; 180 « 2 2 *3 2 -^ 9060 =, 2 2 -3•5*151. По утверждения 2 т . 
НОД (576, 180, 9060) равен 2 2 -3»І2 ? ., 


% делящи 


6.76. Сколько существует чисел,. меньших числа А. и взаимно вррейчі 

о нам, если Л - 2 6 -3 5 . ‘ | 

Ответ; 2^*3^« 1 у / *' 

Решение: Обозначим через . Д данное число, /Ѵд, -число чисел, 

ших /V и делящихся на 2; 4 - число чисел, менших /V в делящшс- 

оя на 3; % - число чисел, менших м и делщахОя на 6. ^- 

ѵ'’і 

Числа, взаимно простые с 2 6 -3 5 , не должны делиться ни я 2, «и? 
аа 3. Число таких ч®ел • А/"Х~ | * ^ ^ . > 

-<1(1-1-'МЮ• іКШі- Г: | 


Каждому натуральному числу Л можно сопоставить число чис^л, 


превосходящих п и взаимно-простых с ним. Количество эт-ех чисел обознр 
чии черев |/я) . Это соответствие ~І ~ называется функцией Эйлера. 
Перечислим некоторые свойства функции Эйлера; 

1) І( Л )<П . \ 

2) Если п-р _ простое число, та ( 0 - р~1 ■ 

' 3) Для 4% число /» чѳтно. 

. К ' 

4) Если п=р - степень простого чшла р то 

{ОО-р^р^^р-'/?)• 

5) Вели числа и і л взаимночзрооты, то г /(мп)= 

6) Общая формула для /(л) такова; 

**(/- $-)(, і~ (!--&). 

Здесь РьР*-у>Р* " все простые числа, на которце дедата? п « 
ѵЭта формула доказана в статье "Малая теорема Ферма"»"Квант" 1972,& лО). 

ЪЗйл, Сколько целых точек лежит ва отрезке, соединяющем точке (20 0) и 
(0,28)? 

Ответу 5 целых точек« 

Решение: Отрезок, соединяющий точки (20,0) ж (0,28) - диагональ 
прямоугольника со сторокши 20 в 28. Как было показано в задаче 7.1, 
число целых точек равно НОД (20,28) + I „ 5. 

2*;І;.?лЕа ®) ^ к® вопрос про отрезок, соединяющий точки (6,0) к 
(-66,72). 

Ответ; 9 целых точек. 

. Решение: досматриваемый отрезок - диагональ прямоугольника со сто¬ 
роне»? 56, 72. Число целых точек равно НОД (56,72) + I ■ 8+1=0. 

ЗЦ То5, *е 'вопрос про отрезок, соединяющий (20,20) и 

(-36,92). 

1 * ' ч гч 

22211 9 иелых точек. 

? лі? ** » *■■ •, <*) Нарисуете прятав, задаваемую уравнением 20 л + 28| « о і-і 
лапнглгге *ор*улу, задающую все целые точки этой прямой. 


к, 


і. 
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Ответ: 


4 Ь- * 


,где Г - любое целое число , 


&ЁІШШ. уравнение данной прямой модно представить в виде 

' і\ .Так как НОД (5;-7)=І, то 

/ по теореме I, все целочисленные точки зада» 

/ ВДся уравнениями 

*""" 1 г т >*х. та© І «любое целое число г 

в) То же задание да прямой 25 2 К « 84^ # 

Й11©Ц : . • та© І «любое целое число 




ІШ.9Ш& уравнение прдаой 252/ = 84^ можно представить в веде 

НУ 3*-у*0. Так как НОД (3,І)=І, то * 

| где І - лйбое целое число» 

Начертите пря*в*^-Я./ ’ • Через каку» целую точку она 

ороходіт? Как записать, все множество решений этого уравнения в целых 
чрелах? 

» та© ■ І - любое целое число. 




- 1*ЗІ 

-- а* я 


ГД® 


Прямая •"''У "**црохедзт через точку 
* / Хо ш іУо т Я.> По теореме 3, все целочислен- 

/ ные точки найдутся по формуле (Л * І+Зі 

/ 

■>| ) ^^ гд® I - любое целое число» 

ТЛіа. Пусть НОД (р, і>)= 1, й>1 . Рассмотрим семейство всевозможных 
прямых й у - & » С , где С --целое числе» 

а) На каком расстоянии лежат друг от друга "целые точка" на каж- 
дай пршой? 

Ответ: 

Решение г Пусть 4(*0,Уа] ; - какая-то целая точка на прямой 
&|-=«х «С. Тогда, по теореме 3, все целые точки име’от координаты 


/ 
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Гх«Хв+#^* 

]ч,уИ 


.где 


і . 


любое целое. 


Дтащйщя к 4 целая точки, 


. Расстояние 


между этими точками 


|А&|- 


'а 1 +і* 


Найдчте расстояние между соседим» Прямыми ("ширину просеки" 
«азду ряда» деревьев в направлении у - ■%•*)■ 

Ответ; / - ’г^ 5 ^ 

ш іУ )/аЩ& 

МШ ; Рассмотрим соседние пршые Ъс и задаваемые урав- 
, нениями іЩ" - О и ау-4%ш/\ 

Точка пересечения прямой €( о осью ор« 

А 1/Л*М) дннат ^ (О > , Ііусть -пер- 

/\/\ т& штк точна* $ - ее проекция на ось 

г /'$ ^ абсцисс* 4 АКО*>& О/ЛЛ/. 

Сяѳдователыо, нужвае расстояние I & К\ ■ 3 ’’ 

Расстояние между ооседнши прття у^А^ 


2^ §Е* Мжет ли число делиться на 8* а при делении на 12 давать 
остаток ІО? 

Ответ: нет* не может * * 

Решение; Велм & делится да 8* то & ^ . Если яри деле- 

нии не 12 дает остаток ІО* то & Ю щ Задача сводится к реше¬ 
нию в шлих числах уравнения Ік - ІЛ^ + № или 8х- /&у = /О, 

’ • . Л* как ІО не делятся на НОД (8.І2М, то уравнение решений в 

дедах числах не шест* т,ѳ. нет числа, удовлетворяющего условию зада¬ 
чи,. . ' 


Нарисуйте на числовой оси красным карандашом целые числа ,кото~ 
рне при дшшнш на. в дают в остатке 3. Записать множество чисел. 


удовлетворящих обоим этим уравнениям. 

Ответ; /I I\? где І --любое целое число. 

Решение : Число, отвечающее иерво?лу условию^ 

* * 


> п 


-II- 


, Число, отвечающее 


о і 


второму - , Число, отвечающее 

.і ѵ г обоим условиям, определяется уравнением 

» 03 » т+І « Ьу*д, где X я у ~ цел не. 

Уравнение приводится к виду Хх-Зу^х- 

Решения зтсго уравнения: (у.~-і*3& 

*ХІ , ’ 

* 

Тогда искомое число определяется по формуле а, « & І-3, 
іще І *т любое целое число, 

7,7а. Двум тетерам нрказалі просверлить в рзйке длиной 3 метра от¬ 
верстие на равных расстояниях друг от друга м от концов рейки; одному 
мастеру - на расстоянии 20 см, а другому - 12 см. • 

а) сколько всего отверстий будет проделано в рейке? 

Ответ; 34 отверстия. 

Решение : Число отверстий, которые должен сделать первый мастер - 
300:2(^1=14; число отверстий, которое дожжен сделать 2«ой мастер- 
300:12-1=24. 

Некоторые ке отверстий должны сверлить оба мастера. Эти отверстия 
будут на расстоянии, кратном 20 см в !2см* т.ѳ. это расстояние шест 
щд 20 Я * І2| ; целые решешш этого уравненія определяются по фсрцг~ 
мм Х л 3і і > тогда расстояние равно €Оі, .;■• , 

Число общих отверстий рашо ~і с/ / » а всего отверо^пВ. 

14 + 24 - 4 » 34. , 

7.10. Шрются контейнере весом 130кг ж 160кг. Нужно Загрузить ~ г 
еш грузовик грузоподъемностью 3 тонны. Как это можно сделать (укажите 
вое решим)? 

Ответ: 12 контейнеров по ВО Ег и 9 контейнеров по Ш кг. 

©ьзыикгы »■ іпг *» 

Решение: Ыті решения уравненш 13Од + 160 1 « 8000, ям, что то 
же самое, ІЗх + 16^ « ЗШ в натуральных чисдах Ж ж у . ЮД = 300 - 
^ 16^* ^ І78 - 4^ )* Следовательно, X кратно 4 я (т.е. 

X4 23). Проверим натуральные числа, кратные 4 ж ит*ътж$ Ш г# 4.н. 
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12,16,20);., Простой проверкой убедимся, что только при X® /Л полупи 
натуральное значение 9 , то есть надо веять 12 контейнеров по 

ІВО кг и 9 к штейнеров по 160кг* 

8-мМ* Найти наибольший общий делитель чжелі 1648! и 42282, 

[ Ответ: 2. 

і Реше ние: Выполняем делешіе с остатком: 

! .. - По деше 2, 

| 42282 « 16484*2 * 9314 НОД (42282 Д6484)=Н0Д (16484,9314) 

16-484 . 5314*1 + 7170 = НОД (9314,7170) - 

9314 » 7170*1 + 2144 = ИОД (7X70, 2144)= 

7170 » 2144*3 + 738 ‘ = НОД (2144,738) . 

2144 = .738*2 + 668 " НОД (738,668) = 

738 = 668*1 + 70 я НОД (669, 70) = 

668 = 70*9 + 38 = КОД (70,38) = 2, 

8»2а.,, От ярямоугояьшна 324 см, хІ4Іш отрезают несколько квадратов со 
стороной І4Ісм, пока не останется пршоугояьник, у которого одна сторон 
меньше 141 см. От полученного прямоугольника отрезают квадраты, оторонк 
.которых равны его меньшей стороне до тех пор, пока ото ш©можно, и так 
далее ѳ 

• » 

На какие квадрат будет разрезан пршоугольяшсі 
Решение: Произведем деление с остатком: 

324 з 2*141 * 42 - 2 квадрата со стороной І4Ісм* 

141 « 3*42 •?* 15 - 2 В квадрата со стороной 42см, 

42 в 15*2 +12 - 2 квадрата со стороной 

15 в 12*1 + 3 - I квадрат со стороной 12ш, 

12 в 8»4 - 4 квадрата со стороной Зсм* 

• л 

Докажите, что /да любых 2-х чисел ^ м I ЙОД (&, а НОД (е,а-6) 
Решение: Докажем» что если Л- - общий ; чисел и & $ , то 

он .является общим делителем чисел а, А-ё Действительно,? .-к, 

Ж, -делитель & и $ ,то , а тогда 

* 


і 


і 


-33» 


являет- 


,т.е, С - дели¬ 


тель 


(И-% у т*е* сі «делитель числа а-ё г т,е« 

общи! делитель чисел 

Теперь докажем, что каждый общий делитель чисел являет¬ 

ся одновременно и общим делителем чисел й, ё> # Дейетштельно, 
пусть С -делитель & и * Тогда 

ж 4*а-(4-*)-**- е У-е(*Ю , , ,т.в* с - дви¬ 

гая ь & 

Мы доказали* что множество общих делителей чисел ' & , € щ чисел 
&, совпадают, а,значит, щ совпадают их наибольшие элементы, 

т,е. иод (а, €) - под (а, а- €). 

Замечание к‘задаче Ѳ«3 & Применяя доказанное равенство и вычитая каж¬ 
дый раз из большего числа меньшое, мы на последнем шаге получаем # 
НОД (&» і) в НОД (С, О « 5 ,Это тоже алгоритм нахождения наибодьшв 
го общего дарителя*, но более медленный, чем алгоритм Евклида* Каждый \ 
шаг алгоритма Евющца ЙОД (й* ё) « Н0Д^#,&^ + ■ НОД (а, *) - 

©то ^ раз повіореншй шаг приведенного алгоритма, 

8,4а* Найдите решение в целых числах уравнения 75у-39Ж «I. 

Ответ: ($ 

Решение; Так тж НОД(39,75) «8, а I не делится на 8* то по теоре¬ 
ме 3, уравнение решений в целых числах не имеет* 

8*46 , Найдите решение в целых числах уравнения 43л + 250^ * 77, 

Ответ: %* — У6І'~Л50І а 

У*/Х31+Ш , г 040*01 цеиес ъш*®. 

Решеше: Так так Н0Д(43,250)я:Х & то уравнении шее? бесконечное 
множество решетий в целых числах* 

Сначала найдем целочисленное решение уравнения 43 X 4* 250^ » I. 

Для.этого шр$зш НОД (43, 250)вІ через частные ж остатки шв цепоч¬ 
ки реве ноте, которые получаем при применении алгориша Евклида* 

250 - 43*5 = 355 
43 - 35*1 = в 


25 - 8*4 = 3 ; 


■ - 14 - 

8-3*2® 2; . 

3 - 2*1 *» I. • 

I = 3 - 2*1 а 3*3 -8*1 » 35*3 - 8 '13 » 35'16 - 43*13 ® 250*16 •»' 43*98 

43*( -93) + 250*16 * I;. . • • ' ил ѵ • л <*л • -/ 

Іо Ц, Хо * № - решение уравнения .%?*_ - 

I* , - / 

і <* 

Тогда ГХ| « -93*77 ■ -7161- 

4 ^ и 16*77 ■ 1232 рвшше ураявед*» $ЗХ+« ъэѵузѵг 

Вез целочисленные решения этого уравнения можно записать в виде 
ГХ^ -7161 - 250 і. 

)У е 1.232 + 43 ^ где ? - любое целое число, 

■ *® л л ОД{м,*) т 

. 16, 8,66 Докажите, что НОД (2 - I; 2 - I) ® * ” 4 

тд—д дтде 1|Ц в 

для любых натуральных ^ ш Л * , ^ . 

Решение: Вбспользуемся тем, что НОД (&, *) ■ » ВД (&, • 

•Пусть ИМі . м „Л\ 

-і) “ Н0&(л ~І'Л -% ) а 

*т(х~п 

т.к. НОД ^Ч* А )-/ Св> . » • ,ч 

иод (л -/; й в а - =0) . нод ^ - /; * - *Л 

Продолжая ату процедуру, шчитая наяда® раз из большего ч юла 
мѳвшеѳ и применяя равенство (*) на последнем шаге, «и получш 
НОД (**-/,*"0 . Показатель & равен НОД (я,®) 

(см «замечание к вадаче 8.3)* 

ж V 

; * I 


) 
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Методические указания по проверке задания ц 

(Делимость целых чисел) 

Задачи, которые считаются решенными, только если при 


веден правильный ответ» 




Ответы 


Ответы 

I) 2„2б 

1977 

13) 5.36, 

в. б)х*Чі.з=-5-1; 

6) 2.46 

100X22 


в)Ж*51;ѴМ; 

7) 2.7 (полный ответ) I 

14) 7.1а 

(11) = 1+5І 

9) З.Іа,б 

а) 16, б) 32. 

16) 7.36 

14І+9 

10) 4.6а 

24 

17) 7.4а 

34 

11)5.2а,б 

а) 5, б) 5 

. 18) 8.16 

2 

І2)5.2в,г 

в) И, г) II 

19) 8.2 а Щийі, г^Лі«Ѵ2 



В “задачах 13, 14, 16 

- любое 

целое число. 


Если приведено решение, то оценка может быть только "+" или 
,, - м . Если ответ неверным, найти и указать на полях ошибку* 
Верного ответа не приводить» 

1.46 

1) 1,6. Ставить положительную оценку ("+ и , ) только если 

верно написано разложение I) а,V І> \ (а * 6 ) ( аб 

2) ~сП+«са^6)са < ’- а*& 1 '-а6 І + б‘) 

Если разложения наверно написаны, то поправить и указать об-• 
щую фо рмулу да нечетного л ^ 

О/Чв”’* (а-*&) (й п -а^ а &4-а*“ г 6 г -...+ & X 

3) 1.8. К этой задаче есть указание в тексте и она должна 
быть чисто решена. 

4) І.9д. Должен быть приведен противоречащий пршер 

8) 2.ІІВ, Решение должно быть записано по образцу решения 
2.На, данного в тексте» 

15) 7.За. Нужно точное доказательство. 

20) 8.3. Требовать полного решения (указание есть в тексте). 




І977/78 учебны! год 


Методические разработки дда преподавателей 
мо проверке задшшй №5 ж 16 то теме ”43ЭД® ЧШШ К . 

Приведем перечень задач, которые считаются ряіеадамщ, води ям 
'правильный ответ. 

Задание №5 


I Ответе 
15)2,9 301 


Ѣ Ответы 

я 

Ответы 

5)2.3» ІЭЭЭ 

9)3, Іа 

16 . 

6)2,56 І00І52 

3.16 

32 

7)2, Ѳа 9 

I 

І2)6.4а 

3420 

■ 2 

6.46 

12 


€ 4 

20)6,76 2-3 


X) 1.46 2)1,6 Ставятъ положительную оценку (♦,+), только вод* 
вера® напиши© разложение^ Р і 

») («ЫАЛЖ-'Ф-Ч*-** ** -> 

Води разложения неярко яшисага, то поправить и указать на 
общую формулу для нечетного л ,..д 

**«<*• '"-л. А 4+* *4-..л< ) 

♦ 

3)1,8 К этой задаче есть указание в дакота. 

■. 4) 1,9* Дошкен быть праведен противоречии! првюр. 

Критерий оценок. 

За обяэательшв задачи ; "{^-решено 12 аадач ■ 

®4**-решено шз мэкѳе 9 аадач 
"З" -решея о не менее 6 задач, 

і 

За доголнитяьныа задача : "ЕУ'-рвтвю не мвнее 7 задач 

!8 4“~решено не менее 5 задач. 


й Ответы 

1) 7.2а,б 5 

2) 7.2»,г 3 


а 

7) 7.7а 

8) 8.16 


Ответе 


Л Ответы 

12)7.5* 

13}?,5г- ширина • 


4 



-2-г 

і * , « 

Ответы 1 Ответы $ Ответы ' 

і)7^б X«”**//* Л 9)Ѳ.2а 2(І4Іш),3(42)14)7,1© 12 ■ 9 

, 7.3* %•*>?*** 2(І5см) 

4)7.4* МлІ*іі, І(І2да),4(Зш) • 

6УКВ6 Лт-4+Ц II)8,4а дат решений 

. .... 

• Критерий оценок. 

8 » дбяват&дздне задачи : •8 я -решено II задач 

"4"-равно не мене в 6 задач 
”8" -рек ед© не менее 6 задач. 

В* дагел мтелміе задача; "^-решено не менее 4 задач 
• * "4"-ршен® да менее 2 задач. 

Выработка т-ешшшт ВДД^твшахер, Г.І.Юеяна. .. 
Методачеоная хомноовя ШЛИ. 

.«' , • * * ‘ 

•* ■ і ... 

* • 

/ « • : - ‘ - >.ѵ г. • 
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МКТОДЙ' ЩМ! РЛЗРАБОШ 
ученикам і-го курса ВЗМШ яо заданиям ѵ 7 и № Ѳ 


Эти задания Вы будете выполнять по бродаре В.Б^сялі>ввА. 
и В.Л.Гутекмахерп "1'елме числа" 

Зз/и'йРЛ-ЛЛ 

Обязательные задачи 

р 1.4 б 6) 2.3 а,К 8) 4.1 а 

*) І.о б> 2.6 й ІО) 5.6 а 

ЛѴ г. В 7) 2, в а.г И' 8.4 а,б 

4) 1,9 д 8) 3.1 а.б 12) 6.3 

Допо лнительные задачи 

13 V І..7 15) 2.9 17)3.2 19) 4,4 ад 

14) 2Д ІЯ* 2,10 б 19) 4.16 21) 6*76 


З а обязательные задачи? "Б* - решены 12 задач; 

Ч п ~ решено не менее 9 задач; 

- решено не менее 6 задач» 

За яопол н итедьяые зад ачи* П 5 П - решено на менее 7 аедач; 

- мешено не менее 5 задач. 
Срок присылки задания №7 - 20 декабря 1976г* 

Г ь ІС, I) 


Задание л 8 


1) 7,2 б 

2) 7.2 в,Г. 

3) 7,3 б,в. 

4) 7,4 а 


Ь) 7,6 а 

6) 7.6 б 

7) 7.7 а 

8) 8.1 б 


як : 

8) 8.2 а 

10) 8,3 

11) 8,4 а 

12) 9.7 а 


13) 7.5 а 

14) 7.5 г 

15) 7. Ій 

16) 8.4 б) 


17) 8.5 б 

18) 8.6 б 

19) 9.2 

20) 9.5 


21) 9.7 ё 

22) 9/7 В 

23) 9.7 Г 


Обязател ьные задачи : "5 ІІ - решено 12 задал. 

« 4 "_ решено не менее 9 задач; 
я 3" - решено не менее 6 задач. 

доп олнительн ые задача: М 5 Я —решено не менее 3 задач; 

"4” - решено не менее 5 задач, 

„ __а о 20 января іЭТ!е. 

Срок присылки задания я о __ г - 

Методическая комиссии ВЗШ! 

Разработки составили: Г.Б. Юсина, В.Л.Гутенмахер. 


Тин МІ Д і ѵ 


•ччііИЫ 


М.И.. 'Ъ-І, Тип 
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СІ дедится на Щ . Поатому сС^/ТІ (ясно, что сі=/- О ). 
Таким образом,, оС - наибольший общий делитель СІ и <5 « 
Решив задачу 9 в 3* ш попутно доказал! два важных факта? 
Сравнение С- ссзс+ву разрешимо в целых числах 
в том и только в том случае, тт С делится на ЙОД (<2 , ё) 
(теорема 3 а) )| 

НОД (а, в) делится на любой общий делитель СІ и 6' 
(следствие 3° теоремы 2.) 

Задача 9.4. Докажите, что множество чисел, представлявши 
в виде 

сііЗСі +а г х г +.,. +а Т сс Т 

С О- а, Сія., - данные целые числа) - идеал. Чеку 

•равна его образующая? 

Задача 9.5 . Докажите, что множество чисел, делящихся одно¬ 
временно и на а, , и на <$ - идеал. Чему равна его образующая? 

Задача 9.6. а) Докажите, что пересечение нескольких идеалов 
- тоже идеал. 

б). Чему равна его образующая, если образующие данных идеалов 
1 , ... , ? 

Задача 9.7 . Найдите образующие следующих идеаловг 

а) (X : ІЗ'-Х. делится па 36} } 

б) {г; Х=26сс+б5&; ас,</еЖ] х 

в) {х: -ас делится на 3, на 14 к на 55}, 

г) { '2.1 *Ж=і8х+32у и % делится на 5“}. - 


Подписано к печати -«5/ і 2 '{ о г. А-3 & ■?§'&> _ _ Заказ 

Т ираж 10000 экз .> Объем 2 д а л» Цена 5 коя ? __ _ _ _____ 

Ротапринт института содержания и методов обученія АПН СССР 
Ул е .Макаренко д. 5/16 
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НАУЧНО - ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ ИНСТИТУТ 
СОДЕРЖАНИЯ И МЕТОДОВ ОБУЧШИЯ АПН СССР 




ЦЕЛЫЕ ЧИСЛА 

С Сборник заданий дш учащихся 8-9 классов ) 






Москва - 1376 
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шждиежшв 

Вы, веройвно, зкаеге, что любое целое вояожвтельное число 
ш« едшствевнш способом релозить з нроааведение прооінх 
цаоштвяей; *ав, например, 

Ш=2* : 5*; ІООМ-ШЗ) ЛЭОЗ${*№■€?■№■ 

Более простой факт : если произведение югъ дел* го а зш 7» 
щщ бы одно из чисел ш Гь долш© дештюи *в ?*- 

Вт факты считаются ѳчешдшма» Между геи, доказав шж т 
иак просто. В т мм сделаем позже» а нашем § самых простых 
утверждений, относящихся к делимости целых чисел. 

Шш$ латинскими буквами: а, 6, с,с/, т ; п 
ш т.д. нм обозначаем целые числа* 

НфБ.Басшльѳв, В.Л.Гутвнмахер 
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§ 1. Делимость суммы® разноси и произведения • • • • <? и 


§ 2* Деление с остатком.• • • •. * б 

Я 

| 8* Делатели **<»*».»* ® ° 

§ 4^ Простые числа . • . . .* .*....»•*•••• 9 
§ Б & Наибольший общий делитель. Взаимно просты# числа Іі 

| 6. Основная теорема §рифмѳтшш .••••*••* в • 

§ 7® Примы© на решетке* Линейные урвнѳнші . . * . . . ® (& 

| 8. Алгоритм Евклида ^ .. 

| 9. Идеалы . . . • • • - ••*•••■• • • • • • • 0 * * •^ 
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§ !• Д елимость суммы , разно сти ш произвед ения. 

Мы говорим® что целое число €к делится на целое число б % 
если существует такое целое число к , что сс^вк, , в таком случае 
число 6 называется де лите лем числа &, „ . 

Сразу выведем два простых утверждения % 

І°® |оли числа Й. и б делятся на с * то их сумма 
а+ 6 и их разность О-в делятся на С \ 

?°* Если СІ делится на С » а 6 делится т св , то 
их произведеніе Сів делится іа ссС ® 

Докажем , ! 0 ® Поскольку О, делится на С , тс а~!іС % гд§ 
^ - некоторое целое число. Точно также ^=мс , где пъ - 
целое число. Поэтому а+в^(&+м)е , § откуда 

следует® что каждое из чисел ач-й 7 и а делится на с * 
Докажем 2 °. Пусть а^кс , в-тсі . Тогда аё^(клп)са 
откуда следует, что а^» делится на ес^ ® 

Задача І.І . Докажите, что если 62. делится на 6" \ ѣ? 6 
делится на С , то О- делится^на . 

З адача 1.2 . Докажите, что если каждое ив чисел Сі я 6 
нежится на о (где СФО ), то целое число «■- 


а+в 


с 2 • 


делится на С ігдѳ СФО ), то целое число делится на 

СХ и іа 6 

Задача 1*3. а) Докажите, что если а делится на в , то оЛ 
делятся на ® 

б) Докажите, что если & я делится іа Сі^в » то н де¬ 
лится на (Х+в . 

Зслача 1.4 . Докажите, что если делится на С н О+в 

делится на С , то а) делится на с ; 

б) (Х ъ +в ъ делится на с г • 

Решение 1.4. а) Выразим (Х я +в г через (О- * в) щ (а$) , 

а*+ 6 х ^ (о+в) г ~2ав. 

По условию, (о+в) делится на С , следовательно» (сі+б)** 
делится на С ѳ По условію е (X в делится на с , поэтому О,ов 
делится на С . Так как число Сів + в**~ равно разности двух чисел, 

делящихся на с » согласно утвержденію 1°,оно само делится іа 
^ • 

Задача 1.5. докажите, чю Сс*+в г дежясоя т сх.*6 , 

Выражение разлагается ш& множители і 

а*+в г ~(а+в)(а,*-а*б+а г 6 л ~а в^+б**). 
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Вот (X . и 6 -цезша, то оба множителя будут целыми числами* 

Отсюда следует, что а*+в 6 делится йа съ+в • 

Задача 1,6 . Докажите, что об б + в 8 ос делится на <Х г в+бЪі. 

Задача 1,7 * Докажите, что об+*{в* делится на 

Задача +.8 . Докажите, что если Сіб+Ссі делится *;а с % + С , 
то СШ +6с делится на СІ+С (здесь а*Сф0 )• 

Указание , Разложите сумму ав+ссі+асі+во на множители* 

Задача 1,9 Какие из следующих утверждений верны, а какие - 
нет: а) если одно слагаемое делится на 15, а другое не делится 
пш 15 9 то их ерша не делится на 15; 

б) если каждое из двух слагаемые не делится на 15, то их сум¬ 
ма ше делится на 15; 

в) если каждый из двух сомножителей не делится на 15, то их 
произведение не делится на 15; 

г) если один из двух сомножителей делится на 15, а другой не 
делится на 15, то произведение делится на 15; 

д) если число делится на 15 и на 21, то оно делится на 
15 е 21 =315? 


Ре шение 1,9 , а) Это утверждение верно. Докажем это. Пусть 
а+6=С , причем СС делится на 15, а б не делится на 

І5 Ф Докажем, что С не делится на 15. Предположим противное: 
пусть С делится на 15* Но тогда по утверждению (1°) разность 
б = С-а делится на 15. Мы получили противоречие с условием зада¬ 


чи. 

Решение 1.9 .6) Это утверждение неверно. Приведем противоре¬ 
чащий пример: 7 + 3 = 15. Здесь каждое из двух слагаемых не делит¬ 
ся на 15, в то ^рв*ш как их сумма делится, на 15. 

Важное замечани е. Подчеркнем, что когда спрашивается: "верна 
какая-то теорема (какое-то математическое утвержденіе) или нет 11 - 
то имеется в ввду$ "верно ли это п ри всех зна чениях букв, во всех 
возможных случаях?" Поэтому, когда мы доказываем теорему, т.е, 
доказываем, чтс^ ѣерна * мы должны проводить рассуждение тал, чтобы 
оно годилось для всех случаев» Если же мы хотим показать, что 
теорема неверна, то достаточно привести один опровергающий пример; 
так мы построили ответ на вопрос 1.9 б). 
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§ 2. Д еление с ос та тком . 

Отметим на числовой оси точки, соответствующие целым числам 
(рисЛ). Пусть б - некоторое натуральное (целое положительное) 



Рис Л 

число,. Выделим на рисунке все целые числа, ^ делящиеся н& 6 » 

Оиш расположены на оси на равном расстоянии друг от друга. Эти 
числа называют еще кратными числу 6 . 

Пусть теперь какое-то число а не кратно в . Тогда оно 
попадает между двумя числами, кратными 6 - между а б 
я (<{+1)в (рис.2). 

ё &ё $ с ' а 

« ... . Л _. . _._ і ......... I .... г / . 


Рис. 2 


По этому доводу модно сф орідглировать такое утверждение* 

Если Сі и 6 - целые числа, причем б больше нуля, 

то существует такое целое число Ср , что (Х^вс^ + ъ 
где "остаток* 1 1С - целое число/удовлетворяющее нера¬ 
венству 0^ 95 < $ . Эти числа и определяются 

(по да нным а и 6 ) единственным образом. 


Пустъ числа С и 6 заданы своими записями в десятичной 
системе* Чтобы найти "частное" ср и остаток *Ъ , не нужно, 
конечно, рисовать отрезок длины сс на числовой оси ж "укла¬ 
дывать" на нем много рае отрезок длины 6 , Для этого ущѳ~ 

ствует более рациональный способа Это - известное всем правило 
з,элекия одного числа сс на другое число б " столбиком". 

деление можно продолжать до тех пор, пока остаток не станет 
меньше, чем делитель* Например 5 если делить 1975 на 31, то 
при делении получится частное 63 ш остаток 20: 

- 1973 31 

186 
Ж' 

93 

или 19 73=31x65^2 0 ^ 

^ соответствующие числам "будем говоонть просто 

числа о ■ * 
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П Р° отрицатель ные числа . В утверждении, обведенном 

в рамочку, мы считаем, что "делитель" в - положительное число 

н 5Т --’ осгаіок т сказали, что %^>0 , не про "делимое" а, мы 
ничего такого не говорили. Разберем пример» когда делимое СЪ - 
отрицательное число. Пусть (X = -23„ у»? . т 0 ма 

-ьЗ= (-4)-7+ 5 , где 0 «й 5 < 7 . Следовательно, остаток 

~ при делении (-23) на 7 равен 5. 

■З&м чц 2.1 » Какой остаток дает число 

а) І п 05 яри делении на 13? 

б) 1001 при делении на И? 

в) ШІ при делении на 37? 

г) (-150) при делении на 19? 

д) (-54321) при делении на 4? 

.ШЖ Ш 2,2 » Докажите, что числа 

а) 10 * и 10* , 

б) ю** и - I , 

з) - 123456789 и 9876543210 
одинаковые остатки при делении щ II® 

Ш9. а).Имеем ІО 4 * ц. 909 4- I, ІО 6 = Ц.90909+1. 

Следовательно, оба числа дают при делении на II один и тот же 
остаток I. 

^ Заметим, что условие: "а: дает при делении на ПЬ остаток 
% (где 0^ Г & <1П }« эквивалентно такому: 

€С~т , где І «• целое чиоло» 

Пусть в э ( йой формуле 2^ . пробегает все множество целых чисел 

I*.*, -2, -*А* , в то время как ЛЪ и ^ фиксированы, 

нѳ меняются (скажем, /П =8, 1**5, тоща <0С *8 ^ + 5). ііри 

®'® ои ^Рй%ула дает вое возможные числа, для которых остаток от де- 
лшшэ на М% равен • Если изобразить эти числа яа оси, то 

поучится множество точек, отстоящих друг от друга на расстояние 
Щ 2 



(на нашем рисунке изображено множество чисел ос = 8 ^ 

Таким образом, если задано т>0 , то все множество целых 
чисел ыото разбить на пъ классов: к одному классу отнести все 
числа, дающие яри делении на гѵъ остаток I, к другому - остаток 
2, и так далее, Эті классы можно записать так: 


I! 
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зс-ті+і, 

ос = т± + 2 , 

ос- ті +(т-4). 

И наковец, последний (вернее, "нулевой") класс сС-гпі: . 

В него входя® вое числа, дающие при деления на № остаток О, 

Например, если /71-8 «то всего классов 8, каждое целое 
число ос может попасть в один из классов ос~8і , \х~ёі+4 

..., <х=Н + 7- . ' 

Заметим, что если т. задано, то два числа ОС ѵ ш ос л попа¬ 
дают в один ш тот же класс в ток и только в том случае, если их 
разность «хѵ-ѵХ а делится на /п „ 

Второе решение задачи 2 . 2 . а) Поскольку іФ - Ю 4 =І0 4 (І00-І) 
10 «99 делится яа II, то числа 10® я 10' дают одинаковые остатки 
при делении на II* 

Зад ача 2.3. а) Нарисуйте числовую ось и отметьте на ней 
целые числа, которые при делении на 7 дают в остатке 3. (Масштаб 
и начало отсчета выберите так, чтобы,но крайней мере, все числа 
между (“20) и (+20) поместились.) 

б) Каково наименьшее из чисел, больших 1975, которое при де-' 
Ж&ВИШ на 7 дает в остатке 3? 

в) Каково наибольшее из чисел, меньших 2001, которое при де- 
лѳнии на II дает остаток 8? 

Решение 2.3.61 Разделим 1975 на 7 с остатком: І9?5*282»7+І. 
Остаток равен I. Следовательно искомое число 1975+2=7^77, это 
число при делении на 7 дает остаток 3» 

ІШЗ§3§_іь8ІЬ' ® одном из подъездов 8-этажного дома на первом 
этаже находятся-квартиры от № 97 до № М2. На каком этаже и в ка¬ 
ком (по номеру) подъезде находится квартира % х??*? (на всех эта¬ 
жах одинаковое число квартир и все подъезды ѵс троены одинаково). 

Задача 2.5. а) Найдите какое-нибудь шестизначное число, кото¬ 
рое делится на 321. 

б) Найдите наименьшее такое число. 

МШЖЛг б« Было 7 листов бумага. Некоторые из них разрезали 
на 7 кусков, и так сделали несколько раз. Могли ли з результате 
получить 1973 куска? 

И 

/к аз а н ид . Как возрастает число кусков, когда один разрезают 
на 7? 

Задача 2.7. Какой остаток (яри каждом натуральном КЪ ) дает 
число •V' + ,3 /% + К? при делении на число съ-* 1 ? 
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Р ешен ие 2Л » Перепишем данное число пЗ + Зп*5 так? 

пЗ+3 п * 5 ~- (п+4)(п +2) * 3, 

Ие этой Башок видно® что если число Паі больше З е то остаток 
всегда равен 3® Если П+1-Ц (при п ~ 1 ) г то поскольку 
3*1 «2+1* остаток равен 1. Если ?1 + і ~ 3 (при П,~ 2, ) 9 то 

сот ®, тое ра»эв О® 

зада ча 2.8 . Какой остаток (при каждом натуральном П> ) 
дает число? 

а) 2,1%*+ьп -3 при делении на ^ ? 

б) 4"/?ѵ- Т при делении на Цп+АЧ 

в) ^//7^6^ при делении на 2.П-+ЗЧ 

г) п^ч-і при делении на 4? 

Указание, г) Рассмотрите два случая: 

(1) Го - четно, 

(2) П- - нечетно. 

Задач а 2.9* На столе лежат книги, которые нужно упаковать. 

Если их связывать т 4, по 5 или по 6 книг в пачку, то каждый 
раз остается одна лишняя книга, а если по ? книг в пачку, то лишних 
янкг не останется. Сколько, самое меньшее, может быть книг на столе*? 

Указание» Чтобы число делилось на 4, не 5 и на 6, необходимо 
і достаточно, чтобы оно делилось на 60* Это один ма тех "очевид¬ 
ных 11 фактов, которые мы научимся строго доказывать ниже* 

За дача 2.10; а) Докажите, что из 8 целых чисел всегда можно 
выбрать два таких, разность которых делится на 7. 

о") Верно ли 9 что из 100 целых чисел всегда можно выбрать 
15 таких® у которых разность любых двух делится на 7? а 16 таких 
чисел? 

в) Верно лИз что не 100 целых чисел всегда можно выбрать 
две таких, у которых сумма 'делится на ?? 

г) Докажите, что мз 5 чисел всегда можно выбрать два таких, 
у которых разность квадратов делится на 7* 

Решение 2Л0 .а) Пусть даны любые 8 целых чисел. Найдем 
остаток каждого із них от деления на 7® Всего существует 7 возмож¬ 
ных остатков! 0,1,2,3,4л5,6. А у нас имеется 8 остатков. Значит, 
гсхя бы два из них совпадают* Следовательно, два из наших чисел 
давдли один ш тот же остаток при делении на 7: С1< = , 

а 3 - 7а г +Т. Тогда ах разность и у -а 3 = ?/<?,-#г)долина деяктся 
не 7* 

Указание к задаче г ) Вместе е каждым остатком % рассмотрите 
д о і . о а і : и т 1 л ь н ы й 'Г^У $ «. ^ ^ . 
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§ 5г Делители* 

В этом параграфе, а также в §§ 4, 5 и 6 мы будем рассматри¬ 
вать только натуральные^ то есть целые положительные числа® 
Возьмем какое-то целое число (X и выпишем все его делители* 

Например, у числа ^/8 множество 0 всех его делителей сос¬ 
тоит из 10 чисел? 

' 0 = { 1, 2, 3,4, б, 8 , 12,16,2 4-, Щ . 

Множество ь делателей данного числа <Х всегда обладав* 
некоторой синиегрией, которую аы сейчас объясним. 

Если о - делитель числа а » то а=бк , уд® ^ 

~ целое число. Конечно,, к при этом тоже будет делителем числа 
Л • Такие два делителя, произведение которых равно СС 
называются дополнительными . Например, 3 и 16 - дополнительные 
делители числа 48. Сопоставляя каждому делителю дополнительный, 
т подучим гэаимнооднозначное отображение множества 0 на себя. 
Например, для числа Си -= 4?о1это отображение можно задать так? 


Делитель 

I 

2 

~ з" 

~ 4 

6 

8. 

12 

іб 

24 


Дополнитель¬ 
ный делитель 

48 

24 

Іб 

12 

8 

6 

4 

3 

2 

I 


Приведите пример числа, имеющего? 
а) ровно 3 делителей? б) ровно 6 делителей. 

§§У УШ 3. 2? Докажите, что если число не является полным 
квадратом, то у него четное количество делителей, а если является 
квадратом - то нечетное. 

Пусть целое число (X. четно и не делится на 4» 

Докажите, что у числа а, столько же четных делителей, сколько 
нечетных. 

ІіШІйЩУІ,* Постройте взаимнооднозначное отображеніе множества 
четных делителей числа а на множество его нечетных делителей, 

§ 4. Простые числа. 

Каждое натуральное число а~большѳеі7ш 
мере два делителя: I м а . Число СЬ называется я ростн а 
у него нет других дадите лей, и составным - если от есть; 

Вот первые десять простых чисел? 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29® 


* 





- ІО - 


Можно доказать (см*задачи 4.4 или 8,8)* что существует бесконеч* 
но много простых чисел* Это знал еще Евклид. 

Простые числа, по определению* оѳ разлагаются в произведение 
меньших чисел. Почти очевидно следующ ее у т вержден ие. 

Каждое натуральное число можно разложить в произведение 
простых чисел* 

Действительно,, пусть нам дано составное число СС . Мы можем 
разложить его в произведение двух множителей, меньших СС . и с ли 
среди них есть хотя бы один не простой, то мы можем ш его разло¬ 
жить в произведение двух множителей* Если среди них опять будут 
составные, они опять разлагаются на множители и т.д. 

0$) ь.ао- 
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-г-2-2 б= 
« 2 2-2 2 3 


ІЗ) ф 

Этот процесс не может продолжаться бесконечно, поскольку 
каждый сомножитель меньше самого числа., (В нашей схеме т каждом 
"этаже” числа меньше, по крайней мере, вдвое, чем ш предыдущем 
"этаже”.) 3 результате мы придем к разложению на простые множи¬ 
тели * 

Обычно равные простые множители собирают вместе и записыва¬ 
ют разложение так» 


в общем случаев 


48 = 2 4 


V/ Л _А/г) 

а -р4 р% , ., р т > 


где "рі. рг 7 » . • ) 2 - простые числа. (Конечно, пока не ясно, 

почему такое разложение единственно » Это мы докажем ниже в § 6.) 

Чтобы начать процесс разложения данного числа С? в про¬ 
изведение простых, нужно найти хотя бы один его простой множитель. 
Никакого простого способа для этого не существует® если про число 
СС заранее ничего неизвестно, приходится перебирать простые 
числа ш по очереди испытывать, делится ли СС на 2,3,5 и х*Д« 
Приме р» Разложим число І9?П на простые множители» Оно четное 

- делится на 2\ 


1970 = 2 • 985. 


II 


Далее, 385 явно делится на 5; 
985 = 5 • 197. 


Пробуем делить 19? на 7, II, 15 - не дѳлмтон* Далее можно не 
пробовать? поскольку 17^ = 289 > 197, то 197 но может иметь ни 
одного делителя, отличного от I и 197 ? то есть Х97- простое», 
(Если 197 = а Іь , где 197 > Л > 17, то і ^ а 

таких делителей 19? не имеет.) Итак, 1970 = 2*5* 197* 

Задача 4Л . а) Докажите, что если четырехзначное число р 
не делится ни на одно простое число от 2 до 97, то р простое» 

б) Докажите, что каждое составное число ОС имеет простой 
делитель Р такой, что р* ^=С1 • 

Задача4.2. Разложите на простые множители числа 1975® 1974, 




Задала 4.3. Разложите на простые множители число 2 —1 * 

Указание » Это число делится на 2 і ? 2 + і % 2 Сф 'і* 2-і ч 

2 Ч +1 И Т.0. 

Задача 4»4* к » а) На столе 211 книг* Проверьте, что если шх 


связывать по 2, 3, 5 ил и 7 книг в пачку, тс» всегда остается одна 


лишняя» 


б) Сколько должно быть книг на столе, чтобы всегда оставалась 
лишняя при связывании по 2, 3* 5, 7, II, 13 штук в пачку? 

в) Пусть рг ч " 1 рт. - любые простые числа* Придумайте 
число А/ , которое при делении на каждое ив этих чисел рс 

дает в остатке 1 ( с~4, А, * ., т) 

г) Докажите, что кроме рі } ргп существую* 4 і други© 
простые числа* 

Указание * Любой простой дежтеіъ числа а/ , построенного 
в заделе в), отличен от Р/, ря. >..., р т . 


1 
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§ 1ШШ2йШй.МііІ. -аемі:едь„ Взаимно простые чи о.™ 

Пусть а. и 6 - два целых числа,не равные одновременно 

Е ^ Же Рассмотрим все числа, на которые делятся и €1 , м &■ 
одновременно. Выберем из них наибольшее число и назовем его 
наи большим общим лдищем. Дальше будем обозначать наибольший 
оощмМ делитель чисел а и б через НОД (СІ у ё) . 

ІЙШ22* Выпишем общие делители чисел 48 и 30г і г, 3 6. 

і’аким образом, отсюда видно, что КОД (48, 30) = б/ ' 
точно также легко проверить, что КОД (4,12) * 4- ЯОД (21 9П - <7 

РІСЛЕ НОД (О -, б) а I, ТО ЧЙСЗШ Л и <5 - 


ЩШЩВ 


• .?|Д 9 ча 5,1 . Докажите, что сели НОД (а,б)=сі и а=а,Ы* 

о-б^сі , то числа взаимно просты. 

а'й‘'5і§_ %д<% „ « Пусть р - простое. Докажите, что дибс &. 
делится на р , либо ЯОД (а^р.) = х. 

^ааа? а 5 -?- Верно ли, что если НОД /а,#) * НОД (вХ)~с/ 

ТО I код Са,с)=^ ? 1 у 5 

Д§Д§.^і, ,5.4. Выпишите делители каждого из чисел 441 и 686„ их 
общие делители в найдите НОД (441, 636 } ( 

Задача 5.5 . Сократите дробь 78/195. 

(Разделите числитель и знаменатель на наибольшее возможное целое 
числе.) 

.ШУЩча 5.6. а) Какое наибольшее число одинаковых букетов 
можно составить из 192 белых и 264 красных георгинов? 

0 ) Каков будет ответ в общем случае, если белых георгинов <Х 
і$ук, а красных - © штук? 

Выберите из следующих чисел всевозможные мары 
ізевоо простых чисел! 14, 18, 21, 35, 45, 60, 78, 99. 

■УДЗЧ§ ,5«8. а) Нарисуйте числовую ось и отметьте на ней 
цвдш чиоа л ^ . для которых НОД ( «ас , 12) = I (красным 
цветом), НОД ( ос , І^) = 3 (синим цветом) в: НОД ( ос , 12) = 4 
(зеленым цветок). 

б) Найдвте наибольшее трѳхзначное число Ж для которого 
КОД ( з? , 540) * 56. 

5шаа_5і§* При каких натуральных П. будут взаимно просты 


числа: 
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дѳн 


а) 2/1+3 и П+1 ? 

б) 3/і+/ и бп+2. ? 

в) п*+1 и Лі + З ? 

ЕйШаЁ^іІ.о) Предположим, что числа 3/1+/ и «5>г +2. 
имеют общий делитель СІ , тогда число ЗС^п +%.)-$(Ъп+1)~1 
тоже имеет делитель Ы. . Вначит, сі =/ , Следовательно, 

«3/2+і и -э.ч +2. взаимно просты при любом П_ , 

Теперь сформулируем основной факт, в который упирается дока¬ 
зат ельство ед инственности разложения на простые множители. 


Ксий числа сі и б взайм.,о просты и яроивве- 

Сірс дели тся на а , то о? де л ится на Ос , 


. с же сам ое можно сформулировать, введя новые Дуутори»: 


Теорема V . Если числа СІ и ~г взаимно просты и 
6сс-<хи , то существует "6 такое, что <Х=С( ’С 


*• слѳдующѳм параграфе •(§ б) мы докажем, исходя яі ©той 1е@оре- 
мы, основную теорему арифметики, В § 7 мы дадим простое геометра- 

ческое объяснение теоремы I. А в § 9 мы приведем короткое алгебра- 
ическое доказательство теоремы І 0 

§ б» Шж оіМЛ теорема ар аѣм етяки » 

В § 4 мы показали 9 что всякое число можно разложить на 0900®-??? 
множители, Теперь, пользуясь теоремой і, мы можем доказать больше. 


хІШШ&Л* (^Основная теорема арифметик» и ). 

Каждое натуральное число разлагается на проошо множители 
единственным образом 


.* О начал®, докажем такую лемму. 


ведеІГ^'о л™ ЧИ °і а , Рп - вроете і аргон 

Д ѳ Р^Рг -'- рп делится на о , то одио из чисел р/ 
равно . ■ . / 


Прежде всего заметим ,что если простое щиеяо" і>" делится "ІГ‘ 
простое число , то р=<% (в противном случае» вола рф<? , 

й '}> ® 3 ®имно ярости - простое число» во определению,, 
не йййет делителей, кроле самого себя и единицы), 

Отс-вде сразу следует утверждение леммы для /1-/ , Івя п-Р 
оно вытекает прямо из теоремы 1; шт р<р & деется т о и 

' 1 *Ч * то /°г делится на <2. (то есть р л ). 
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Доказательство леммы для п~3 проведем так. Пусть ріргрз 
делится на • Еоли рз-%, • то все доказано. Если р$4д » 
то^согласно таорзме/, рі р% /длится на ф . Таким образом» 
-случай / 2-3 ш свели к уже рассмотренному случаю » 

Точно ';'ак асе от П- 3 мы можем перейти к случаю Я ~4 У » 
затем - к Я-б э ш вообще, предполагая^ что для Я-Я утвер¬ 
ждение леммы доказано,* мы можем легко доказать его для я ~ к.* 1 , 
Это убеждает нас» что лемма верна для всех Гі 

(Такой ипособ рассуждений называется доказательством по ин¬ 
дукции,) 

Теперь докажем» наконец, теореиу 2® 

Предположим» что имеется два разложения числа €і на прос¬ 
тые множители: 

О- ’рз "• рп ~Ч-4 Ч'ѣ 4$'' 'Ч& ' 


Так как правая часть делится на ^ , то * левая часть 
равенства должна делится на ^ • Согласно лемме I» одно из чи¬ 
сел р л> ра ? ,рп ■ Р&зно • Сократим обе части равенства 

на д* I 

Проведем такое же рассуждение для , затем для^ 3? ...» 
для , В конде концов справа сократится вое множители и оста¬ 
нется 1* Естественно» и слева не останется ничего» кроме I* 

Отсюда мы заключаем» что два разложения рір&+®. рп и 
» $€ могут отличаться только порядком сомножителей, 
Йспольвуя основную теорему арифметики* можно доказать такие 


предложения, 


I * Для того» чтобы ччоло а делилось на число в % не¬ 
обходимо ш достаточно» чтобы каждый простой множитель., входящий 
в разложение числа б » входил и в разложение числа сс I причем» 
если гростой множитель входит в разложение б Ж раз, то в раз¬ 
ложение числа (X ан должен входит не менее раз, 

2°, Пусть (X и 3 разложены на простые множители. Тогда» 
чтобы найти НОД ( (Х } в ), нужно перемножить все Общие просты© мно¬ 
жители чисел а ш о » причем, если р входит в разложение б 
гі раз, а в разложение 61 - с- раз и к^б , то в разложение 
НОД { & у 6 ) множитель р долга! входить А раз, 

3°, Пусть С - какой-нибудь общий делитель чисел Сс и б , 
а с/~ НОД ( Сс , ё )» * наибольший общий делитель отих чисел, Т тща 
СІ обнз.ітг.'ірію ,слитоя на С 
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4°, Пусть число а. делится на о и С- * причем 6 п С 

взаимно просты. Тогд а Сс д е литс я яа произведение б С » ___ 

?%Пусть число а делится на ^кка С , и пусть 
НОД ( ё $ С ) * сС . Тогда СІ делится на целое число #=,і. 

Вто число Д, называется наименьшим обшт статным О и С ? 

@ е Л0Ѣів, С) ~/М (ё. С), _ 


О 2 

Выпишите во© делители числе 7 е • Иг. 


Сколько делителей имеет число: 


в) У"? .) 7 т и я 1 Г) з<?"// я 1 

Решение задачи а) Согласно І°» это будут числа 7 •// 
Г *%" е.&ъ~ , Их удобно записать в такую таблицу* 


где 


IX 

7 • II 
7 2 -тт 


іГ 

7-П г 

7 2.ц2 


7-II- ! 
7 2 *П 5 ; 


Всего их,так*ш образом, 12 штук, ^ а 

.Задача 6,2 , Докажите» что еоли делится на о , то СІ 

делятся на еЗ » (Сравните о задачей 1*3), 

За дача 6,3 а Пусть , где к у - целые числа, 

ЙОД { т„ гі) аі, Докажите, что существует такое целое 2 * чт© 

се^г'" 1 , у я 2*» 

Задача 6,4, а) Найдите наименьшее число , которое делится 
на 36, 5?,95, 

б),Найдите наибольшее число, на которое делятся числа 576, 
180, 9060, 

Задача 6.5 ® Найдите наименьше© цело© число, половина которого 
■ полный квадрат» третья часть - полный куб, четвертая часть - 
пятая степень целого числа* 

Задача 6,6 , Чему равно наименьше© общее кратное: 

а) З 2 • 5 . ? а 5 • 5 1 -іГ 7 б) 288 и 324 ? 

Задача 6.7*. Сколько оущосівуѳт писал, меньших числа СІ. в 
взаимно простых с ним, если г 

а) а= З б ; 

б) а= г € -гГ, 

в) а- 2 6 ' 3. 

Зада ча 6,8. Докажите, что если ■О простое, то Ш сущест¬ 
вует целых ггі и сі *0 таких, что рт%■ — п^- . 
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§ 7 


Начнем с решения такой задачи» 

Задача 7,1 » Пусть на клетчатой бумаге нарисован прямоуголъ- 
№і рмиераия' СС*6 клеток (стороны прямоугольника идут по линиям 
веж.)* Проведем диагональ к отметим все узлы сетка, которые на 
ней лежат» Ка сколько частей эти узш делят диагональ? 

Налами мы называем точки, где пересекаются хияяв сетки* 

Прежде чем решать задачу в общем виде* рассмотрим несколько 
примеров» 

На рис» 3 на клетчатой бумаге взят прямоугольник 10 ж 15 с 
Кы видим і что узлы делят диагональ на равные части к число час¬ 
тей р&взе 5* 

Диагональ прямоугольника 5 ж V (рис*4) вообще не прохода 
черев узел, лежащий внутри прямоугольника і число частей - I* 




$ іо 


Рис* 4 


Для йршоуголыіика 12 ж 20 (рмс е 5) диагональ разбивается 
уанаш ревеоди на 4 одинаковых отрезка (каждой из них служит 
диагональю прямоугольника 3 ж 5 клеток). 



а 


Рис* 5 &0 

Нарисуйте еще несколько прямоуголі чинов на клетчатой бумаге. 
Проверьте * скажем, что диагональ прямоугольника 4 х 10 делится 
уздами ва 2 равных части, прямоугольника 9 х 15 - на 3, 

14 х 35 - кн 7» 20 х 36 - на 4, 


і 


- 17 - 


Теперь вы сможете догадаться, что ответ в задаче 7Л такой: 
диагональ прямоугольника €ь&В разбита узлами на Ы-НОЪ(сс ) В) 

частей« 

Удобнее доказать более сильное утверждение! диагональ де¬ 
лится узлами на сі = НОѢ (а, 6) равных (как теперь принято 
говорить* конг ру энтных ) отрезков® 

Объясним в первую очередь, почему отрезки, на которые диаго¬ 
наль делится узлами, будут равны* Для того чтобы это понять, не 
нужен прямоугольник, удобное говорить просто о прямом® проведен¬ 
ной на клетчатой бумаге* Пусть прямая проходит через два узла^ 
решетки: ш В • Будем двигаться по прямой в направлении ИВ * 

Пусть следующим за И узлом, лежащим на прямой, будет С , 
а следующим ж В -узел СЭ (рис.6)* Ясно, что 



Мы можем передвинуть весь лист клетчатой бумаги вдоль пря¬ 
мой ИВ так, что точка И перейдем в В « при этом все 
узлы клетчатой бумаги снова перейдут в узлы, сеедовательно, бли¬ 
жайший к И узел С перейдет в ближайший к 3 узел Й) * 

Тем самый мы показали, что узлы на нашей прямой расположены на 
равных расстояниях друг от друга* 

Теперь объясним, почему диагональ прямоугольника ила 
разбита на сі-НОЬ (& ? 6) частей* Пусть к, - какой¬ 

-то общий делитель чисел а и *» Тогда мы можем разбить каж¬ 
дую сторону некоторыми узлами на к, равных частей® Проведя через 
точки деления линии сетки, мы разобьем весь прямоугольник на НИ 
меньших прямоугольников, а диагональ при этом разобьется ьз (V 
равных кусков (рис.7). Обратно, если некоторые узлы разбивают 
диагональ на к равных частей, то, проведя через них линии 
сетки, мы разобьем на Н частей стороны, то есть получим что К,- 
общий доли те лѣ Сі ш В (СІ-киі і 6-к.ёі) 
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Рис. 7^ 


Итак, каждому общему делителю & чисел О. ъ б соот¬ 
ветствует (взаимно однозначным образом) разбиение диагонали на (іу 
равных частей. Ясно, что самому мелкому разбиению (ішщм узлами , 
лежащими не диагонали), соответствует наибольший общий делитель. 
Задача 7.1 решена, 

Связь между узлами клетчатой бумаги и целыми числами, кото¬ 
рая использовалась в этом решении, легко объясняется о помощью 
ме тода координа т» 

выберем на клетчатой бумаге за оси координат две линии сет¬ 
ки» единицу масштаба - сторону клетки. Тогда узлы сетки можно 
охарактеризовать так 2 это — такие точки у) ^ обе координаты 
которых - целые числа. Будем их называть целыми точка м#, а все 



На рисунке 8 по решетке проведена прямая, задаваемая уравнением 

у* -§-* 


или, что то же самое, Нос ~3у 


- ГЭ - 

Легко видеть* чп> все возможные точки решетки, лежащие на 
этой прямой - это 

(3,2), (6,4), (9,6), (12,8), ... 
по одну сторону от начала координат (0,0) ш 

(-3, - 2), (-6, г-4), ... 

но другую сторону. Короче, все эти точки можно записать общей 
формулой і их координаты 

уда с - любое целое число. 

В общем виде сформулируем наше наблюдение так. 

Теорема I ? Если целые числа <Я и б взаимно просты^ то 
все целые точки (ос } у) , лежащие на прямой <ау-і?ос нахо¬ 
дятся по формул^ зс-Сі'і' ; , где ^ - произволь¬ 

ное целое число* 

Эта теорема, разумѳѳтся^^ ещё один вариант формулировки тео¬ 
ремы I из § 5 . 

Выше, при решении задачи 7.1, мы дам наглядное объяснение, 
а в § 9 проведем чисто алгебраическое доказательство этой теоремы. 

Задача 7.2 . а) Сколько целых точек лежит на отрезке, соеди¬ 
няющем точки (0,0) и (20,28) (включая аго концы)? 

Тот же вопрос про отрезок, соединяющий точки: 4 

б) (20,0) и (0,28)* 

в) (0,0) и (-56, 72); 

г) (20,20) и (-36,92)1 
Д) (1,7) и (253,43). 

Задача 7,3. а) Нарисуйте прямую задаваемую уравнением ■ 

20ос = 2Ву % 

ш напишите общую формулу, задающую все целые точки этой прямой. 
(Масштаб ш размеры рисунков выбирайте так, чтобы несколько - хотя 
бы три, четыре точки решетки, лежащие на прямой* уместились на 
рйѵ'ун&ѳ.) То же задание для прямых: 

б) 20 ос + Л8 У =0 ) 

в) 252 сс ~ 84у; 

г) 85 у = -15ІСС. 

Решашлё 7.3 . г) После сокращение на НОД (85«153)=Г/ получим 
■ уравнение прямей* 5и= -9-ос . Блиаайшиэ к узлу (0»С) целые 


№ 
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точки на этой прямой (5,-9) ы (-5,9), а общее решение «Х-А І , 

, где - любое целое число* Рисунок сделайте сами*» 

Выше мы сформулировали теорему Г* про целые решения уравнения 

ау-взс=0 (I). 

Теперь мы решим в целых числах уравнение ОМ—вес -.і (2) 

ы вообще си/-6-ос. -с. 

где О. , 6 и О - заданные целые числа. Начнем о примеров* 

Пример I , Рассмотрим уравнение 9Л&+20у=2Х * Левая 
часть при всех ЮС ш у делится на 4, а правая - нет* Следова¬ 
тельно, уравнение не имеет решений в целых числах» 

Пример 2 * Рассмотрим уравнение ВЗу-ЗОзе-12, о Разделим 
обе части на 4. Получим: У у-Зюс -3 . Теперь начертим не¬ 

сколько прямых! уравнения которых Уу -&Ъс & О * Чу-Зос-1 % 

9 *#-5Ьс = 2. • ?у-5Ьс*а ••••. Уу-5х = 7 -Все 
эти прямые параллельны (рис»9), нужная нам прямая - четвертая 
снизу. Заметим, что она проходит через целую точку (5,4). А 
остальные целые точки на этой прямой расположены на равных рассто¬ 
яниях (точно так же, как на прямой Уу-'Зюс -я0 )* 

Отсюда ясно, что все решения нашего уравнения в целых числах: 

(юс=&+7ё 

\у - *і+&і , где Іб - любое целое число, 

Теперь сформулируем общую теорему Ъ * 

а) Уравнение ~ё% ~ с тогда и только тогда имеет ! 

решение (юС р у) в целых числах, когда С делится на Ш0& (&,$)* 

б) Если НОД (Сі ) ё)=і , С - произвольное целое число, то 
уравнение Сіу ~€Х~С имеет бесконечное число решений 
(СС } у) в целых числах* Если известно одно решение (юсо^у&) , 
то все решения имеют вид 

СС-юСоШІ: , у-уе, +66 , где І- любое целое 

число* 

Д оказательство * Ясно, что осям (Л г» б делятся на ссТ^ 
то при цѳшх , у число <ху-6сс = С тоже делится на сё . 

Таким образом, если С не делится на о( ~ НОѢ (&,$) , 

то уравнение (3) не имеет решений,. Боли же & } 6 и С делятся 
на с( , то поделив все члены на оі , мы придем к случаю, когда 
НОД Іа, б ) =!• Рассмотрим такое уравнение* 


, где Іб - любое целое число* 


I 
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Пусть одно решение СсСо } у 0 ) ш нашли : ау й ~-ёЖ%-с. 
Тогда урачнѳниѳ а у ~€К ~С сводится к такому а(у-у 0 )- 

-в (зс-зСо)-0 , а по теореме I м получаем «Г-\Г 0 =аё и-и 0 =вё 
( - целое число)* >& У с 


Осталось доказать, что уравнение (3) имеет хотя бы одно ре¬ 
шение в целых числах, если НОД (а- / ё) = і , Достаточно доказать 
это для С=І,т.е„ для уравнения (2), Действительно, если (х в ^ 0 )- 
какое-нибудь решение уравнения (2), то решение (3)* 

Рассмотрим сразу целое семейство параллельных прямых (3) 
о разными значениями С * Большему С соответствует прямая, 
расположенная выше (подставьте в ^3) сс~0 4 тогда получится 
у- /а. - чѳм больше С , іам выше точке пересечения прямой 


с осью 


Оу 


в « • • О в 


® О • О в 


• • Ш Чл 


• в в 


2 3 Ч 

Рис. 9 


е 6 


Рассмотрим теперь все целые точки, лежащие внутри паралле¬ 
лограмма, изображенного на рис.9 - с вершинами (0,0), (0,1), 

(а ; 6+і) , Са, в) ѣ Внутри его. очевидно, лежат (а-і) 
целых точек: на каждой вертикальной прямой ас*1 ) сс=2^,>схіта-1 
но одной, ’тороз каждую из этих целых точек проходит прямая.: на- 
раялѳлышн (I) с уравнением (3). Ни одна прямая не проходит через 
две из этих точек: ведь целые точки лежат на каждой прямой так. 3 
что от одной точки до следующей нужно пройти отрезок, равный 
сторон® ОМ (так же, как на прямой(I )). Следовательно, все эти 
прямые соответствуют разным значениям «С", и всего м (а-і ) . 

Но заметим, что верхняя сторона параллелограмма идет по 
прямой, для которой С~<х ; достаточно подставить в уравнение 
(3) €С~0 , у- г і , чтобы убедиться в этом. Следовательно, каа- 
дому целому числу С ~ і , С-2,..л, С~а~і должна обяэа- ~ 
тельно отвечать прямая, проходящая через целую точку (сравните 
с рассуждением при решении задачи 2.10)* В частности, и ва прямой 
а у бос я У должна лежать целая течка» 
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Задача 7.4 . а) Начертите прямую 3 у -■ 5а: - А * черва какую 
целую точку она проходит? Как записать все множество решений 
этого уравнения в целых числах ? 

Тот же вопрос для прямых % 

б) Ъу+ 8ос =2 і в) 6у+ Язе - 4 9; 

г) -Ч2У+ = - і& % д) Ззс іі -О • 

Задача 7.5 х . . Пусть НОД С ( о / 6)= ^ ? сі >0 * Рассмотрим 

семейство всевозможных прямых (Ху-бос =С * где С 
целое число» 

а) На каком расстоянии лежат друг от друга "целые точки" 
на каждой прямой? 

б) Сколько прямых пересекают отрезок оси Оу от точки 
(0,0) до точки (0,1) (не считая его концов)? 

в) Докажите, что соседние прямые расположены на одном и 
том же расстоянии друг от друга* 

г) Найдите расстояние между соседними прямыми ("ширину про¬ 
секи" между рядами деревьев в направлении У/ос -"Я/о ), 

Указание к задаче в)«. На каждой прямой сіу- босс 
есть целая точка (оСо / у о) . Перенесем плоскость параллельно 
так, чтобы (0,0) перешла в СоСо, у 0 ) . Докажите, что тогда, пря¬ 
мая а у- бос -У перейдет в ау-6ос = с+1 (а оу -бос-О 

в <Ху-6зС-С). 

Задача 7.6» а)* Может ли число делиться на 8* а при делении 
на 12 давать остаток 10 ? 

б) Нарисуйте на числовой оси красным карандашом целые числа, 
которые при делении на 4 дают в остатке I, синим - числа, которые 
при делении на 6 дают в остатке 3. Как записать множество чисел® 
удовлетворяющих обоим этим условиям ? 

в) ?Найдите общую формулу для чисел, которые при делений на 
15 дают остаток 7, а при делении на 25 - остаток II. 

Указание к задаче в )» Напишите общую фбрмулу для решений 
уравнения іЗ'ос + 9"= 4і в целых числах. 

Задача 7.7 . Двум мастерам приказали просверлить в рейке дли¬ 
ной 3 метра отверстия на равных расстояниях друг от друга и от 
концов рейки? одному мастеру - на расстоянии 20 см, другому - 
12 см. 

а) .Сколько всего отверстий будет проделано в рейке? 

б) Каково будет наименьшее расстояние между отверстиями? 
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Замечание , разумеется, в концах рейки отверстий сверлить 
і® надо. 

Задача 7.8 . а) Отметим на числовой осш точки, дающие при 
делении на 12 остаток 5, красным карандашом* а точки, дающие при 
делении на 18 остаток 13 - синим. Каково будет наименьшее расстоя¬ 
ние между красной и синей точкой? 

б) Тот же вопрос для двух множеств: чисел, дающих при делении 
на €!<$ остаток ш чисел, дающих при делении на О:^ остаток 

Зада ча 7.9. Имеют ли следующие уравнения решения в целых 

числах: 

а) 6сс-і6у = 220', 

б) і05ес +*<2у- 5'6; 

в) -іО^/зс + 65~у= <243; 

г) - 35х *20^у = 17, 

Если имеют, то укажите хотя оы одно такое решение и напишите общую 
формулу для решения. Если нет - докажите, что их не существует. 
За дача 7ДО . Имеются контейнеры весом 130 кг и 160 кг. 

Нужно полностью загрузить ими грузовик грузоподъемностью 3 тонны. 
Как это можно сделать (укажите все решения)? 

Если Вам трудно отыскать решение уравнения в целых числах, 
хотя Вы уверены, что они существуют (это следует из теоремы 3) - 
то не обязательно "подбирать" решение или чертить на очень большом 
листе клетчатой бумаги прямую. Зля этого есть более удобные спосо¬ 
бы, налршер* алгоритм Евклида, Его мы и изучим в следующем парагра¬ 
фе* 
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Олово "алгоритм 81 (иногда пишут "алгорифм" - это то жѳ самоа) 
означает "общий метод, применимый к целому классу задач"* Обычно 
п математике подразумевается, что этот метод можно сформулировать 
в виде совершенно точного описания - настолько точно и определенно* 
что любой человек, умеющий только читать и считать, может его вы¬ 
полнить (для любой конкретной задачи, то есть для любых заданных 
ему значений параметров)*' Например, вы умеете с помощью циркуля 
и линейки делить угол на две равные части - то есть, знаете алго~ 
ШІ1М» позволяющий любой угол разделить нбполам. Вы знаете алгоритм, 
позволяющий любое натуральное число 6С , записанное в десятичной 
системе, разделить на другое натуральное число В с остатком *•» 
правило "делений столбиком". 

Алгори тм Евклида - это правило, которое позволяет по двум 
натуральным числам; (X и $ найти НОД ( (Х } $ )• В принципе, для 
этого можно предложить такой алгоритм; 

1) найти все делители числа а (перепробовав все числа? 
1,2,..., не превосходящие Ѵ5Г ); 

2) найти все общие делители чисел <Х и 6 (проверив, на 
какие из делителей (X делится 6 )% 

У) выбрать из общих делителей наибольшій* 
другой алгоритм: разложить оба числа нг простые множители ш 
воспользоваться следствием из теоремы 2. §6'. Однакс, если разложенія 
на простые множители ни одного из данных чисел не известны- а чис¬ 
ла большие, требуется много вычислений. 

Алгоритм Евклида позволяет найти І0Д ( х г в } в этих случаях 

значительно быстрее, не отыскивая всех делителей нш у одного из 
чисел (X и $ . 

Что еще важнее - алгоритм Евклиде дает нам путь к отысканию 
решений уравнения хас+б#* С в целых числах. Заодно, мы 
еще раз докажем теорему об этшж уравнениях из § 7. 

Алгоритм Евклида основан на таком Факте* 


1 ) 0ш!ятие алгоритма тесно связано с понятием программы для 
вычислительной машины. Чтобы точно определить понятие "алгоритма", 
нередко описывают воображаемую "машину" и класс допустимых 
"программ" для этой мавшны. 
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Лемма 2* Пусть С1~6(^ + X % тогда НОД ( а,#)=*Н0Д( б, г). 

Покажем, что у пары чисел множество общих делителей б 

точности такое же, как у пары чисел ( X ) 9 Отсюда, конечно, 
будет следовать,; что и НОД у этих пар один ш тот же* итак, докажем, 
что каждый общій делитель чисел (X ш в является также делителем 
числа % , и наоборот, что каждый общий делитель чисел в и Т 

является делителем числа X 

Докажем сначала первое утверждение. Пусть Сі ш 6 делятся 
на 'лп . Тогда 6 О делится на №1 ш а.-бд ~ X делится на 

пг о 

Перейдем ко второму утверждению. Ест В и X делятся на 
К' » то 6с^ делится на Д’ і СУ =6о. 4- X делится на ІѴ . 

Доказанная лемма позволяет легко и быстро находить НОД .двух 
чисел. Посмотрим, как это делается. 

Пример . Найти НОД (273ДОХ4). 

Решение. Выполняем деление о остатком. По лемме 2і 


ЮІ4 = 273x3 + 195 НОД (273,1014)® 

273 = 195 :І * 78 «НОД( 195,273)« 

195 = 78x2 + 39 =НСД(195,78)= 

78 = 39 х2 . =НОД(78,39)= 

* 39 

0|В|т: НОД (273,1014) = 39. 

Метод отыскания наибольшего делителя, состоящий в последо¬ 
вательном применении леммы 2, носит специальное название - алго¬ 
ритм Евклида, 

Задача 8Л. Найдите наибольший общий делитель чисел: 

а) 987654321 ш 123456789^ 

б) 16484 и 42282| 

в) 7 777 77? 777 ш 777 777. 

Указание к 8.1. в) Здесь удобно использовать задачу 8.3. 

Задач а 8.2. а), От прямоугольника 324 см х 141 ом отрезают 
несколько квадратов со стороной 141 см, пока т останется прямо¬ 
угольник, у которого одна сторона меньше 141 см* От подученного 
прямоугольника снова отрезают квадраты, стороны которых равны его 
меньшей стороне до тех пор, пока это возможно, и так далее (рис.10)* 
На какие квадраты будет разрезан прямоугольник? (Укажите количест¬ 
во квадратов каждого размера). 
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Рис, 10 


б) Каковы будут размеры самого последнего* наименьшего квад¬ 
рата* если такие операции проделать с прямоугольником Сі^б 
( а .и В - натуральные числа)? 

Алгоритм Едклида в общем случае можно описать так. Если у 
вас имеется два числа Сі ш б 9 причем 0.>б >0 » то сна¬ 

чала делим СІ. на • б * и получаем остаток С 2Г/ * который мень¬ 
ше* чем б щ Затем делим число в на Хі * ш находим остаток 
Х% * который меньше* чем 7Ѵ * Далее* да делим число 'Т* на 
число Х% при атом получаем остаток Хз % меньший* чем Х& 
и так далее* пока какой-нибудь остаток Хп ± не разделится 
на остаток Хп нацело* без остатка (т,@, Хп+і^О ). 

Ясно* что указанный процесс обязательно кончится* поскольку 
каждый остаток меньше предыдущего* а ве© остатки - неотрицательные 
числа* Последний остаток в есть НОД ( 01,6 )• Действительно* 

Ха = НОѢ (Ха, Ха-і) = НОѢ ( Хп-г, Х „. я )~, . = 

= НОѢ ( х г , Хі) = НОѢ (х і} в)= НОѢСа, в). 


С одной геометрической иллюстрацией алгоритма Евклида мы 
встретились в задаче 8,2, Более известный и важный геометрический 
вариант алгоритма Евклида - алгоритм отыскания наибольшей общей 
меры двух отрезков (рас*II), 

На-отрезке СС откладываем столько раз* сколько это возмож¬ 
но, отрезок в * получаем остаток Х± % на отрезке б откла¬ 
дываем* пока это возможно* Х± * получаем остаток Х& ; на 
• Х± откладываем* пока возможно* Х& ч получаем Х$ в т,д. 
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Правда* для отрезков (длины которых не целые числа) может 
случиться * что этот процесс никогда нѳ кончится.* а будет продол¬ 
жаться бесконечно (никогда не получится остаток, равный яул&г)- это 
произойдет в том случае* когда отрезки СС я б несоизм еримы 
(вы,вероятно*знаете* например* что диагональ квадрата и его сто¬ 
рона несоизмеримы)* Но если этот прошее кончится* то последний 
не равный нулю остаток даст наибольшто^Іеру о т резков СІ и в “ 
то есть наибольший отрезок СІ такой* что (Х-Ксі } б = бсі * где 
К, и С - целые числа. Это доказывается точно так же* как мы выше 
с помощью леммы 2 доказали* что алгоритм Евклида, примененный к 
целым числам,, дает ЙОД ( ес$ ) і а именно* у каждой пары отрез¬ 
ков (а 3 6)> Св, ТД і г с^ 7 Х 9 ), (Хг^Хз),." наибольшая общая мера 
будет одна ш та же* а если Х п целое число раз укладывается в 
Хп~і * то ясно* что их наибольшая обяшя мера - как раз Хп * 
Задача 8.3, Докажите* что для любых двух целых чисел а ш б 

НОѢ (а,6) ~НОЪ(а,а-еі 

Указание » Проведите гакое же рассуждение, как ш в доказатель- 
стві леммы 2® 

Покажем теперь, как алгоритм Евклида позволяет найти решение 
уравнения в целых числах. Пусть* например, нужно решить уравнение 

273 ОС + 1014у 156 , (I) 

Выше мы нашли НОД (273,1014) - 39 из цепочки равенств, которые 
мы перепишем так; 

1014 - Ш * 3 =195 

273 - 195 • I = 78 . ( 2 ) 

195 - 78 • 2 = 39 
78 - ,39 • 2 =0 

Поскольку 156 делится на 39: 156 = 39x4, то уравнение (I) имеет 
решения в целых числах, й цепочка равенств (2) позволяет найти 
одно из решений, последовательно представив в виде 273<Х»+І0І4^п, 
(где <Х П и Ц , 1 - целые ) ост, гки Хп. % 

Ті - 195 ~ 1014 - 273x3 * 273х(-3)+І0І4хІ; 

Т г . 28 = 275 - (1014 - 273 - 3) = Ш * 4 + 1014 • (-1) 

52 = 195 - 78 • 2 = 273 • (“И) ♦ 1014 • 3 
Конечно, удобнее сразу разделить все числа на 39, тогда в уравне¬ 
нии (I) и равенствах (2), (3) будут встречаться меньшие числа; 

7«ас + 26 у » 4 (!) 
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26 - 

? - 
5 ~ 
2 - 


* 3 

1 = 

2 = 
2 = 


= 5 

г 

і 

о 


(2) 


Отсюда; 


5_ « 7_. (-З)ф 26 • I, 

2.= 7 • 4 + 26-(-І), (3) 

I =1Ч-Н) +26-3, 

Итак, мы нашли решение уравнения У<к,+26у*{: СС.--1І а 
Отсюда получаем решение (I); ГС - - ііір , у.-12, 

А общее решение, как следует из теоремы 3: ОС~ -4^+261 
у.^12~7Ё , *С - любое целое число,. 

Например, при Ѵ-2, получаем «X . 

Тот же способ применим и в общем случае. 

Если нужно решить уравнение 

а.у-вэс~с 

(можно считать, что о~>О ), отыскиваем с помощью алгоритма 
Евклида НОД ( а у б ): а ~ ^ + е Сі \ 

в = +Т 2 ; 


(можно считать, что 
Евклида НОД ( С1,6 ); 


1 I I 4 


то числа 


7\ ^Л7 + ?' п ‘ 

Ъп-і='~Сп.Сі, пи - с { 

и пинам цепочку равенств, из которой находим представление ОІ 
в вида о,у 0 — 6х 0 , где у с к - целые числа. 

Если с делится на <&~НОЪ(в-,в) и Сі=аіс{,в=&я'>-=С*с/ } 
числа (_Сі Л.о . С±^о) Суду* давать решение уравнений 

ау-бзс~с<=> а*у-в^=с^, 

А общее решение, как следует из теоремы 3 § 7 — 

сс.=СіОС„ +а^± . у=с ± у а +6Л- 

Задача 8.4. Найдите решение в целых числах уравнений: 

а) 75 у - 39 ос = і • 

б) 43 Л. + 250 у- = 77; 

в) 11715у - 4473 СС = 6390. 
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Задача 8.5 , а) Докажите,, что 

НОД (2° - I, 2 15 - I) = 7. 
б) Докажите, что 

НОД и % - Г, г" 1 - I) = 2 Н0 ^ т > ГІ ) _! 

для любых натуральных /п и л, . 

Указание в Не забудьте правила действий со степенями: 
если П>гі % то 2 т = 2 / • 2 " . Воспользуйтесь тем, что 

НОД ( а, в ) * НОД ( 42, <5-Л ) (задача 8.3). 

Задача 5.6 * . а) Докажите, что число 2® + I ззаимао просто 
с каждым из чисел 

3 = 2 + 1; 5 = 2 2 + I; 17 = 2 4 + I; 25? = 2 8 + I. 


б) Докажите, что в посладовательностм 
2 ф І; 2^ ф I; 2^ ф І| 2 3 ф I* 2? 


ф I 


любые два числа взаимно просты. 

Указан ие. Проверьте равенство 

2 І6 - I = (2 8 ♦ I) (2 4 + I) (2 2 + I) (2 + I ). 

Задача 8.7^ Докажите, что множество простых чисел бесконечно, 
воспользовавшись предыдущей задачей. 

Указание . Рассмотрите простые числа, входящие в разложение 
на множители чисел последовательности 

р у. ’ * О*- ф ^ • 2^ ф I * 2^ ф I * е & | 2^ ф | 


Задача 3.6 . имеется 35 целых чисел. Разрешается одновременно 
прибавить по единице к некоторым 23 из них.--Докажите, что^, повто¬ 
рив эту операцию достаточноечисло раз, можно сделать все данные 
числа равными. 

Каким условиям должны удовлетворять числа т и П 
( )^чтобы была разрешима общая задача! заданы произвольные 

Гі целых чисел, разрешается прибавлять по единице к любым ПЪ 
из них и требуется добиться того, чтобы вое они стали равными? 
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§ 9* И деалы . 

Назовем некоторое множество <*? целых чисел идеалом, если 
оно удовлетворяет таким условиям: 

( <5і ) 4 Ёсли осей 9 то Косей для любого целого 

К. 

( ). Если 'Хі^Э к , то Хі*Х^€^. 

(Значок е заменяет слова "принадлежит множеству^ , 
читается так: "икс" принадлежит множеству " О ")• 

При меры * I* Множество всех четных чисел - идеал* 

2» Множество всех чисел, делящихся на Л - идеал» 

3» Множество 2 всех целых чисел - идеал* 

4* Множество, состоящее из одного нуля - идеал» 

Теорема об идеалах, из которой легко выводятся все основные 
факты, доказанные выше, звучит так. 

Теорема 4 , Любой идеал - множество всех чисел, делящихся на 
СС , где ^некоторое целое число. 

Таким образом, теорема утверждает, что наш пример 2 - 
самый общий, и других идеалов не бывает* (Конечно, примеры 1,3 
ш 4 - частные случаи соответственно при СС = *2, Си*і и 0=0 ). 

Доказательство » Если оУ содержит хотя бы одно число б ФО, 
то наверняка содержит и положительные числа (вместе с б в У/ 
входит и (-1)6 = ~б ). Пусть Сс - наименьшее положительное 
число, содержащееся в й . Тогда докажем, что в СУ нет 
чисел, отличных от чисел ПСС (которые, по условию, все входят 
в ®7 ). пусть 6ес/ , ё=та+х , 0*-Х-*-<Х . Поскольку 

(~тУа в и , то 6+ (-т)сі = 6-тех. *» хе 

но это противоречит выбору а . Теорема доказана® 

Итак, согласно теореме 4, любой идеал СУ имеет вид 
0~{ос? *ос=/Ш. •, Н.€г ^ означает множе¬ 

ство всех целых чисел)» 

Очевидно, число Сс , р,котором идет речь в теореме, опреде¬ 
лится для данного идеала чУ однозначно,если наложить еще усло¬ 
вие, что а^о * Это число назовем образующей идеала СУ 
^§МЗІ^9Л» Пусть СС ш б - взаимно простые натуральные 
числа» Докажите, что множество оУ чисел сС , для которых бос 
делиюя на Сс - идеал» Чему равна его образующая? 

Решение 9»І» Пусть У - множество чисел ОС , для кото-* 

іия бос делится на О • Это множество можно обозначить 
сб={ос: бос^ау}. 


і 
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Докажем, что У - идеал» Проверим условие 6%) : 
ссеб-> бос-ас/ ~> б (Кос)-аСку)-у косей. 

Проверим (іУУ ) ! ОСі ; ёй-У 6оС± = &у ± , б^ОСя - ОХ'&Я 
г=> б(^і^г)^аСуі^г) => оСі+зСяей 

Итак, ІУ - идеал. Обозначим его образующую через С 
Тогда до теореме 4, й— {ОС * ОС—к С } Ке УоУ- } » Найдем С . 

Поскольку 0.6 делится на Сі , то Сіе (У * Значит, Сс =СІС 
при некотором Ы~ * Поскольку Сей % то б С делится 
на СС-сУс * значит, б делится на сС * Но поскольку 
СІ. и б взаимно просты, и оба делятся на с€ $ то сС~1 , 

значит С=Си * • 

5Ш1е, ССС: б ОС-&у} - идеал с образующей СС • 

Решив задачу 9Л, мы попутно доказали теорему I ив § 5: 
шеяп НОД ( (Х>в ) ~І ш вес =ау. , 20 х=а± г а у=6Ь . 

Зада ча 9.2 . Пусть Ск. ш б - Ѵ целые числа, НОД (Л,в)=сі. 
Докалите, что множество 0—і. Сс - идеал. Чему равна 

его образующая? 

За дача 9.3» а). Пусть 61 и б ~ целые числа,не равные О * 
Докажите, что множество еУ чисел 2? § представимых в 

виде' ж*ах+ву % где ОС в у -г целые - идеал» 
б). Докажите, что образующая этого идеала равна ИОД (О.>6) . 
Решение 9.3 . Докажем, что множество 

й-{С* С~аос + 6у 7 ОС&Ж-, уё2!?1} „ идеал. 

Проверим (Уі) < 3?сС/ =-> Ъ-аоС + ву > 

=> ^-о.(Ах)+ 6(ку)-> э*А. €-3 . Прогерии Ши) 

Хі, 2^с/=-> 2Гі -ах ± +в$/1 , г г =аэсг.+6уг =? 

=> з:<+% г ~а охі < хз) + 6+У*) =^> 'Х*+*я е & 

Итак, с У - идеал. Обозначим его образующую через сі , 
Тогда, по теореме 4, УУ- { 'Ж • 2? —Ксі у 3 ® Поско¬ 
льку а^(і'і+в Ое-СІ , то а~а*сі при некотором 

. Аналогично б-вісі при некотором б/ • Так * м 
образом, СІ - общий делитель а ш в * Пусть ЛЬ какой-то 
общий делитель СІ и б » Тогда, поскольку Оі €, хь 
О ~ СЮС о + бу о при некоторых ОСо и у? % авачііт 
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СІ делится на • Поатому сС^/ТІ (ясно, что Ы.* О ). 
Такте образок» сС - наибольший общий делитель СС ш <5 * 
Решив задачу 9«3 ? мы попутно доказала два важных фанта? 
Уравнение С- сж.сс-і-6^ разрешимо в целых числах 
в том и только в том случае, если С делится на ЙОД (& $) 
(теорема 3 а) )$ 

ЙОД (&> $) делится на любой общій делитель а и $ 
(следствие 3° т еоремы 2. ) 

Задача 9«4» Докажите, что множество чисел, предотавляешх 
і виде 

+ .. * +<2 г зСх 


С Оі±> &г } < ■ • у - данные целые числа) - идеал* Чему 

равна его образующая? 

Задача 9,5 . Докажите * что множество чисел, делящихся одно¬ 
временно и на (X , и на - идеал. Чему равна его образующая? 

Зада ча 9.6. а) Докажите, что пересечение нескольких идеалов 
- тоже идеал, 

б). Чаму равна его образующая, если образующие данных идеалов 

С<<С^ , ■ О ш ^ , « в ■» , &І. ? 

Задача 9.7 . Найдите образующие следующих идеалов? 

&) {зс : делится на 36}^ 

б ) {г: <с,#е<кі, 

в) {зс: «а? деются на 8, на 14 ш иа 35} 

г) { 2? > Ж~іВ-зс 4 -^<^ % 2Г делится на 5”|„ 


Подписано к печати ^ /2 7-5 я Ц-5& 49ѣ Я я т,я 
’Щ ражІ 0000 з к з. Объем 2 д.л. Цен а 5 ко д. _ 

Ротапринт института содержания и методов обучения АПН СССР 
Ул. Макаренко д. 5/16 


2В 


ДШВДТЬ ІТЕЛЫХ ЧИСЕЛ 

Вы, вероятно, знаете, что любое целое положительное чисж л 
можно единственным способом разложить в произведение простых 
множителей: так, например, 

400 * 2 Ѵ '5 г і ШШ = чг-6%*№ . 

Более простой #>акт: если произведение т л делится на 7 Р то 
хотя бы одно из чисел Ш ийи +Ь должно делиться на 7. 

Эти &акты считаются очеведшнми. Между 7 Ш доказать их не тек 
просто в Это мы сделаем позже, а начнем о самът простых утвержде¬ 
ний, относящихся к делимости шлих чисел. 

Всюду латинскими буквами : а, 6 , с 5 т л л, X, а и т,д. 
мы обозначаем целые числа. * ' * 

З^а д е й й е '* 

Обя зательные задачи. 

І> 1.4 б. 5) 2.3 а,в. 9> З.Г а,б.Сом.3.2) 

2> 1.6. 6' 2.5 б. 10' 4.1 а,б. 

3) 1.8. 7' 2.8 а,г. II) 4.4 г. 

4> 1.9 д. 8) 2.10 б. 12' 6.4 а,б. 

Д ополнитель н ы е задачи .' 

13' 1.7. 14> 2.6. 15' 2.9. 16' 3.2. 17) 5.3. 18' 6.7 б. 

З адание' ')? 

Обязательные задачи. 

1) 7.2 а,б. 5) 7.6 а. 9) 8.2 а. 

2) 7.2 в,г. 6) 7.6 б. 10) 8.3. 

3) 7.3 б,в. 7) 7.7 а. ІГ> 8.4 а. 

4) 7.4 а. 8) 8.1 б. 

Д ополни тельные задачи, 

12) 7,5 а. 13) 7.5 г, 14) 7.Ю. 15) 8,4 б. 16) 8.6 б. 

Критерии опенок по каждому ,и з задан ий. 

Эй обшотельные задачи: "б* - решены все задачи; 

"4" - решено не менее 9 задач; 

*3" - решено не менее 8 задач. 
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За дополнительные задачи: "б* 1 

*»4і» 

Срок’присылки задания В 

Л» 


решено не менее 4 задач; 
решено не менее 2 задач. 


5 I. Делимость ’р ушлы, разности ж произведения. 

Мы говорим, что палое число СІ делится на целое число 4 , 

если существует такое число Я> , что ос ~ 4м .В таком слу¬ 
чае число & называется делителем числа &> . 

Сразу выведем два простых утверждения: 

I • Если числа Со и в делятся на С , то я их суша 
€1+6 и их разность сі -в делятся и С ; 

2°, Если а делится ка С , а 6 делится на с/ , то их 
произведение а& делится т С&І . 

Докажем 1°. Поскольку Со делится на С , то Сі =• &С , 
где к, - некоторое целое число. Точно также 6 = те , где "Ъ - 
целое число. Поэтому И + 6 * (4С+щ)с , а, ~ в * •(№-пъ) С 9 

откуда аде,дует, что каждое из чисел сс + $ и со делится 
на О . 

Докажем 2°. Пусть Со-^с , Ь ^ т(і .Тогда аё=(№ѣ)ссІ 
откуда следует, что <2$ делится на 0(4 . 

5аЖ^!І1 .‘іЛ * Докажете, что если Со делится іа & 6 
делится" на {? , то о, делится на 6 „ 

Зада ча І а 2. Докажите, что если каждое из чисел со и 0 
делится на С (где С+О ), то целое число ~ делится 
на СІ и на # * 

ч Мда^а Х . .ГІ . а) Докажите, что если & делится на в , то 
СС* делится на 

б> Докажите, что если (X? делится на со+6 , то и 
делится ка СО+ 6 

Задача 1.4 . Докажите, что если делится на С м 

делится на С , то: а) СО г +6 г делится на С ; 

б) О? + в 3 делится на С 1 • 

Решение 1.4 . а) Выразим а г +€ ё через ш й& ; 

а^+6 г ^ (^А) г -2оА . 

По условию, (<Х+ё) делится на С , следовательно, (&+ё) г 
делится на С . По условкху^ делится на # , повтому 2аі 

делится на С . Так как число & г + ё 2 равно разности двух ^исел ? 
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дщшщзшж Ей С , согласно утверждению I г оно с шло делится 
на С . ; 


тщХлЪ* Докажите, что сЯ-в* делится на сы-8 . 
ЕДение,, 1^.5^ Выражение @8+ ^^разлагается на множители^ 
а*+в*~=(сі+в)(а*- а?в *-а г в г ~ав' ъ + 6 9 ) . 


Если О. ш $ - целые, то оба множителя будут целыми числами* 
Отсюда следует, что аГ+в* делится на СЪ+4 9 

1і,б* Докажите, что сх/в + & *(С делится на с8 в + $*&. 

Докажите, что а 4 +46* делится на о}+2аЛ+2$ г я 

2?Д^Д§«.Ілй* Докажите, что если оЛ> +сс( делится на СС+С в 
то а4 ь вс делится ка сс + с (здесь съ + с ^ о ) 9 

Разложите сумму (1&-}-с8 ф сххА ■$- Ѳс на мкодителв 

§&Ш§-Ід2* Какие из следующих утверждений верны, в какие « 
нет: а^ если одно слагаемое делится на 16, а другое не делится 
на 15, то их суша не делится на 15; 

о) если каждое из двух слагаемых не делится на 15, то их сум¬ 
ма не делится на 15; 

іі' если каядай из двух сомножителей не делится на 15 то ш: 
произведение не делится на 15; 

г) если один из двух сомножителей делится на 15, а другой не 
делится на 15, то произведение делятся на 15„ 

^ число делится на .„5 и на 21, то оно делится на 


а) Это утверждение верно* Докажем, это. Пусть 
іЪ у- # =е С ? причем СС делится на 15, а 6 не делится на 15 
Докажем, что С не делится на 15. Предположим противное: пусть* 

1 делится на 15. Но тогда по утверждению 1° разность в « а - сс 
делится на 15. М в полу чади противоречие о условием задачи. 

^ * Это утверждение неверно ѳ Приведем щютивсре- 
„ищг йрих р. 7 + В « 15. Здесь каждое из двух слагаемых не долит- 
0к на К» а то время как их сумма делится на 16. 

Й8^®«іамечаниѳ. Подчеркнем, что когда спрашивается: '“верна 
накшмо теорема ( какое-то математическое утверждение) кли чет 4 ' 

~ Т ° теетоя ь шду: "верно ли это при всех значениях букв во 
ВСеж ютожных случаях? 55 . Поэтому, когда мы доказываем, что теоре¬ 
ма верна, мы должны проводить рассуждение так, чтобы оно годилось 
Ѵ ‘ Н всех случаев. Если же мы хотим показать, что теорема неверна. 


то достаточно привести один опровергающий пример; так мы построй 
ли ответ на вопрос 1,9 б). И 

т 
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2. Де ление о о статком. 


Отметим кя числовой оси точки, соответствующие целым числам 
Срис.Р. Пусть в - некоторое натуральное (целое положительное) 


-1 о і 


рис.І.» 


число л Выделим па рисунке все целые числа, ^ делящиеся на в . 
Они расположены на оси на равном расстоянии друг от друга. Эти 
числа называют еще кра тными числу в • 

Пусть теперь какое-то число сс не кратно 8 . Тогда оно 

попадает между двумя числами, кратным** Й - между 00 и 
(ф+Ов С рисс ^) 

в 2 в %Ѳ а ( дш)б 


Рис. 2* 

По э тому поводу можно сформулировать такое утверждение. 

Если СЪ ш 8 - целые числа, прячем 0 больпіе нуля, то 

существует такое целое число 9 » что СЪ ~ Уср У- % , где 

^остаток 11 % - целое число, удовлетворяющее неравенствам 
О 4 % <' & . Эти числа ^ и Ъ определяются (по данным сс 
: 8 ) единственным образом. 

Пусть числа СЪ и о заданы своими записями ъ десятичной 
системе« Чтобы найти ^частное* а у и остаток % , не нужно, 

конечно, рисовать отрезок длины СС на числовой оси и “укладывать й 
на нем много раз отрезок длины 8 . Для этого существует более 

рациональный способ. Это - известное всем правило деления одного 
числа СС на другое число 0 11 столбиком”. Это деление можно 
продолжать до тех пор, пока остаток на станет меньше, чем дели- 
"ель. Например, если делить Т973 на 31, то при делении получит- 
я частное 83 и остаток 20: 

1913 Ѵ_ЗІ_ 

“Ж-. нз 
из 

“_М 


^место и "точки, соответствущие числам" будем говорить просто 

, е 


»| 
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шш 1973 * 31 • 63 4 20, 


Замечание про от риц ател ьные числа, в утверждении, обведен¬ 
ном в рамочку, мы считаем, что ^делитель 8 * $ - гетожителшое 

число, и про остаток мн сказали* что *С& О , но про -дедусе* 
Си мы ничего такого не говорили. Разберем пример, когда делимое 
СЬ - отрицательное число. Пусть СІ^-ЛЗ , в- 9 - е Тогда 
- 23 =(-Ѵ)‘? -г 5 , где О $ 5 ~< % . Следовательно, остаток 

при делении (« 23 ^ на ? равен 5 . 



Какой остаток дает число: 
а) 1005 прж делений на 13 ? 
сР 1001 при делении на'II? 


в) ІІІІ при делении на 37 ? 

г) (-І 5 СЛ прж делении на 19 ? 


д> (-“54321) при делении на 4? 



Докажите, что чиеда 
а> 10* з 10 е 

б) 10' Г К -I ; 

в'< 122456785 и 9876543210 


дат- одинаковые остатки при делении на II, 

Решение О і. а) Имеем:]*) 4 * II- 909 •* I, ІО 6 = ІГ -50909 + I. 
Следовательно, оба числа дают при делении на II один ж тот же 
остаток I. 


Заметим, что условие : сс дает при делении на т остаток 
% (где О & % < /п ) , эквивалентно такому: х =-- ті -* X 
где ~і - целое чисто. 

Пусть в а той Формуле ^ і пробегает все множество шлых чисел 

і Р 2., , в то время как пь ж % гракеирсва- 

нь% н ъ меняются (скажем, т, -= е , Ъ-5 , тогда Х^8і+6~ ). 

При тем формула дает все возможные числа, для которыж остаток от 
деления на /71 равен %, , Если изобразить эти числа на оеж ь 

то получится множество точек, отстоящих друг от друга на расстоя¬ 
ние» т % . 



Ска нашем рисунке изображено множество чисел ое ~ г§ 

Такш образом, если ведано #п>о , то вое множество целых 
Чйсаі можно разбить на ПЬ классов: к одному классу отнесем все 
числа, дагааще при делении на пъ остаток Г # к другому - остаток 
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2, и так далее. Эти классы «окно записать так: 

X ■=• /гг & + Л, 

X я ягі * 

X = піі 4 (т-і) 

и, наконец г последашй (вернее **кулевой"^ класс X - пъі . 

В него входят все числа, дающие при делении на пъ остаток О* 
Например, если т -8 , то всего классов 8; каждое целое 
число X может попасть в один из классов X - + 

.. . х •■= н * ѵ • 

Заметим, что если гтъ задано, то два числа ОТ:, ж ЗС г по¬ 
падают в один и тот же класс в тем и только в том случае, если их 

разность Яг'Хг делится, на _ ц 

Второе решение, задачи 2.2». а' Поскольку 10 -10 «(100-1)60 ~ 
«І0 4 . 99 делятся на II, то числа 10 е и Іо 4 дают одинаковые остатки 

при делении на II, 

З адача 2,3 . а) Нарисуйте числовую ось ш отметьте на'ней це¬ 
лые числа, которые при делении к а 7 дают в остатке 3. (Масштаб 
и начало отсчета выберите так, чтобы по крайней мере все числа 
между С-?0> и (+2С0 поместились?. 

6) Каково наименьшее из чисел, больших 1975, которые при де¬ 
лении на 7 дшт в остатке 3? 

в> Каково наибольшее из чисел, меньших 2001, которые при деле¬ 
нии на II дают остаток В* 7 ' 

Решение б) Разделим 1975 на 7 с остатком : 1975*282 3 7+1, 

Остаток равен I. Следовательно,искомое число: 1975*2*1977, это чис¬ 
ло при делении на ? дает остаток 3. 

За дача 2. 4. В одном из подъездов 8-зташюго дома на первом 
этаже находятся квартиры от .№ 97 до $ 102« На каком этаже и в ка¬ 
ком (по номеруй подъезде находится квартира $ 178 (на всех этажах 
одинаковое число квартир и все подъезды устроены одинаково)« 

Задача ?,5 6 а^йайдитѳ какое-нибудь шестизначное число, кото¬ 
рое делится ка 321. 

Наедите наименьшее такое число. 

Задача 2.8. Бшхо 7 листов бумаги. Некоторые мз них разрезали 
на 7 кусков каждвй. Затем некоторые из получившихся кусков снова 
разрезали на 7 кусков, и так сделали несколько раз. Могли ли в 
результате получить 1973 куска? 


•і 
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Указани е. Как возрасте? число кусков» когда один разрезаю? 
на ?? 

Задала 2,7 . Какой остаток Сари каждом натуральном 9% ^ дзет 
число $г г + Ъ?Ъ + & при делении на число п*-і ? 

Решение 2„7 * Перепишем данное число /г г +3/ь + 5 так: 

п? +3/1 * (П,+ і)(/ъ +2) + 3 г 

йэ этой записи видно, что если число ъ ь I больше 3 , то остаток 

всегда равен 3, Если *ъ +1~ 2 (при: п -і ^, то, поскольку 
3 «I - 2 + I, остаток равен I* Если п+С^-Ъ (при ^ ~2 ) , то 
остаток равен 0 . 

Задача 2>Л* Какой остаток (при каждом натуральном 2Ь ) 
лает число: 

а> 2п?+ 5/ъ^З при делении на /ъ+Ѵ ? 
б ) Чп + 9 при делении на 2г+і ? 

в' У/ъ+5' при делении на 2/ы-З ? 
г 4 - /?Лі~ 3 при делении на 4? 

Ука зание , Рассмотрите два случая: 

Ш* - четно, 

( 2 Ч < - нечетно. 

Задача 2. 9.* , На столе ле^ат книги, которые нужно упаковать, 
Если их обязывать по 4 , по б лохи по 6 книг в пачку, то каждый рал 
остается одна лишняя книга, а если по 7 книг в пачку, то лишних 
кегг на остается. Сколько $ самое меньшее, ..-южѳт быть книг на 
отеле? 

Ука зание . Чтобы число делилось на 4, на б я на 6 , необходимо 
& достаточно 5 чтобы оно делилось на 60. Это один из тех ^очевидных‘ 
Пактов 9 которые мы научимся строго доказывать ниже. 

Задача,2 Л0^ а' Докажите, что из В целых чжоел всегда можно 
выбрать два таких, разность которых делится на ?„ 

б- Верю ли, что из 100 целых чисел всегда можно выбрать 
16 таких, у которых разность любых двух, делится на 7 ? а 16 таких 
чисел? 

в? Верно ли, что ез ТОО целых чисел всегда можно выбрать 
два таких, у которых суша делится в,а 7 ? 

г) Докажите 9 что из 5 чисел всегда можно выбрать два таких, 
у которых разность квадратов делится на 7 . 

Р^ 1 ® нве_ 2 Д І 0 . в) Пусть дане любые 8 полых чисел. Найдем 
остаток каждого из ні№ от деления на 7. Всего существует 7 ’юэмож- 
выч остатков: 0,1,2/3,4,5,6« А у нас имеется 8 остатков. Значит, 
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хотя бы два из них совпадают* Следовательно, два из наших чисел 
да&али один и то? .же остаток при делении на 7: « 7^ + % , 

Сі г =• У$ 2 . Тогда их разность а і -0, і * - д, г ) 

должна делиться не 7, . 

Указание к зад аче тЗ. вместе с каждым остатком % рассмотри¬ 
те ^дополнительны^" - (7-Х) 

Задача 2ЛІ . Какие из следующих утверждений верны, а какие - 

нет: 

если & при делении на 8 дает в остатке 3 , то нрж 
делении на 4 оно даст в остатке 3; 

0 % ' если СЪ при делен и и на 4 дает в остатке 3, то ч при деле¬ 
нии на 8 оно . дает в остатке 3 ; 

в^ если а при делении на 15 лае? в остатке 7, то при деле¬ 
нии на 5 оно не может дать в остатке 3 ? 

г' если і а при делении на 16 дает в остатке 3 ; то при деле¬ 

ний на 9 оно не может дать в остатке 6 . 

решение 2.І І. в) Утверждение верно. Пусть €С -2/6 + 3 * 

тогда & - % (2/с) і'З 

Решение 2Л Ь б) Утверждение неверно. Например, сі ~ 7 * 

Тогда 7=7 / гЗ , ко 7 С + 7 , то есть остаток яри 

делении 7 на 4 швѳн 8 , а при делении на 8 равен 7. 

Зад ача 2.12 . а 4 » Двое играют в такую игру. Первый называет 

любое целое число от I до 5. Затем второй к этому числу прибав¬ 
ляет любое аз целых чисел от I до 5 Ѵ потом первый к полученной 
сумме снова прибавляет любое из чисел от I до 5 и так далее. Выигры¬ 
вает тот, кто первым получит число 50с Кто выигрывает при правиль¬ 
ной игре: начинающий или его партнер? Какова выигрывающая страте» 
гия: какой ход нужно сделать вначале ж как, играть дальше, чтобы 
выиграть? 

б). Решите ту же задачу, если разрешается называть числа от 1 
до 5, а требуется получить число Ус . 

Указание к задаче 2Л2. б' Пусть остаток от деления ?% на 6 
равен Ъ . Если Ч-р * то выигрывает второй; его стратегия: іш 
ход „5" отвечать ходом ^6-3* - Если Ъ>С , то выигрывает пер¬ 
вый; правильный первый ход * , . 

* 3. Делители. 

" шЬт т мт *.адвв 

Б этом параграфе,, а также в ^ 4,5 ш 6 мы будем рассматривать 
только натуральн ые., то есть полые положи тель ные числ а. Возьмем 


м 


$ 
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какое-то целое число СС • и выпишем все его делители. Например, 
у числа Сі множество Я? всех его делителе* состоит из 10 

чисел : Л ] 

Множество Я) делителей данного числа (I всегда обладает 
некоторой симметрией , которую мы сейчас объясним. 

Если 6 - делитель числа СС 5 то СС =6 к , где К, 
целое число« Конечно, & при етоы тоже будет делителем числа СС 
Такие два делителя, произведение которых равно СС , называют 
до полнительными , Ианрммер, 3 и 16 - дополнительные делители чис¬ 
ла 48. Сопоставляя кавдому делителю дополнительный, мы получим 
взаимнооднозначное отображение множества на себя. Например, 
для числа &-УЗ это отображение можно задать так: 


Делитель т 2 зД 4 6 

Г24Т16 ІІГП 


• 8 Г І2~ Г6 | 24 [ 48* • 


Задача 3,1 , Приведите пршер числа, имеющего; 
а) ровно 5 делителей; б) ровно 6 делителей. 

Задача,3,2У Докажите, что если число -не является полным квад¬ 
ратом, то у него четное количество делителей, а если является 
квадратом - то нечетное. 

За дача З ^З * Пусть пелое число (Ь четно и не делится на 4, 
Докажите, что у числа СС столько же четных делителей, сколько 
нечетных. 

Указан ие. Постройте взаимнооднозначное отображение множества 
четких делителей числа СС на множество его нечетных делителей е 
Каждое натуральное число СС , больнее I/ шеет^по крайней 
два делителя: I ш СІ . Число СС называется простым, селя 
у него нет других делителей, и составным - если они есть. Вот 
иервш десять простых чисел: 2,3,5,7,П,13,17, 19,23,29* Можно 
доказать (см.задачи 4.4г ели 3.8^, что существует бесконечно мно¬ 
го простых чисел. Это знал еще Евюети 


§ 4. Про стые числа . 


Каждое натуральное число можно разложить в произведение 
простых чисел. 

Действительно, пусть нам дано составное число СС . Мы можем 


за 


разложить его в произведение двух множителей, меньше СС , 
Если среди шх есть хотя бы один не простой, то мы можем и его 
разложить в произведение двух сожителей. Если среди них опять 
будут составные, егш опять разлагаются на множители и т.д. 



Это пронесено может продолжаться бесконечно, поскольку 
каждый сомножитель меньше самого числа. (Б яшей схема на каждом 
81 втше"'числа меньше, по крайней мере, вдвое, чем на предыдущем 
"этаже"V В результате мы придем к ргадожэкию на простые множите¬ 
ли. 

Обычно равные простые множители собирают вместе и записывают 
разложение так: 

43 = 2 4 - 3 , 

в общем случае 

где Рі } Рг, Рт, * простые числа, (Конечно, пока не ясно, 
почему такое разложение е динственно . Это мы докажем ниже в *-б)* 

Чтобы начать процесс разложения данного числаЛ в произведе¬ 
ние простых, нужно найти хотя бы один простой множитель,. Никакого 
простого способа для этого не существует; воли про число Л > 
згрдиее ничего неизвестно, приходится перебирать простые числа' по 
очереди испытывать, делится ли СС на 2,3,5 и т.д. 

Пример . Разложим число 1970 на простые множители. Оно четно© 

- делится на 2. 

1970 = 2 • 985. 

Далее, 985 явн^ делится ка 5 
9Я5 = 5 • 197. 

Пробуем делить 197 на 7, II, 13 - не делится. Далее можно не 
пробовать; поскольку 17^ = 289 > 197, то 197 не может иметь ни 
одного делителя, отличного от I и 197, то есть 197 - простое, 

(Если 191 - ССк г где Х97 > Ос > 17, то I* К <С , а таких 

делителей Т97 не шеет^. Итак, 1970 =>2*5* 197. 

Задача 4.1. Докажите , что если четырехзначное число р 
нѳ делится: ни на одно простое число от 2 до 97, то р - простое, 

б*’ Докатите, что каждое составное число СЬ имеет простой 
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делитель р такой , что $ съ . 

АжЯ . Разложите на простые множители числа 1973 
1974 , 1975 , 1976 , 1977 . 

Разложите на простые множителя число 
Лазание. Это число делится на 2 І2 ~ / 2 іг +1 2 6 + * 2 У 1 
2 У +І и т.п. ' ' ' 

а) На столё 2ІГ книг. Проверьте, что если юс 
связывать по 2,3,5 или 7 книг в пачку, то всегда остается одна 
лишняя, 

^' Сколько должно быть книг на столе, чтобы всегда оставалась 
^ ^ *-к-.іывании по 2,3,5,7,17,13 штук в пачку? 

!:/сѵь РіуРгу ^рщ - любые простые.числа. Пргдоіайте 
* '' то рое при делении кѳ каждое из этих чисел рі дает 
* *• і і «6*?, «*•* л*). Г 

- докажите, что^ кроме р п р 2) рт существуют и другие 
простые числа. ' ? 

Любой простой даритель числа // , построенного 
в задоче в), отличен от р , } ..., 

Ш%&А л к? Докажите, что существует бесконечно много про¬ 
стых чисел вдда 4к+$ 

Назовем четное число "просто четным", если оно 
на раскладывается в произведение двух четных. Берны ли следующие 
утверждения: 

каждое четное число можно разложить в произведение просто- 

четных; 

б^ такое разложение единственно (с точностью до посадка сошо- 
жителе!!)? 

«0й^ 1 ?.^ и ,4 >в ,7ѳ Ьайдите все простые числа 0 такиз ч^о 
^ число рЧв - тоже простое; Н 
б/ число р г і IV - тоже простое. 


§ 5. Наи5о^^ігй_общий Делитель. Взаимно простые числа, 

Пусть ц ж в - два целых числа, не равные одновременно 
нулю. Рассмотрим все числа, на которые делится и СІ , и б 
одновременно. Выберем из них наибольшее число м назовем его 


нм^льш им о _бщим делителем, дальше будем обозначать наибольший 
общий делитель чисел а ж в через НОД (а, І) . 

Пршер. Общие делители чисел 4В м 30: 1,2,3,6. 


Гакш образом, отсюда видно, что НОД (43,30) = в* 


Точно также легко проверить, что НОД (4Д2М, НОД (2Г,9І)*7, 

НОД (І5,28)~І. 

Нели НОД (СЪ г в) з &і , то числа й. и 6 называются взате» 
но простыми . 

Докажите, что если ИОД (&,5}-&С и сь=а,.</, 
(і = в, СІ щ то числа Сі ( / 6/ взаимно прости. 

Пусть р - простое. Докажете, что либо Сс делит¬ 
ся на р , либо НОД (а,р) =/ 

Шрпс ли, что если НОД (а, $) » Щ| і(ё.с) ~сІ. 

то к нод (а, с) * а ? 

Выпишите делители каждого из чисел 441 и 686 
их общие делители и чадите НОД (441,686)* * 

Задача 5.5. Сократите дробь 78/195. 

(Разделите числитель и знаменатель на наибольшее возможное целое 
число^. 

а' Какое наибольшее число одинаковых букетов 
можно составить из 192 белых и 264 красных георгинов? 

б) Каков будет ответ в общем случае, если белых георгинов а 
штук, а красных - & шт ук? 

Выберете из следующих чисел всевозможные пары 
взаимно простых чисел: 14, 18,21,35,45,60,78,99. 

а) Нарисуйте числовую ось и отметьте на ней 
целые числа X , для которых НОД (X* у (2) ~ і! (красным *хше— 
7ом), КОД (X, /2) - 3 (синим светом) и НОД (Х,(2) - У 
(зеленым цветом). 

б) Кардите наибольшее трехзначное число. ^ , для которого 
ТОД (2^40)-зе . . 

При каких натуральных н будут взаимно просты 

■ исла: 

а) 2/г^З и П л і у 

б) дп, + { ѵ 5/1+2. ? 

в) и /гѵ-,3 ? 

РеіШіе Лжй б. Предположим, что числа и 5п,+2 

имеют общий делитель СІ . Тогда число 3(5/1+2) -5(3/ъ //) *= | 
тоже имеет делитель . Значит ; сі - 1 * Следовательно, 

3&+1 и 5/ь +2 взаимно просты при любом /?. . 

Теперь сформулируем основной гЬакт, в который упирается дока¬ 
зательство единственности разложения на простые шожитвли 







Ірот ма _І . Если числа О, и ё взаимно просты и произведение 
ёх> делится на О* в то ОЗ- делится на СЪ . 


То же само© можно сформулиров ать, введя новые буквы» так, ^ 

^орека-ХІ Еслж числа Сь ѵГё взаимно просты и вх * а# * 
то существует і такое, что и __ 


В следующем параграфе ( г 6 ^ мы докажем, исходя из этой тео~ 
ремы, основную теорему арифметики, В ^ 7 мы дадим простое геометри¬ 
ческое объяснение теоремы I. А в г 9 мы приведем короткое алгебраи¬ 
ческие доказательство теоремы I* 

За дача .5.11° в) Рассмотрим такое отображение множества 

Х»(о; >;г ; ..4Ч9} 

в себя: каждому числу X- ставится в соответствие остаток от деле¬ 
ния числа Ч'Х* на 50. Будет ли это отображения взаимнооднозначным? 

б^ Тот же воир с для такого отображения того ж множества 
X * Ж —*■ остаток от деления числа 8Ж на 50, 

в)* Для каких чисел (X и В следующее отображение множе¬ 
ства X ■* ) в-і} в себя: 

X остаток от деления числа и^Х- на ё 
будет вз аимнооднозначным? 

Зада ча 5 .II. Найдите число, при делении на которое три числа; 
480В08, 5088ІІ и 723317 дают одинаковые остатки. 

Задача 5< Т2. Докажите, что для любого го >8 количество 
натуральных чисел, меньших іЪ и взаимно простых с нем, всегда 
четно. 

Это количество обозначается обычно через я) (1/ • 

^Функция Эйлера®*); например, ^(3)* 2. ; 4 І( 1 /) "2; (5) ** У, 

5 6 , Основная те орем а арифметики, 

В § 3 мы показали, что всякое число можно разложить на про¬ 
стые множители. Теперь, пользуясь теоремой I, мы можем доказать 
больше. 

уеоре ма 2„ С “Основная теорема ариѳметики" Ѵ*~ 

Каждое натуральное число разлагается на простые множители 
единственным образом. 

До5 0 тельство . Сначала докажем такую лемму. 


Лемма I. Если числа <р 7 р<>Рг, * } рп " простые и произве- 
ден ъь ~ргр г ... - О* Длится на , то одно го чисел Д радио 

0 ' ; _ 1 _-_—-— 

Прежде всего заметим, что если простое число р давится на прос¬ 
тое число $ , то (в противном случае , если р ^ ♦ 

то р и (7. взаимно просты - простое число, по определению, не 
имеет делителе^, кроме самого себя и единицы^. 

Отсюда сразу следует утверждение леммы ДЛЯ п~1. Для Я ~ 2 
оно вытекает прямо из теоремы I: если Р, р% делится .на и 
р г ^ ср , то делится на ^ (то есть р г -Ц, ^• 

5 Доказательство леммы для я -3 проведем так. Пусть р,р?рз 
делится на $ . Если , то все доказало. Если р 3 -4 <р, 

то, согласно теореме I, р, рг • делится и© Ср . Таким образом, 
случай /I =3 мы свели к уже рассмотренному случаю Я . 

Точно так же от Я =■ 3 мы можем перейти к случаю Л> = У * 

затем - к /г * 5* , и вообще, предполагая, что да Я* К 

утверждение леммы доказано, мы можем легко доказать его для 

/Ъ ~ К*I . Это убеждает нас, что лемма верна для всех СЪ * 

(Такой способ рассуждений называется доказательством по 
индукции^. 

Теперь докажем.наконец, теорему 2, 

Предположим, что имеется два разложения числа СЪ на простые 
множители* 

СЪ = рРг »* •• рп, - ’ * * *рС « 


Так как правая часть делится .на 9 то и левая часть * . 
равенства должна делиться на ^ , Согласно лезяме I, одно из чи¬ 

сел Р*>рг.>Р$, ^, рп. равно * Сократим обе части равенства 

на а і . 

Проведем такое ко рассуждение для ^ * затем для ^ ? . » 

для ^ ,Б конпе конпов справа сократятся все шожители и оста- 
потея I. Естественно, и слева ке останется ничего, кроме I, 


Отсюда мы заключаем, что два разложения />/Д "-Рп, и 


^7 Рі. **• 


могут отличаться только порядком сомножителей. 


Используя основную теорему арифметики, .можно доказать такие 


предложения. 

І.° Для того, чтобы число делилось на число о • не^б 
ходшо и достаточно, чтобы каждый простой множитель, входящий в 
разложение числа в , входил и в разложение числа 61 ; прячем, 













вели простой множитель входит- в разложение в К раз. то в раз¬ 
ложении числа а. он должен входить не менее Н .роз.' 

. 2 • П У СТЬ ^ ^ разложена на простые'множители. Тогда 

чтоон найти нод (а, в) , нужна перемножить вре общие простые 

адовл а ' ш & 5 причем, если /> входит в адзложе- 

; ” Гі ? 8 раЗЛ0яени " * <^ аз и К * е , то в разложе. 

^ множитель должен входить # раз. 

/? ѵ • Пусть С - какой-нибудь общи'» делитель чисел гі. ж 

_Л_ " "‘.у ® ' “ наибольший общий делитель этих чисел. 

. оі Дн а обязательно делится на С 

4°. Пусть число а. делится на ^ к С , причем в и С 
взаимно просты. Тогда «. делятся не произведение' 6С 

'кс Ь лели?сянг * >« С , и Пусть 

/ • Тогда Л, делится на целое число &сЪ * /с 

Ч ‘ >5Ѵ число К называется намменыш; общим кратным В я С 

^/нод(в,с) = НО КС^С), 

« Вьшке&ть есо делители числа 7^ » ттЗ 
Сколько- делителей имеет число? 

ФѴ* ? І) ^4{ а ? г) 3 е -У* И п Р 

Согласно 1°, это будут числа ?'“• . ц е 
іі -л 2 . і! 6,3 » Ид удобно записать в такую таблицу . 

П~ 1 ~7?~ , ТП 

* ?•// 7-Я* Г-//* 

-1* Н ?’//* 7?//’ 

Всего их таким образом, Х2 штук 

«ЙТ в “ '*•" * 

§§й&ча 6 , 3 . Пусть Д. г = у™- ,•«.« _ ->, 

НОД (/?г я, *] Г 'г ч ’ 1дь к 4 ” нелче числа, 

-х * Ѵ=^ч каетте ’ адо “УЧ^вует тое целое ^ , ч *о 

36, 6Г Н8?ДИТе наименьшее ЧЕ0Л0 • которое делится да 
■ШО, шТ Лт тЯбйЯШв * чвдо * «* д о™рое делятся числа 576, 

- пол^ь н :2:і: “т т е г ло> п — 

пятая степень целого « " ^ ЧвТВерТаЯ тасть ~ 




Чету равно наименьшее о<5щее кратное: 

&) 3 * 5-7 и ? а) ц з гѵ ? 

Сколько существует чисел, меньших числа ^ л 
взаимно простых с ним» если 

а' О. = З 6 1 
61 <^\2 е -3^ ; 

^ Си - 2 & - З‘ г - > ѵ . 


докажите, что если р простое, то не существует 
оеяых т. и таких, что у>/тг г = п г 

Наедите наименьшее натуральное число X кото¬ 
рое дает* ’ * \ 

^}^к/:‘ат°к Г при делении на казвдое из чисел от 2 до 15; 4 

0) остаток 2 при делении на 3, остаток 3 - при делении на 

ч * оотаток 4 - ГІ Р Й делении КЗ 5,..., остаток 19 - при делении на 
20» 


і§г§2а_СиІ0. а) На каку® етеаекь числа 3 делится число 
I • 3 • 5 • 7 .., • 99 ? 

о) Каким количеством нулей оканчивается десятичная запись 
числа г* 2 • 3 ...-ТОО ? 

2аа§ЗЭ_&, ІІ. а- Придумайте три числа: О,., і и С таг, чтобы 
паібольиий общий делитель любых двух из них был больше г, а'ваябоп- 
ииЧ °У ,3 ' ! _ Асотель всех трех чисел, НОД (а, в, с) , равнялся I. 
к' Докажите, что наименьшее число, делкщееесл на О. , & и С . 


всегда разно 

НОК(й,Й,с) = 


я. в с - н од {а, В, с) 

ВОД(о,3)-НОД,(б.С) МОД(й.С) 



5 Пря мые н а реаетке^ Ли нейные урав нения. * 

Качнем с решения такой задачи, 

Задача^^т. Пу гь на клетчатой бумаге нарисован прямоуголь- 
ник ^размерами &*6 клеток (стороны прямоугольника «дут по линиям 
сетлч . Проведем диагональ и отметим все узлы сетки, которые 
на ней лежат. На сколько частей эти узлы делят диагональ?' ’ * 

Узлами мы называем точки, где пересекаются линки сетка. 

Правде чем решать задачу в-общем виде, рассмотрю несколько 
примеров. 

На рис.З но клетчатой бумаге взят прямоугольник м х 15. 
і:і ввдия, что узда делят диагональ на разные части, и число частей 
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равно 5. 

Диагональ прямоугольника 5 >“7 (рис.4> вообще кв проходит 
яерез узел, лежащий внутри прямоугольника 0 , число частей - I, 
Для прямоугольника 12 х 20 (рис. 5) диагональ разбивается 
узлами решетки на 4 одинаковых отрезка (каждый из них служит 
диагональю прямоугольника 3x5 клетокЧ 



<20 


р^с.З Рис.4 Рк.с.Й' 


Нарисуйте еще несколько прямоугольников на клетчатой бумаге. 
Проверьте* скажем, что диагональ прямоугольника 4 х 10 делится 
узлами на 2 равных части, прямоугольника 9 г, 15 - на 3, И х35 - 
на 7, 20 х 38- на 4. 

Теперь вы сможете догадаться, что ответ в задаче 7Л такой? 
диагональ прямоугольника (X х 8 разбита узлами на с*< » ЯОдД^,$) 
частей. 

Удобнее доказать более сильное утверждение: диагональ делит¬ 
ся узлами на <?! ~ ИОД (а,ё) р авных (как теперь принято говорить, 
конгруэнтных ) отрезков. 

Объясним, в первую очередь, почему отрезки, на которые диа¬ 
гональ делится узлами, будут равны . Для того, чтобы это понять, 
не нужен прямоугольник, удобнее говорить просто о прямой, прове¬ 
денной на клетчатой бумаге. Пусть прямая проходит через два узла 
решетки А ш $ » Будем двигаться по прямой в направления 

ДЗ • Пусть следующим за Я узлом* лежащим на прямой, будет 
С , а следующим за & - узел Я) Сргс.вК Ясно, что 

IЛ С | » ІЬЪ) : ведь мы можем передвинуть весь лист клетчатой 
бумаги щояь прямой А в так, что точка А перейдет в В * 
при этом все узлы клетчатой бумаги снова перейдут в узлы, следова¬ 
тельно, ближайший к Я узел С перейдет ь ближайший «с 6 . 
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Тем самым ж показали, что узлы ж нашей прямой расположены на 


равных расстояниях друг от друга. 

Теперь объясним* почему диагональ прямоугольника Сік8 
разбита на <& = Н0Д( сі, в) частей. Пусть К - какой-то общий 
делитель чисел (I и в . Тогда мы можем разбить каждую сторон! 
некоторыми у злами на. Я равных частей. Проведя через точки деле¬ 
ния линии сетки, мы разобьем весь прямоугольник на меньших 
прямоугольников, а диагональ при этом разобьется на М равных 
кусков (рис.7). Обратно, если некоторые узлы разбивают диагональ 
на іС равных частей, то, проведя через них линии сетки, мы разобьем 
ка К частей стороны, то есть получим, что Н - общий делитель СС 
и 6 (сс-КСіі , в* 

Итак., каждому общему делителю ІС чисел Си и 8 соответствуй 
(взаимно однозначным образом) разбиение диагонали на Н равных 
частей. Ясно, что самому мелкому разбиению (всеми узлами, лежащими 
на диагонали)» соответствует наибольший общий делитель. 

Задача 7,1 решена. 

Связь мекду узлами клетчатой бумаг.® и целыми числами, которая 
использовалась в этом решении* легко объясняется о помощью метода 


КООрДЙЧгЗТ. 


Выберем на клетчатой бумаге за оси координат две лшши сетки, 


за единицу масштаба - сторону клетки,, Тогда узлы сотки можно охарак¬ 
теризовать так: это - такие точки (?с,ф , обе координаты которых 
-целые числа. Будем их называть целым и точками , а все множество эти? 
точек (узлов) - решеткой» 
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(Таким образом, задачу 7.1 можно было бы сЛормулирова-гь <т: 
•на сколько частей целые точки делят отрезок с концами в т 

рисунке 8 по решетке проведена прямая, задаваемая уравне- 


шам 


Г !* 


иѵт ЧТО ТО Ев СШОе, 2 & ~ $ У- 41 

’ Л егко видеть, что все возможные точки решетка, лежащие на 

этой прямой - это 

(3*2)* (6,44 (9, 64(12, 8) , • 

по одну сторону от начала координат ( 04 > 

(—3 *, - 2 ), (— б » -44 •»« « л. 

тд ѵѵлтт«і агч* ФОЧКІ^ М* ^ ‘ агшеЙТЬ ООЩв* 

по другоу сторону. Короче, все эти і мл, 

Формулой: юс координаты 

ж*3і , у = Ж, 

где ~І - любое целое число. 

В общем .виде сформулируем наше наблщѳние так. _____ 

* ІаІЙма* Золи целые числа х и Ъ в “_° ^ ости ' Ц 

ся по формуле у^ві • где 4 “ произвольное 

целое число. - ----■-——-—— : — 

Эта те орема, разумеется - еще один вариант Формулировки тео- 

ремы I из § 5» . % _ 

" ' выше при решении задачи 7.1, мы дали наглядное объяснение, а 

в § 9 проведем чисто алгебраическое доказательстве. ••той > .,,,р .ма. 

Задача ?,2. а' Сколько целых точек лежит на отрезке, соеди¬ 
няющем тонкій (0,0' и (20,20' (включая его концы'? 

Тот же вопрос про отрезок, соединяющий точки: 

б' (20,0) и (0.28'; 
в' (0,0) и (-66,72'; 
г' (20,20) и (-36,92'; 
д' (1,7) и (253,43'. 

Задача 7.3 . Нарисуйте прямую, задаваемую уравнением 

20 х. - у , 

и напишите общую формулу, задающую все целые точки этой прямой. 
(Масштаб и размеры рисунка выбирайте так, чт .бы несколько хотя 
бы три, четыре точки решетки, лежащие на прямо», уместились на ри- 


суякеЧ То жэ задание для чршдыхі 
ЙІ 20х + 2.8 у - О ; 

в' 252 х, * №у ; 
г' 85и - -1*$ X . 

Решение _7,3_г'% После сокращения на Ж (85,153'=17 получим 
уравнение"прямо?7” 5м - -9Х . Ближайшие к узлу (0.0' пелна 

точки на это» прямой (5, - 9 ' и (-5,3', а общее решение х = эі . 
У*-91 .где і, - любое целое число. Рисунок сделайте сами. 

° мы научались решать однородное уравнение <*$ - тХ = 0 
в целых числах ( X,у) . 

Обсудил теперь, как устроено множество решений неоднородного 
уравнения Сіу - &Х - С , 

Начнем с примеров. 

Поимев Ь Рассмотрим уравнение 29 X +20у - 22 . Левая 
часть при всех Хи |/ делится на 4, а правая - нет. Следова¬ 
тельно, уравнение не имеет решений в црднх числах. 

Поиме в 2. Рассмотрим уравнение 28 У - 20X * № Ра3деяш 

обе части на 4. Получим: Чу-$Х*Ъ * Теперь начертим не¬ 
сколько пммых, уравнения которых Чи-5х - О, Чу- ох-і , 

Чи-5x^2, Ъ-5х:3, .... Чу-5х=Ч, { . Все эти прямые парал¬ 

лельны (рис!9', нужная нам прямая - четвертая снизу. Заметим, что 
она проходит через целую точку (5,0. А остальные целые точки на 
этой прямой расположены на равных расстояниях (точно так же; жав 

на прямой У и - 5X - О '. 

Отсюда ясно, что асе решения нашего уравнения в целых числах 


Х = 5-г-Уі, 

'у = Н + 5 і 


где "о — любое целое число. 


Теперь сформулируем общую теорему 3 . 
а' уравнение сш-вх = С тогда и только тогда имеет ре¬ 
шение (ХМ) в целых числах, когда С делится на НОД (О-,ь) * 
б' Если КОЛ (*,в) = і . С - произвольное целое число, то 
уравнение сш-вх =С имеет бесконечное число решений [х.у) 
в целых числах. Если известно одно решение (Х„ ,у,) , то все 
решения имеют вид 

р гдѳ ^ ~ л:о( * о ѳ цедо0 чисжо * _ 

Доказател ьство . Ясно, что если- И и 0 делятся на сІ 
при целых сс, и число тоже делится на • 

Таким обрезом , если С не делится на А (<*-,*; » т0 








У 

* '* 
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уравнение (3^ не шсѳт решений* Если же (X, , в и С делятся на 
^ , то поделив все члены на сі , мы прядем к случаю, когда 
ИОД { ) * I. Рассмотрим такое уравнение. 

Пусть одно решение ( X®) у о ) уравнения мы нашли: 

Оу, ш ёХо - с. , Тогда легко найти общую Формулу для 

остальных решений В самом деле, уравнение иу-в (.с *=■ С 
му можем написать теперь так: 

сцу - Іх - алу, - или ^(у-у») = . 

Отсюда по тѳс реме I получаем : Ж- * где 

^ - любое целое число* 

Эти общие Формулы выражают геометрически очевидный *акт: 
если прямая ~ вх-с проходит через целую точку » 

то все другие целые точки расположены на не 1 * с такими же интерва¬ 
лами, как и на параллельной прямо п &у~вх. — О 9 В самом доле, 
можно перенести плоскость так, что (0; 0' переедет в (Хо; у д ) 
и при этом наши прямые (к множества целых точек' совпадут. 

Осталось показать, как найти хотя бы одно решение (Хе;у 0 ) 
уравненія ау-вх * С (если НОД ((I, і) ~ і ^ • Заметим^ что 
достаточно сделать это для С ~ 1 • если (- Р$ ше ~ 

кие уравнения =і , то есть сіу, ~ в ~ / * то 

ДЬ = ОХ і , у 0 ~ будет решением уравнения ау-вос жС * 

Итак, ку^ио доказать таку ле мму. .. 

^Ге шіа % . Если НОД і а ,в ) ж I, то существуют целые числа 
дс. , ^ такие, что ау - вес, - і . __ 

Здесь ши дадим геометрическое объяснение этой леммы; очень 
короткое алгебраическое доказательство приведено в § 9* Но это - 
только доказательство существования нужных СС и у * А в § 8 
мы увидим, как де йствителъно можно быстро их найтя для конкретных 
чисел О, ж ё , даже довольно больших* 

Рассмотрим множество точек (СС; у) : О . О * ау- вос&а 

Это - параллелограмм с вершинами (0;0) 9 (О; і), (СІ; вн) , (&; в) \ 
(см.рис.9 внизу на стр. 50, где ч в ~5~ • Внутри него 

лежат сс-і пелых точек (на казщой прямой х = 4 , , ...* 

X- ~ а, - і по одной - ведь эти прямые пересекают параллело¬ 

грамм по отрезку длшш І>. Ноечатаем для каждой из этих (&- 1) 
пелых точек (Хс , у±) значение Щ ~ &у± - вхі . Это - иелое 
число , О С ау і - вхі < Сі * Прм этом разным точкам ( Хі ; уі) 


- 5* - 


обязательно соответствуют разные Сі (подумайте, почему'. 

Значит, соответствие (ХііУ0-~(Щ- 6**) ме.щу (8,-0 

целыми точками и (а ~ /) числами 1,2»*. . взаимнооднознач¬ 

но (проверьте это ;.ля рис.9'. В частности, найдется (Хс;У<) 
такая, что- ~ -/ 

Задача 7*4 . а> Начертите прямую Зу ™ >5х ; через 

какую ц&пую точку она проходит? Как записать все множество реше¬ 
ний этого уравнения в целых числах? 

Тот же вопрос для прямых 

а) Зу + 8Я * 2 ; в> *у * 8х = 

г) -Ч2у + $Ѵх ; д ) Эя-2у + //-0 . 

Задача 7*5Г Пусть НОД (а, ё)^і . ^ . Рассмотрим 

семейство всевозможных прямых , где С - целое 

число. 

На каком расстоянии лежат друг от друга и пелые точки** на 
ка; дой прямой? 

Ф Сколько прямых пересекает отрезок оси Оу от точки (0;О^ 
до точки (0,3^ (на считая его концов'? 

в' Докажите, что соседние прямые расположены на одном ш том 
же расстоянии друг от друга. 

г) Найдите расстояние между соседними прямыми (**ширину про¬ 
секи** меаду рядами деревьев в направлении $/х ® К 

указание к задаче в' * На каждой прш^ой сіу - вое •» С 
есть целая точка (ос^;у 0 ) . Перенесем плоскость параллельно так, 

чтобы (0;0) перешла в (Хе } у). Докажите,что тогда прямая 
сш-вх -і перейдет в ам-вх ^с+і ( в Щі-бх^О— 
в^<у-Дв»С ’). • ^ ^ 

а' Может ли число делиться на 8, а при делении 
на 12 давать остаток 10? 

б> Нарисуйте на числовой оси красным карандашом палые числа, 
которые при делении ча 4 дают в остатке I,синим - числа, которые 
при делении на 6 дают в остатке 3. Как записать множество чисел, 
удовлетворяющих обоим этш условиям? і 

в) Найдите общую формулу для «исея, которые при деяеиш на 
10 дают остаток 7, а при делении на 55 - остаток II. 

указани е к зад аче в >« Напишите общую формулу для решений 
уравнения /&х + У- ~ 2,5у > Н *а целых числах. 

Зад ач а 7.7. Двум мастерам приказали просверлить в рейке 
длиной з метра отверстия на равных расстояние друг от друга и от 
концов ре%й: одному мастеру - т расстоянии 20 см, другому -І2см,, 


- /*ч 
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Сколько Беэре отверстий проделано в рейке? 

б> Каково будет наименьшее расстояние между отверстиями? 

Замечание . Разумеется* в конітах рейки отверстия сверлить 
не надо. 

Задача 7.8. Отметим на числовой оси точки, дащие при 
делении на 12 остаток 5, красным карандашом, а точки, дащие при 
делении на ТВ остаток 13 - синем. Каково будет наименьшее расстоя¬ 
ние между краской и синей точкой? 

6) Тот же вопрос для двух множеств; чисел, дающих при делении 
на (Х Р остаток и чисел, дающих при делении на С1& остаток 

Яд$ача_7.Э . Имеют ли следующие уравнения решения в целых 
числах: 

а'' 6 х, - /бу » 220 ; 

б' Шоь+ 

в> * тх, 4-6&У = 2ѴЗ $ 

- 35’х + 204 а № • 


Если имеют, то укажите хотя бы одно такое решение и напишите 
общую Формулу для решения. Если, кет, докажите, что их не сущест¬ 


вует. 



,^0, Имеются контейнеры весом 130 кг и 160 кг. Нудао 


полностью загрузить ышш грузовик грузоподъемностью 3 тонны. Как 
вто можно сделать (укажите все решенияV 



Если Вам трудно отыскать ре¬ 
шение уравнения в целых числах, 
хотя Вы уверены, что они сущест¬ 
вуют (это следует из теоремы 3), 
то не обязательно * подбирать** 
решение или чертить на очень 
большом листе клетчатой бумаги 
прямую. Для этого есть более 
удобные способы, например, ал¬ 
горитм Евклида. Его мы ш изучим 
в следующем параграфе» 


•> 
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? В. Л^орита^Евклнца. 

Суіово "алгоритм 1 * (иногда пишут "алгоритм 1 * - это то же самоед 
означает "общий метод, применимый к целому классу задач". Обычно 
в математике подразумевается, что этот «метод можно сформулировать 
в вице совершенно точного описания - настолько точно и определен¬ 
но, 

; что любой человек, ут®»~ 

щи? только читать ж считать, монет его выполнить (для любой кон** 
кретной задачи, то есть для любых заданных ему значений парамет¬ 
ров^ ^. Например, вы умеете о помощью циркуля и линейки делить 
угол на две равные части, то есть знаете алгоритм, позволяющий 
любой угол разделить пополам. Вы знаете алгоритм, позволяющий лю¬ 
бое натуральное число СС , записанное в десятичной системе, раэде* 
лить на другое натуральное число в о отстатком - нравшю "даже- 
ния столбиком". 

Алгоритм Евклида - это правило, которое позволяет по двум 
натуральным числам: а ж в на^ти НОД (л, в) • в принципе* для 
этого можно предложить такой алгоритм: 

'р На^ти все делители числе (перепробовав все числа: 
1,2,..., ке превосходящие ѵС ^; 

2^ На^ти все общие делители чисел СС и в '(проверив, на 
какие из делителей і% делится 8 ^; 

3) Выбитъ из общих делителей наибольший. 

Или другой алгоритм: разложить оба числа на простые множители и 
воспользоваться следствием из теоремы 2, §6. Однако, если разло¬ 
жения на простые множители ни одного из данных чисел не известны* 
а числа большие, требуется много вычислений. 

Алгоритм Евклида позволяет найти НОЛ (&,$) в. этих случаях 
значительно быстрее, не отыскивая всех делителей ни у одного из 
чисел <1 и в . 

Что еще важнее - алгоритм Евклида дает нш путь к отысканию 
решений уравнения ож^ Іу я с в целых числах. Заодно мы ьще 
раз докажем теорему об этих уравнениях из § 7. 

Алгоритм Евклида основан на таком факте: 


1 Понятие алгоритма тесно"связано с понятием программы для 
вычислительной машины. Чтобы точно определить понятие "алгоритма*, 
нередко описывают вообршаеі^уго "машину 1 * и класс допустимых 
"программ" для этой машины. \ 


і 
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Лемма 3 » Пусть л 4~% , тогда Н6А(а, в) - КОД (6,1) ■. { 

' - - - - — ? -- -- -. . . ———• —■■* 

Покажем, что у пары чисел (й { $) множество общих делителей в 
точности такое же, как у пары чисел {в,*с ). Отсюда, конечно, 

будет следовать, что и НОД у этих пар одш и тот же. Итак, дока¬ 
жем, что каждый общий делитель чисел а к в является также 
делителем числа X , и наоборот, что каждый общий делитель чисел 
В и Ъ является делителем числа СЬ . 

Докажем сначала первое утверждение. Пусть О, и в делятся 
на лі с Тогда В у, делится на /п и си - вер, ~ X делится ка 

Пі о 

Перейдем ..о второму утверждению* Если 'ё и % делятся на 
РС , то вс^ делится на И и Си = вр і- % делится на № • 

Доказанная лемма позволяет легко и бистро находить НОД двух 
чисел. Посмотрим, как это делается. 

Пример. Найти НОД (273,1014). 

Решение^ Выполняем деление с остатком: По лемме 3: 


1014 «* 273 13 + 195; НОД (273,1014) * 

273 * 195 х I 4 78; * НОД-(195,273) - 

195 « 78 х 2 4 39; =Н0Д (195,78) * 

78 * 39 х 2, * НОД (78,39) * 

«39 

Оіввт: НОД (273,1014) » 39 в 

Метод отысканія наибольшего делителя, состоящий в последова¬ 
тельном применении леммы 3, носит специальное название - алгоритм 
Евклида і 

■Задача 8Д . Найдите наибольший общий делитель чисел: 
а> 987654321 и 123456789; 
б\ 16484 и 42282; 
в) 7 777 777 77? и 777 777. 

Ука зание к 8,1 . в) Здесь удобно использовать задачу 8.3. 
Задач а 8.2 . а) От прямоугольника 324 см х 14I см отреэают 
несколько квадратов со стороной 14I см, пока не останется прямоуго¬ 
льник, у которого одна сторона меньше 14Т ом. От полученного пря¬ 
моугольника снова отрезают квадраты, стороны которых равны его 
меньше* стороне, до тех пор, пока это возм жио, и так далее 
(рисЛО). На какие квадраты будет разрезан прямоугольник? (Укажи¬ 
те количество квадратов каждого размера). 

— т—-у—--—-г- б) Каковы, будет раз- 

а. Г меры самого последнего 

наименьшего квадрата, 

-!—— --и— Рис.Ю если Т акие ошрашш про* 


Рис Ю 




У 
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дела,» с прямоугольником ах в (Я • » - 

иг^ш. И» > «Н «уча. — » 

вас имеется два числа а к в , пр«л»« «»•**«’ • > - 

чаяв делим Л- на В и получаем остаток 1, , к -.'горьь меиъше, 

чем в ■ Затем делим число 0 на % и находи остаток * * 

котсры» меньше, чем . Далее, мы делим число %, на число 

~ , при этом получаем остаток Ц , чем ■* . « 

так далее, пока какой-нибудь остаток не разделится на остаток 

X. капало, без остатка (т.е. "О 

" ясно, что указанны? процесс обязательно кончится, поскольку 

кажды? остаток меньше предыдущего. а все остатки - неотршіа тель¬ 
ные числа. Последний остаток и есть НОД (а,в) • действительно,. 

г п - под (г*., %*.,) * нод (и-,, % *-г) ~ 

в ИОД(%і, I/) - нодСХ>, в) * ( л > 6) • 

С одной геометрической иллюстрацией алгоритма Ъяш&ь «и 
встоетийись в задаче 8.2. Белее известный и важный геометрическ 
вариант алгоритма Евклида - алгоритм отыскания наибольшей общей 

Го^гл — г» «— 

И». ОГКПОП * . ПОЛУ*.» ШШ *< 1 М 

„ей, пока ею лоамомо, г, , получае» остаток >е і Ч 
откладываем* пока возможно, Х 2 * полу чаш $ ? м 



тоавда, для отрезков (длины которых не целые числа может слу- 
литься, что зтот провесе никогда не кончится, а будет продолжат - 
ся бесконечно (никогда не получится остаток, равный нули - это 
произойдет з том случае, когда отрезки а и В несоизмеримы 
(вы вероятно знаете, например, что диагональ квадрата и его сторо¬ 
на несоизмеримый Но если этот процесс кончится, то последниі не 
оавный нулю остаток даст наибольшую общую меру отрезков «.и б 
„ то есть наибольший отрезок СІ такой, что а- НН , ь = са , 
,<це /С и € - целые числа. Это доказывается точно так же, как 
мы выше с помощью лемма 3 доказали, что алгоритм Евклида, приме- 
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ненннй к целш числам, даст НОД ( а, б ): а именно, у каждой 
нары отрезков (й § $), (в, г,) } (% > 7*) > (% 2 , Х 3 ) ... наибольшей 

общая мера будет одна и те же, а если ^л, целое число раз укла¬ 
дывается в Тл-і , то ясно, что их наибольшая общая мера - как 
раз . 

За дача 8 .3* Докажите, что для любых двух целых чисел а ж в 

нод (о,6) = ноА(а,а-0) . 

Указание. Проведите такое же рассуждение, как ж в доказа¬ 
тельстве леммы 3, 

Покажем теперь, как алгоритм Евклида позволяет найти решение 
уравнения в целых числах. Пусть, например, нужно решить уравнение 

273 Л + /ОМ у = /Л (I) 

Вше мы нашли НОД (273,1014)*39 из цепочки равенств, которые мы 
перепишем так: 

1014 - 273 • 3 * 195; 

273 - 195 • I * ?8; ( 2 ) 

195 - ТВ® 2 « 39; 

7§ - 39 4 2 - О, 

Поскольку 156 делится на 39; 156 * 39 х 4, то уравнение (I) имеет 
решения в целых числах. И цепочка равенств (2* позволяет найти 
одно из решений, последовательно подставив в виде 273+ 70 ІЧ 
(где ОС*, и у**. - целые 1 остатки ' 

т* /ом-т ъ ■ 2П М)+/ом / і 

Х ь * Ц* 273 - (МЧ-2П З)* 273’ Ѵ+ М/Ѵ(-0; 

г 3 - 39 * /ЯГ- «• 2 - ш • 3 • 

Конечно, удобнее сразу разделить все числа на 39, тогда в 
уравненіи (і) ш равенствах (2) (3) будут встречаться меньшие чис¬ 
ла: 


Чх+ 26 д* У , 


( 1 ) 


Отсюда 

5 * 7•(-3) 4 26 * I, 

2*7-4 + 26-(-1\ 

Г * 7*(|ТГ> + 26 а 3. 

Итак, мы нашли решение уравнения Ух +26у ~ у~3. 

Отсюда получаем решение (Т>: у ~/2* 

А общее решение, как следует из теоремы 3: СС * * ЧУ +26 і ' 
у = ІЬ 9 і - любое целое число. 

Например, при ^ -2 получаем $:■*=<? , У~~2 * 

Тот же способ применим и в общем случае. 

Если нужно решить уравнение 

ад ~ 6х - с 

(можно считать, что в>0 V, отыскиваем с помощью алгоритма 
Евклида НОД (<Х, в) : й - вф, + г, р 

$ * х, Г Т$ $ 

Ъ'Ърз+гз, 


%*~2 * Хп-і <^ п + * 

Ѣл-1 » Хп. У/Л+1 © сі 

ш пишем цепочку равенств, из которой находим представление 
в вще - бХо , где и Хе целые числа, 

Если С делится на с/* Н0Д(й 9 ё) ш а* О, с?, $ * &,с/,й*С 9 (І 
то числа (С,Хо , буд^т давать решение уравнений 

ад - Вх * с а 'У ~ 4 л * *> . 

А общее решение, как следует из теоремы 3 § 7 - 

т = е,Хо+а,ё і + . 

Зад ача 8Д . Найдите решение в целых числах уравнений: 
а) 75^ - 39 Ж * I. 
бѴ43х + 250^*77, 

ВМІ7Т5 у - 4473 СС * 6390, 

Начертите (примерно) прямые о такими уравненіями на плоскости 
°х</ и укажите на них несколько незлых точек. Выберите подхо¬ 
дящий масштаб. (Всю "сетку" целых точек рисовать не нужно). 

В последнем примере в) нужно сделать довольно много "шагов" 
алгоритма Евклида - делений с осте ^ом - праще чем найдешь НОД 
(1X7X5, 4473^ и решение уравнения." Интересно выяснить: какое 

~~і т "ТТо слё~дедёнйя іта“ШГчйала становятся не такими уж 
большими в пределах сотни. 








наибольшее число шагов нужно, чтобы наверняка найти ПОД* если 
имела А и 0 , скажем, не превосходят 50, или 100, или 1000? 

Сначала поставим вопрос по-другому. Пусть задано - чис¬ 
ло шагов в алгоритме Евклида, Каковы наименьшие И и в , такие 
что пара <ч *) требует /Ъ шагов? 

З адача 8.5 1 Пусть а > в > Г, > > г 3 >Х Ѵ > О > 

а='%Іьг, } (!) 

& ~ у (2) 

Ъ ж &3 , ( 3 ) 

2* * (4> 

% и • (5> 

Докажите, что СС>/3 . 

б) Пусть "алгоритм Евклида" продолжается не 5 шагов, а П, ; 
докажите, что тсзда ^ не меньше /I -го члена последователь¬ 
ности 

2, 3, 5, 8, 13, 21, .... (Ф) 

в которой каждый член равен сумме двух предыдущих* (©та последо¬ 
вательность довольно часто встречается в разных задачах ж носит 
специальное название ^Последовательность Фибоначчи"^. 

Указание к задаче 8.5 , а) Докажите последовательно неравен- 
отва : Х ѵ >, 1 , 1$ > 2., X, »5, 0,^/3 . 

Решив задачу 8.5 а\* легко ответить «а вопрос: за сколько 
шагов алгоритм Евклида справится о любыми числами, меньшими 100? 
Поскольку десятый член последовательности Фибоначчи больше 100, 


Ф« 2 3 5 8 I 13 I 21 I 31„ [ 551 89 I 144 } 

то, значит, десять шагов алгоритм Евклвда для чисел И 4* /00 
продолжаться не может. А числа 89 и 55 - пример такой пары, для 
которой он продолжается наибольшее возможное число - девять шагов. 
Задача,8,6» Докажите, что 


НОД (2°-І,2 10 - ІЬ 7, 
б^ Докажите, что 

НОД (2 4, - І,2 п -1) = 2 ВД _ I 

для любых натуральных ль ж Я . 

забудьте правила действия со степенями: 
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если т>а , то 2 т * 2 т " К - 2 х . Воспользуйтесь тем, что 
НОД ( а,$ ' = КОД ( Л / $ ' (задача 8.3'. 

Задача 8 , 7» а *’ Докажите, что число 2 46 + I взаимно просто 

о каждым из чисел 

3 ■ 2 * I; 5 в 2 2 + I; 17 ■ 2 4 + I; 257 » 2 8 + I, 

Докажите, что в последовательности 


2+1; 2Г + I; 


>4 о8 , у, , 

^ + 1, (С "г X , •» 9 ^ С, 


+ I 


любые два числа взаимно просты. 

Указ ание. Проверьте равенство 

2 16 - I - (2 8 + I' (2 4 + I' (2 2 + О (2 + I' 

Зада ча 8.8 . Докажите, что множество простых чисел бесконечно, 
воспользовавшись предыдущей задачей, 

Йіазание. Рассмотрите простые числа, входящие в разложение 
на множители чисел последовательности 

2 + I; 2 2 + I; 2 4 + I; 2 8 + І; 2 2 + I. 

Задача 8,Я» еЗ Имеется 35 целых чисел. Разрешается одновремен¬ 
но прибавить по единице к некоторым 23 из них. Доказать, что повто¬ 
рив эту операцію достаточное число раз, можно делать все данные 
числа равными. 

б^ Каким условиям должны удовлетворять числа ль и *ь 

, чтобы была разрешим© общая задача: заданы произволь¬ 
ные /ь целых чисел, разрешается прибавлять по едините к любым 

/п из них и требуется добиться того, чтобы все они- стали равными? 

* 

§ 9. Выберем кашенъшее. 

Здесь мы дадим краткие Формальные доказательства теоремы I 
(стр, І3> и леммы 2 (стр. 22 \ 

Доказательство лемм ы 2 . Пусть Л и $ - взаимно простые чис¬ 
ла. Рассмотрим множество С7 всех натуральных чисел 3^ представи¬ 
мых в виде X * ** $ * , и выберем в нем наименьшее число сі . 

Докажем, что Ос делится на сі . Разделим €1 ш сі о остат¬ 
ком: а - с/д, + 1 ж пусть О * Ж „ поскольку У , ОНО 
имеет вид сі = Сіу Ф - воОо , следовательно, 

Х = а-с/у - а - ау у, - б<$, х*> ~ а(1-с?у<,)- в{ухе) . 

Мы видим, что ТбУ , О* Х«А. 


т _ 

>> д*- 











V. 


- 59 - 

Поскольку мы предположили, что с( - наименьшее число в 
У , получили противоречие* Значит, СС делится на Ж * 

Точно так же докажем, что % делятся на (I (проведите рас- 
суждение!^. Значит, сС-1 . Лемма доказана. 

Доказател ьс тв о тео ремы I. должны доказать, 

что если йл. делится ка ё и НОД ( в ^ 58 I, то С делится 
на В . 

По лемме 2, существуют X , Ч такие, что - юЖ , 
Тогда С * *ёлС = Осу-0'ХС , очевидно, делится 

на 4 . 

Второй способ. Рассмотрим множество У всех натуральных 
чисел 2 таких, что ЛЕС делится на в . Пусть СІ - наименьшее 
число в У „ Легко видеть, чт ,л Сс €. У , $ €. У . Аналогично 
доказательству леммы 2 докажите, что а делится на и і делит 
ся на сС (иначе в У оказался бы остаток от деления или 
$ на сі \ Поэтому ^ і « 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В этой брошюре помещены разные задачи по мате¬ 
матике для учащихся Республиканской заочной мате¬ 
матической школы (РЗМІИ). 

В первом разделе помещены задачи, которые надо 
было решить для поступления в заочную математиче¬ 
скую школу в 1954 и 1965 годах, и приведены их решения* 
Во втором разделе помещены задачи для самостоятель¬ 
ной работы. 

Мы советуем вам прежде всего внимательно про¬ 
читать решения тех задач, которые вы посылали на 
конкурс, разобраться в них, проверить, не ошиблись ли 
вы в своих решениях. Потом интересно попробовать 
решить те задачи, которые у вас не получились, и опять 
сравнить свои решения с теми, которые даны здесь. 

Разобравшись в задачах конкурсной работы, попро¬ 
буйте решать задачи из второго раздела. 

Если вы не выдержали конкурса и не приняты 
в заочную математическую школу, но все-таки хотите 
заниматься математикой по -нашим заданиям, бы може¬ 
те попробовать организовать у себя в школе группу 
«Коллективный ученик РЗМІІІ». Соберите несколько 
своих товарищей — учеников, перешедших в IX класс, и 
попросите вашего учителя математики взять на себя 
руководство группой, т, е. проверять работы, которые 
вы будете выполнять по нашим заданиям. Если учитель 
согласится, пришлите нам заявление, и мы будем регу¬ 
лярно (примерно раз в месяц) высылать вам брошюры 
с заданиями Республиканской заочной математической 
школы и указания руководителю группы. 

Заявление присылайте по адресу: Москва, В-234, 
МГУ, мехмат, Заочная математическая школа, руководи¬ 
телю вруши «(Коллективный ученик РЗіМШ». 
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Брошюры с заданиями РЗМШ издаются издатель¬ 
ством «Наука» в серии «Библиотечка физико-математи¬ 
ческой школы». Вот названия первых трех выпусков: 
«Метод координат», «Функции и графики», «Задачи по 
элементарной математике» (последовательности, комби¬ 
наторика, пределы). 


! ЗАДАЧИ ВСТУПИТЕЛЬНОЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

В ЗАОЧНУЮ МАТЕМАТИЧЕСКУЮ ШКОЛУ 

(1964 г.) 

1. Двое играют в такую игру: первый .называет 

і однозначное число (т. е. целое число от 1 до 9 включи¬ 
тельно), второй прибавляет к нему еще какое-нибудь 
однозначное число и называет сумму, к этой сумме пер¬ 
вый прибавляет еще какое-нибудь однозначное число и 
опять называет сумму и т. д. Выигрывает тот, кто первым 
назовет 66. Как нужно играть в такую игру, чтобы вы¬ 
играть? Кто выиграет при правильной игре: начинающий 
или его партнер? 

2. Разложить на множители: 

а) ^ 8 + х 4 -И (на 3 множителя); 

б) х ъ +х+1 (н а 2 множ и тел я)* 

3. Из вершины В треугольника АВС проведены 
медиана и высота. Оказалось, что они делят угол АВС 
на три равные части. Определить углы треугольника АВС . 

4. Четверо ребят—Алеша, Боря, Ваня и Гриша — 
соревновал ись в беге. После соревнований каждого из них 
спросили, какое место он занял. Алеша ответил: «Я не 
был ни первым, ни последним». Боря ответил: «Я не был 

■ последним», Ваня ответил: «Я был первым». Гриша от¬ 
ветил: «Я был последним». Три из этих ответов правиль¬ 
ные, а один неверный. Кто сказал неправду? Кто был 

і первым? 

■ 5. Сколько существует шестизначных чисел, все циф¬ 
ры которых нечетны? 

6. Доказать, что в произвольном треугольнике: 

а) сумма длин медиан меньше периметра; 
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б) сумма длин" медиан больше трех четвер геЛЙГТГерЕР" 
метра. 

7. На столе лежат книги, которые нужно упаковать. 
Если их связывать по 4, по 5 или по 6 з пачку, то каж¬ 


дый раз остается одна лишняя книга, а если связывать 
по 7 книг в пачку, то лишних книг не остается. Сколько 
книг могло быть на столе? 

8. (Построить треугольник по двум сторонам а и Ь, 
если известно, что угол против одной из них в 3 раза 


больше угла против другой. 

9.” а) ■*Найти и 'все‘ і Целые- ' *шёяа : , н удовлетворяющие 

1 ТП Л ПТТЛТТТІ тЛ • ^ '* • ѵ /л • > - л. - V - • • » ь * ‘/і С. # * X * * < • • V* 


уравнению 


хЦ-у : *= : ху. 


• . Г .V ? 1 * * 


Какие- целые положительные числа, могут- удовле¬ 
творить уравнению. .. 

. : х+у + г=х^г? ■ 

к У * !» Г * 4' .* / } * * • * ч - / г ■; * «V > - . - . ^ .. ,ѵ . ■ 

1 9 / • * • * **- • і .* * • і ' * * , *• • * • ' * *.. ; ^ і ^ ^ і і ^ І. 

КУ. -ЁсЛИ' некоторое 1: четьирехзиачйое■ число-•умножйтв 
н а' ічетьірёхзначіноё • ічмсло; 1 з айясаиноё тёмн; же : цифрам и 
в’ЬббаТйОм аТоряДке. тО получается восьмизгіачнре число, 
у 1 которого ’ последние три 1 цифры 1 — нули. *-Найти - всё № 
кие четырехзначные числа. .л гт> »г.т, 

11. а) Построить окружность; которая каеаетёя Дай¬ 
ной окружности в данной дочке и данной прямой. : 

б) Построить окружность, которая касается данной 
окружности и данной прямой в‘ данной Точке. 

12, а) Сколько корней имеет уравнение.,, 


.. ? ? 

^ «к * я $ 


* 4 * I * ; ■ •» * • • 1 д, 0 | ‘0? ^ * ‘ * к ( {•' - 1»• I *. %• | % І* I ? \ І *■/ 

ъ *■ • * 

^ * * * " і. # л 1 *• * * *: ^ * ■* * і * * ** • » Ъ I I і • / I 

.6) Нарисуйте трафик ' .. 

і ^ ^ о • у * \ 4 .. 1 **•*«. -•»«»<*• і л г' I } ,і * (1. I а • 4 За « 


Я •' 1 *• 


.• ;ДП і. 


* г * г # У і * • * I * ’ 4 ■ » 


* * а , *• і. * * * ' Ѵ і І * » 


аіі • а : а л «'“-•‘•-у Зіл?) -г* 1.' •'.. 

, _ І I . 

I I і •* І . «І * » • 4 к І 1 * 9 і • » 1 * * > * * . . е * # 1 » • к . # * • р г « І »■',»../» И » ,»> * ^ ' ѵ 1 і ‘» 

..,м;‘П ; р й/м е ч; а й и е. Через |*ѵ,[ обозначается . дбсодюхиая 

В6Л Й.ЧІШ а ЧИСЛа Ь , *.г*, »;: 




А . * * • / * і • * 1 . » 


**,♦*«•*. * » , !•'- ( » • 


і ^1 ^ . •* і' 4 ► 4 •' ъ * ! к ѵ а ѵ > і- ' І Щ і • 4 


; ЗАДАЧИ вступительной контрольной РАБОТЫ • ■ 
в ЗАОЧНУЮ МАТЕМАТИЧЕСКУЮ ШКОЛУ «л- ‘ ‘ГШ 

; .г і і к !• * Ы'ч і ■ < ' 1 • >' • і . і, „ ^.1 ОвЙ і Г»| ' ' • і ь і I. і і і I % . * »!,ч г /; к і . 


* і и » г /с * » 


• »' п * г *'• 


1. Доказать, чро „ число ,ІѴ? .оканчивается »ш ту , же 

Цифру, ЧТО И;Л;И6Л0.ІѴ*.. *.ѵ »1«ДМ Д/ і*ш;ді < 


*6 


;21 Четырехуіголыниік АВСІ) ооисаи около окружности 
с центрам О, Доказать, что «сумма углов ЛОВ и СоЬ 
равна 180°. 

. 3. Решить уравнение : 1 ••-*■. ' . г • 


*: о с* 


\х И —2^\х -г- 2 1Ч" 3 ]х — 3| — 4. . 


(Решить уравнение —это значит найти 'всё; чисугаѴ удов ¬ 
летворяющие этому уравнению, и доказать, что других 
таких чисел не существует,) 

4. В турнире участвовало 5 шахматистов. г Определить 
результаты всех партий, если известно, что каждый 
сыграл с каждым но одной партии и все набрали разное 
число очков, причем: 

а) занявший первое место не сделал ни одной ничьей; 

б) занявший второе место не проигпал ни одной 
партии; 

в) занявший четвертое место - не выиграл ня одной 
партии, 

(® шахматных турнирах выцправшему начисляется 
одно 7 . очко, про игр нв ш ему — пуль очков; .если г партия 
закончилась вничью, каждому из игравших начисляется 
по 72 очка.)... : , 

5,. Доказать, что .площадь правильнаго врсьмиуголы- 
ШІка 'ривіна произведению наиіболыпей и наименьшей 
диагоналей. (У правилынаго' воеьмиугол ьіник а все сторо- 
ны равны между собой и все углы равны между собой.) 

6. «Каких чисел больше среди перваго миллиона: тех, 
в 'записи которых (Встречается единица, или тех ів записи 
которых ее нет? 

7. Высоты треугольника АВС пересекаются в точ- 
ке О. Известно, что ОС—АВ. Найти угол при вершине С. 

8. Числа х и у положительны, и х-\- и= 5. і\акое 
наименьшее значение может принимать выражение 

-І.+Л, 

X 1 V ' 

9. Клетки шахматной доски занумерованы по поряд¬ 
ку числами от 1 до 64: первый горизонтальный ріяд — 
слева направо числами от 1 до 8, второй горизонтальный 
ряд —тоже слева направо числами от 9 до 16 и т. д. 
На доске расставлены восемь ладей, так, что они' не 
бьют друг друга. Какие значения может принимать сум- • 


7 














ма номеров клеток, на которых стоят ладьи? (Ладья 
бьет все клетки, находящиеся с ней в одном горизон¬ 
тальном или вертикальном ряду.) 

10. Прохожий, идущий вдоль трамвайной линии, за¬ 
мечает, что его .каждые 7 минут догоняет трамвай и 
каждые 5 минут проходит трамвай навстречу. Через ка¬ 
кой интервал времени отправляются трамваи с конеч¬ 
наго пункта? (Считается, что трамваи отправляются 
с конечного пункта через ранные промежутки времени 
и движутся от одного конечного пункта до другого 
с постоянной скоростью и без остановок; прохожий тоже 
идет с постоянной скоростью.) 

11. На плоскости даны три параллельные прямые. 
Построить квадрат так, чтобы три его вершины лежали 
на трех данных прямых. 

12. Каким должно быть число а, чтобы уравнения 

х ^ И - ах -{- 1 = 0 и х ^ ах ? -{' 1=0 
имели общий корень? 

13. Дан треугольник ЛВС. Из его медиан построен 
треугольник А\В\С\, а из медиан этого треугольника 
построен треугольник Л 2 В 2 СѴ Докажите, что треуголь¬ 
ники АВС и Л 2 В 0 С 9 подобны, и найдите коэффициент 
подобия. 
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РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ВСТУПИТЕЛЬНОЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

1964 г. 

1, Проще всего разобраться в том, ікак нужно играть 
в эту игру, начав «с конца». Тот, кто назовет 66 , (выигры¬ 
вает. Значит, тот, кто назовет любое из чисел 57, 58, 

..., 65, проигрывает, потому что его противник сразу же 
сможет назвать 66 . Отсюда следует, что тот, кто назо¬ 
вет 56, выиграет, так как он заставит противника на¬ 
звать одно из «проигрышных» чисел. Точно так же мож¬ 
но проверить, что числа 47, 48, ..., 55 — «проигрышные», 
а число 46 — «выигрышное» и т. д. Итак, «выигрышны¬ 
ми» числами являются 66 , 56, 46, 36, 26, 16, 6 . 

Начинающий игру выиграет, если он сразу назовет 6 
и потОхМ независимо от лого, что называет противник, 
будет все время называть «выигрышные» числа. Если 
же он хоть раз отступит от этого правила, то проиграет, 
так как тогда его противник сможет назвать «выигрыш¬ 
ное» число. 

Точно так же «с конца» можно разобраться в любой 
подобной игре, где имеется не слишком много различ¬ 
ных «позиций» и поэтому можно перебрать их и разде¬ 
лить на '«выигрышные» и «проигрышные» (и «ничейные», 
если по условиям возможна ничья). Предлагаем вам 
еще две игры такого рода: 

1) В нижнем левом углу шахматной доски сто¬ 
ит пешка. Одним ходом ее разрешается сдвинуть на 
одно из соседних нолей: вправо, вверх или по диа¬ 
гонали вправо-вверх. Проигрывает тот, кому некуда хо¬ 
дить. 

2) Имеется три кучки спичек. В одной — 3 спички, 
в другой — 5, в третьей — 7. Одним ходом можно взять 
любое число спичек из одной кучки. Выигрывает тот, кто 
возьмет последнюю спичку. 
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“2. а) х*+х 4 +1 =л^+2л>’+’1— х*= . ~.~ 

= (х 4 + Х 2 +1) (х 4 -Х 2 +1); 

Х 4 + Х 2 + 1 =Х 4 + 2х 2 + 1 -Х 2 = (х 2 + 1) 2 — х 2 = 

= (х 2 +х+1) (х 2 —х+1). 

Поэтому 

^ х 8 +х 4 +1 = (х 2 +х+1) (х 2 —х+1) (х 4 —X 2 + 1). 


$ іЙгіій+Л =^ 5 -х 2 +х 2 + х+1 = 


=х 2 (х 3 -1) +х 2 +х+1=х 2 (х’-г 1) (х 2 +х+1) +х 2 +х+1 



— (х 2 +х+1) (х 3 -х 2 +1). 


3. Яу-отьв треугольнике Л В С высота 8Нн медиана 
ВМ делят угол АВС на-три равные части,- Будем счи¬ 
тать, что-точка Я лежит между точками М и С. (Чертеж 
.сделайте сами.) Опустим -из точки М 'перпендикуляр 
на АВ. Его основание — точка К — ‘леіжит на самой сто¬ 
роне-ЛЯ, а не на ее продолжении, так как углы ЛВМ 
и ВАМ, острые (угол АВМ равен одной трети угла.ЛЯС 
и поэтому не может быть больше-60°; угол ЯЛМ не мо¬ 
жет быть тупым, так как иначе высота ВН проходила 
бы-вне утла ЛЯС), Треугольники ВКМ и ВМН равны, 
так как-имеют общую гипотенузу ВМ и равные углы.при 
вершине В; Кроме того, треугольники ВМН и ВИС раз- 
«ыр тик- как-они имеют общий катет ВН и равные углы 
при вершине Я. Из равенства треугольников мы полу¬ 
чаем М ,+= МИ=- НС, Так как ВМ — медиана, то АМ~— 
^МС. Отсюда АМ=МС= МН А- НС—2МН=2МК. Мы 


получили, -что в. прямоуголыном треугольнике - Л МК, ка¬ 
тет • •МК равен половине гипотенузы АМ. Значит, 
угол КАМ' равен 30°.- Так -как точка К лежит на самой 
стороне ЛЯ (а не на ее продолжении), угол ДЛМ совпа¬ 
дает с углом 1 'ЯЛ Сі Таким образом,-мы нашли один и’з 


углов треугольника ЛЯС., Из прямоугольного треуголь¬ 
ника ЛЯ#'мы получаем, что угол ЛЯ# равен-60°. Но 

этот угол 1 составляет ~ угла АВС. Отсюда ’угол ЛЯС 


равен- 90°, Итак» треугольник ЛЯС должен иметь углы 
«зОу : 60 іи .90 •'» Летеэ проверить, что в тиком треугольни¬ 
ке высота и медиана действительно делят прямой угол 
на три равные части. у . ь 
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. Замечание. Многие из решавших эту задачу до¬ 
казали только, 'что треугольник с углами 30, 60 и 90° 
удовлетворяет поставленным условиям,, Но самая суще¬ 
ственная и трудная часть решения задачи состоит не 
в этом, а в доказательстве того, что других таких тре¬ 
угольников не существует. 

4. Будем вместо имен писать только первые .буквы. 

Предположим, что А. сказал .неправду. Тогда все осталь¬ 
ные сказали правду, т: <е. В. 'бьгл первым, а Г. последним. 
Следовательно, А. не был ни первым, ни последним и* 
значит, он сказал правду. Мы пришли к противоречию; 
значит, А. сказал правду. іг!( , , 

: Предположим,..что Б. сказал неправду, т, е.оц был 
последним. Тогда Г, должен сказать правду, т. е. он 
тоже на последнем месте. Мы пришли к противоречию; 
значит, Б. сказал правду. Пусть В. оказал’ неправду, 
а все остальные — правду. При этом А. должен .быть на 
2 или 3 месте; Б.— на '1, 2 или 3; В. (он оказал неправ¬ 
ду!) — на 2, 3 или 4, Г.— на 4. Мы видим, что первым 
мог «быть только Б. 

Остается проверить, .не подойдет ли и последний ва¬ 
риант, а именно, что Г. сказал неправду. Тогда : все 
остальные сказали правду и, значит, никто не занял 
последнего места. Этого не может быть, значит, Г. ска¬ 
зал правду. 

Итак, мы доказали, что неправду сказал Ваня, а пер¬ 
вым был Боря. ‘ 

5. Существует всего 5 нечетных цифр: 1, 3, 5, 7, 9. 

Значит, первую цифру нашего шестизначного числа мы 
можем выбрать пятью способами. К любой первой цифре 
]йы можем приписать любую вторую, т, е. имеется 
5x5 = 25 способов 'выбрать.первые две цифры. К каждой 
из этих пар можно приписать любую из 5 цифр в качест¬ 
ве трётьей цифры, т. е. имеется 5 способов выбрать пер¬ 
вые 3 цифры. Рассуждая дальше аналогично, получим, 
что существует 'всего 5 6 =і15 625 способов составить набор 
из 6 нечетных цифр, т. е. 15 625 шестизначных чисел,шее 
цифры которых нечетны- г №* пн ^ - 

6. а) Докажем сначала, что ів любом треугольнике 
АВС медиана ВМ меньше полусуммы заключающих' 
сторон .ВА и ВС.. Действительно, если; на продолжении 
ВМ за точку М отложить отрезок МВ. = МВ, то четырех¬ 
угольник А ВС В будет п аір аллелогір аммом (поскольку 
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АМ = МС и ВМ = МО ), т. е. /Ш = ВС. Но ів треугольнике 
А ВО ВО<САВ+АО; значит, 2МВ<АВ + ВС. 

(Пусть теперь а\ г (к и аз — стороны произвольного, 
треугольника, а т ь т 2 и т 3 — медианы, проведенные к 
серединам соответствующих сторон. По доказанному, 




% + д з 




+ «2 


Сложив эти неравенства, получим: 


Ш\ -гр ш о + т% <+ #і + ^2 + 


б) Сохраним обозначения, принятые в решении зада¬ 
чи а). Проведем только часть каждой медианы от вер¬ 
шины до точки пересечения медиан; эта часть состав¬ 
ляет, как известно, --длины медианы. Из рассмотрения 

трех получившихся треугольников можно заключить, 
что 

2 2 2 2 2 2 
а л ш 3 , а 2 <^ ~з“ Ш\ + у т м %<; -у т х +• -у /%, 


Сложив эти три неравенства, получим: 

4 4 4 

а \ Л" Л" Д 3 <"у т і + ^ т 2 + “з* Щ, 

т. е. 

3 

пц -р т* -р /щ > -р а 2 -р <%)• 

3 а м е ч а н и е. Обозначим сумму длин медиан тре¬ 
угольника буквой М, (периметр — буквой Р. Мы доказа¬ 
ли, что отношение М:Р всегда заключено между- 4 - и I, 
Интересно, что эта теорема является «точной», т. е. для 

з 

любого числа С, которое больше и меньше 1, можно 

построить такой треугольник, что М:Р = С. 

7. (Пусть N — число книг на столе. По условию, N —1 
делится на 4, на 5 и на 6 , а значит, и на тх наименьшее 
общее кратное — 60, т. е. /V—1 = 60Д, где К —целое чис¬ 
ло. Таким образом, нам надо найти число N вида 
60/С+1, которое делилось бы на 7. Из чисел К= 0 , 1 , 2 , 
3 , 4 , 5 , 6 , как нетрудно проверить, подходит только /<=5, 
так что наименьшее число книг, которое могло быть на 
столе, 301. 
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Посмотрим, какие еще значения К годятся. Пусть 
60Д+1 делится на 7; тогда и 6(Ж+1—301 делится на 7, 
т. е. 60 (К —5) делится на 7 и, значит, /(—5 делится на 7. 
Отсюда /\ = 7ш + 5, где т —любое целое число. Значит, 
УѴ=60Д+ 1 =60 (7т+ 5) +1 = 420т+ 301. 

Ответ. На столе могло быть 420т+ 301 книга, где 
т — любое целое число, начиная с нуля. 

8 . Предположим, что такой треугольник АВС пост¬ 
роен. Пусть АС—Ъ % ВС = а и угол АВС в три раза боль¬ 
ше угла ВАС, т. е. если обозначить через х величину угла 
ВАС, то угол АВС будет равен Зх. Проводим из точки В 
до прямой АС отрезок ВЕ такой, что угол АВЕ равен х. 
Тогда треугольник АВЕ будет равнобедренным, поэтому 
АЕ = ВЕ. Треугольник ВСЕ также будет равнобедрен¬ 
ным, поскольку каждый из углов ВЕС и СВЕ равен 2х 
(угол ВЕС — внешний угол треугольника АЕВ ); поэто¬ 
му ВС=ЕС = а. Следовательно, АЕ = ЕВ = Ь — а, так как 
вся сторона АС равна Ь. 

В треугольнике ВСЕ нам известны все три стороны. 
Поэтому его можно построить. После этого на продолже¬ 
нии стороны СЕ откладываем отрезок ЕА = Ь — а. Тре¬ 
угольник АВС искомый. 

Действительно, у него, очевидно, ВС=а и А С =-Ь, 
Докажем, что угол АВС втрое больше угла ВАС. Тре¬ 
угольник АЕВ равнобедренный (АЕ = ЕВ = Ь — а) ; поэто¬ 
му угол ВАЕ равен углу АВЕ. Далее, угол ВЕС как 
внешний угол треугольника АЕВ вдвое больше угла ВАС. 
Поскольку треугольник ВСЕ равнобедренный (ВС=СЕ ) , 
угол ВСЁ также вдвое больше угла ВАС . Поэтому весь 
угол АВС втрое больше угла ВАС, что и требовалось до¬ 
казать. 

Задача имеет решение, когда из отрезков а, а и Ь—а 
можно построить треугольник, т. е. когда 3 а>Ь>а, При 
этом условии решение единственно (это следует из пер¬ 
вого абзаца решения и из единственности всех построе¬ 
ний). 

9. а) Это уравнение имеет два решения в целых чис¬ 
лах: х = 0, у = 0 и х = 2, у = 2. Самая существенная часть 
решения — доказательство того, что других решений не 
существует. Существует много разных доказательств. 
Приведем одно из них. 

Перепишем наше уравнение в таком виде: 
(х —Г) (у —1) = 1. Ясно, что произведение двух целых чи- 
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сел может равняться 1 только, когда оба числа равны 1 
или когда оба числа равны —1, Отсюда получаем два 
указанных выше решения. 

т іб) 'Будем 'считать, что Заменяя в левой 

части уравнения х и у большим числом г, получаем не» 
равенство Ъх>хуг. (Равенство может получиться, если 
только все три числа равны; но тогда Зг^-г 3 , что ^невоз¬ 
можно ійри целом положительном г.) ■ ■- 

: Такжакнпо условию е>0, можно (разделить обе части 
неравенства на г. Получаем ху< 3. Поскольку 0<х< у< 
возможны только следующие варианты: : 

х~ \у у = 1; х=1, у=2 . 

Подставляя.эти значения в наше уравнение, получаем 
в первом случае 2 + г = г—нет решений; во втором случае 
3+г=2г— одно решение: г = 3. Таким образом, наше 
уравнение имеет одно решение, удовлетворяющее, усло¬ 
вию <г: . ... . ;4Н і і 

х= 1, у = 2, г = 3. ; с 


Все остальные решения получаются из этого перестанов¬ 
кой. Всего уравнение имеет 6 решений в целых положи¬ 
тельных числах: 


' \ г }\ 


► г *. 

} ; > і і • і 



П! 



і ■ 


.1 


. , . * Г 

' ’ ' 5 ! 




X 

1 
1 

2 
2 
3 
3 



10. Пусть А —данное четырехзначное число, А*— 
четырехзначное число, записанное теми же цифрами, но 
в обратном порядке. Ясно, что «и А, нм А* не оканчива¬ 
ются цифрой О, т. е. не делятся на 10 (иначе число, запи¬ 
санное, цифрами в обратном порядке, не было бы четы¬ 
рехзначным). С другой стороны, мы знаем, что произве¬ 
дение АА делится на 1000, т. е. на 2 3 -5 3 . Это может 
быть, очевидно, только в том случае, если одно из чисел 
делится на 5 3 и не делится на 2, а другое — делится, на 2 3 


и не делится на 5 (если бы одно из чисел делилось и на 2 








и на 5, то оно оканчивалось бы нулем). Л: и. Л совершен¬ 
но равноправны, так что мы можем предположить, что 
А делится на 5 3 = 125, а Л* — на 2 3 = 8. . : йото м 

Нечетное число, делящееся на 125, может иметь толь¬ 
ко такие 3 последние цифры: 125, 375, 625, 875. Остается 
подобрать первую цифру чисел х125, х375, х625, х875 
так, чтобы перевернутые числа 52 Іх, 573л:, 526х, 578х де- 
лііодісь на 8. В каждом случае существует ровно одна 
такая, цифра. Найти ее можно непосредственно делением 

этих чисел на 8. - - й « 

Получаем, таким образом, следующие 4. пары чисел: 
4625 ж 5264 ; 4875 и 5784; 6125 и 5216; 6375 и 5736. . 

; 1.1. а) Пусть дана окружность с центром О., прямая р 
и точка А на окружности. Предположим, что построена 
окружность, касающаяся данной-окружности в точке А 
и прямой р ів некоторой точке X Ясно, что центр X этой 
окружности лежит на прямой О А и что радиус ХК пер¬ 
пендикулярен прямой р. Проведем прямую А К. Пусть 
В — вторая (кроме /1) точка ее пересечения с окружно¬ 
стью. Тогда ОВЦАХ В самом деле, треугольники ОАВ и 
АХ К подобны, так как они равнобедренные (О В --- ОЛ и 
АХ=тХК) и имеют равные углы при основании (угол 

ОАВ равен углу КАХ). . - ; • 

Поэтому можно предложить такое построение.-Про¬ 
ведем прямую О А и прямую, проходящую через точку: О 
и перпендикулярную прямой р .• Эта прямая пересечет 
данную окружность :в двух точках В\ ш В 2 * ; : - 

Через точки В\ и . Л проводим прямую до пересечения 
-в точке Кі с прямой р. Из точки К\ наоставляем перпен¬ 
дикуляр к прямой р до пересечения в точке Хг с прямой 
ОЛ. Окружность с центром ХІ радиуса Х\К\ искомая. 

■ : Действительно, эта окружность, очевидно, касается 
прямой р\ Нетрудно показать из рассмотрения углов, что 
треугольник АХ\Кі — равнобедренный, поэтому АХ х = 
К\Хи следовательно, построенная окружность касает¬ 
ся данной окружности в точке Л. 

Точно так же можно построить еще одно решение, ис¬ 
ходя ИЗ ТОЧКИ В2- ; ; 

Описанное построение становится невозможным в сле¬ 
дующих случаях: 1) когда точка Л совпадает с одной 
из точек В\ Ш В 2 (т. е. когда прямая р періпенДиікулярна 
ОЛ)., Если при этом, прямая, р не проходит через Л, то 
задача имеет одно решение, если проходит бесконечно 















много решений; 2) когда прямая р проходит через точку 
А и не касается данной окружности. В этом случае зада- 
ча, очевидно, ,не имеет решений. 

б) Пусть дана окружность с центром О, прямая р и 
точка А на прямой р. Предположим, что построена 
окружность, касающаяся данной окружіиостіи ів некоторой 
точке К и прямой р в точке А. Ясно, что цшр X этой 
окружности лежит на перпендикуляре, восставленном 
к прямой р в точке А, и что точка К лежит на прямой ХО 
Проведем прямую КА. Пусть В — вторая (кроме точки 
К) точка ее пересечения с заданной окружностью. Тогда, 
как мы уже говорили при решении задачи а), ОВ\\ХА. 

Поэтому можно предложить такое построение. Про¬ 
ведем прямую ЛЯ, перпендикулярную прямой р, и пря- 
мую, перпендикулярную прямой р и проходящую через 
точку О, Эта вторая 'Прямая пересечет окружность в двух 
точках Н\ и 1 $ 2 ’ 

-.'Срез точки В\ и А проводим прямую, которая пере¬ 
сечет окружность в некоторой точке К,. Проводим пря¬ 
мую ОКі до пересечения в точке А', с прямой АН. Ок¬ 
ружность с центром Х\ радиуса Х\А искомая. 

Действительно, эта окружность, очевидно, касается 
прямой р, и, как непрудно показать, треугольник К\Х х А 
р авнооедріенный; поэтому К\Х\ = Х\0; следовательно, до¬ 
строенная окружность касается данной окружности. 

Точно так же можно построить еще одно решение 
исходя из точки В 2 . 

Рассмотрим теперь «особые случаи»: 

1) Если прямые О А и р перпендикулярны, но точки 
В\ и В 2 пересечения ОА с окружностью не лежат на 
прямой р, то задача по-прежнему имеет два решения, 
хотя описанное выше построение теряет смысл. В этом 
случае искомыми окружностями являются окружности, 
построенные на отрезках АВ\ и АВ 2 как на диаметрах. 

Л Если прямая р касается данной окружности то за¬ 
дача имеет либо одно решение (в случае, когда А ее сов¬ 
падает с точкой касания), либо бесконечно много реше¬ 
нии (когда А совпадает с точкой касания), 

■1; Если прямая р пересекается с данной окружностью 
в точке Л, го задача, очевидно, не имеет решений 

Замечание. Обе задачи 11 (а и б) можно решить 
многими разными 'способами. Например, решение первой 
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становится почти очевидным, если провести касательную 
к данной окружности в точке А: центры искомых окруж¬ 
ностей лежат на пересечении прямой О А с ібн осе ктрнс а - 
міі углов, образованных прямой р и построенной каса¬ 
тельной. Но по всех решениях задач на построение (см., 
например, нашу задачу 8) должно быть, кроме самого 
построения, приведено доказательство того, что: а) най¬ 
дены все фигуры, обладающие требуемыми в задаче 
свойствами; б) все построенные фигуры действительно 
удовлетворяют поставленным в задаче условиям, т. е. 
что построение правильно. Первое обычно доказывается 
в анализе задачи, предшествующем построению., вто¬ 
рое после того, как приведен «рецепт» построения. 

12. Найдем сначала положительные корни нашего 
уравнения. При х^>0 |л:| = х и уравнение можно перепи¬ 
сать в виде х 2 —3х +1=0. Отсюда 

3 -уТ 3 + *Т 

X і = ~ ~~ ѵ . — --- 


Оба эти числа удовлетворяют нашему условию (+>0) 
и поэтому являются корнями исходного уравнения. Най¬ 
дем теперь отрицательные корни уравнения 

X 2 — 31*1+1 =0. 

?іріі х ^ 0 I х I х и уравнение можно переписать в виде 
х 2 + 3х+ 1 =0, откуда 

-3 + Ѵ& -3-|/Т 

і 2 * х 2 — 2 

Оба эти числа отрицательные, и, значит, являются корня¬ 
ми нашего уравнения. 

Гаким образом, уравнение х 2 — зіх! + і=о имеет че¬ 
тыре корня: 

-з-у т -3+Ѵ 5 З~ут З+К-5" 

2 2 ’ 2 2 • 

График функции у = * 2 — 3 1 лг/ + і тоже проще всего 
строить отдельно при х 0 и іпри х ^0 .Для тех, кто 
умеет строить график квадратного трехчлена, построить 
графики не составит никакого труда. 
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РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ВСТУПИТЕЛЬНОЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

1965 г. 

IЛ Из правила умножения * «столбиком» вытекает, что 
последняя цифра произведения зависит только от послед¬ 
них цифр сомножителей. Поэтому достаточно убедиться 
'втам,чтч>пятаястемньлюбой цифры N (N=0, 1, 2,114,9) 
окаінчУваіётёя на -М, : Можіно, ікаиечно, просто вычислить 
№ для івісех этих Ы, іно (проще (поступить так; . 1 

* ? а) Пусть уѴ равно 0 или 5. * ■ - - 1 ; • • 

; . ; ; о 2 =о; ' / .; '■//? 

поэтому любая степень уѴ . в этих случаях оканчивается 
на 

а і . б) Пусть А г равно 1, 3, 7 или 9: . 

- - 1^=1; 32 = 9; 7^ = 49; 9 2 = 81; І ' 

іѴ 2 оканчиваются на 1 или на 9, поэтому _/Ѵ 4 =(А т2 ) 2 
оканчивается всегда на 1; отсюда следует, что Ш 5 =Ы А -Ы 
оканчивается на УѴ. 

в) Пусть N равно 2, 4, 6 или 8: 

Ѵ'- І ^Ѵ. ,: 2^=4; 4 2 =16; 6 2 = 3б; 8 2 = 64; 

. ■ ■ 1 : . і* іі і і • . ■■ і - - ■ ■ ■ ■ 


№ оканчивается на 4 шш 6; поэтсшу . /V 4 оканчивается на 6. 
Тогда ІѴ 5 =./Ѵ 4 -ІѴ=6./Ѵ' и тоже оканчивается на N. ІВ .самом 
деле, 6/Ѵ=5/Ѵ + УѴ, а ЪИ оканчивается «улем, если N 
четно. I. ... 



2. Опустим перпендикуляры 
из точки О «а стороны четырех- 
у гол шика (рис. I). Их основа¬ 
ния попадут, конечно, в точки 
касания. Из равенства тре¬ 
угольников О КВ и ОВН полу¬ 
чаем, что К1 = А2. Аналогично 
К4=КЗ, ^5=^6 и К8=К7. 
Сложив эти четыре равеиіства, 
получим: 

■ АЩ- ^ 8 + /А+ ^5 = 

= К.2 + К.З+ К.6+ К.7. 


^ 'рйс. і ! 1 ЛГо сумма' всех восьми уг- 

т:і ,ѵі. тгЖ " .■? •' лоів - А, ^2,:., К.8 равна, 

сМёвдд'НОг '3’60°. Поэтому ^. АОВ +ЛСОО— К. 1 + ^8+ 
+ ^4+^5=180°. ■ -г Г 


3. Воспользуемся тем, что 14 = а, если а>ф и |а| = — а, 
если а Щ 0 , Рассмотрим отдельно те случаи, Иногда 
к — 21 и к — з(- «раскрываются» по-разному. і . і 

* А. , тогда л :-2 >Й, І> 0 ,: Наше 

уравнение принимает вид (х 4 і)ч_ 2(х -г 2 ) тНЗ(л: — 3 ) = 4 . 
откуда х=5. Итак, при х ^.3 наше уравнение имеет 
только одно решение: х=5. • I ...’ . 1 і._ \ 

Б.' 2<х < з, тогда*—з< 0 , ■ >х-2 ^ 6 , к — 1 > 0 І Йашс 
уравнение принимает вид (х— і)-Ь- 2 (*_ 2 )^ 43 (хІ— 3 ) = 4 . 
откуда х=2: Итак, при 2 х наше уравнение имеет 
одно решение: х=2. 

В. 1 <-х ф, тогда л — з<0, х-~ 2<;0, х~- 1 >><Ь Наше 
уравнение принимает вид (х —■1) 4 -’ 2(х—2) — з(х — 3) — 4 
и после сокращений превращается в тождество: 4=4. 

I аким образом, все значения л между І я 2 удовлетворя¬ 
ют нашему уравнению. ; , ; .. ; , . ; > 

;: Гг х< 1 , тогда х — з<0, х42<о, іх — 1 <І 0 , ^ Наше 
уравнение принимает вид — (х — 1 ) 4 2(х — 2 ) 4 3 (х:— 3 ) = 4 , 
откуда х = 1. аким образом; прих <1 . наше уравне¬ 
ние имеет только одно решение х— 1 , ; • ' ; . _ : 

'Ответ. 1 <х < 2 и х = 5. і « ! : ; г 4 і і • и ' 

Замечание. График функции у= |х—1і-^2‘іх—2|431х—3| 
представляет собой ломаную линию —«молнию», изо¬ 
браженную на рис. 2. На этом графике хорошо видно, 



что у принимает аначение 
4 при любом х от 4 до ? 2 
М еще (раз — при лг*=5. 

4. Поскольку второй 
шахматист не * проиграл 
■ первому, а первый не сде- 
лал ни одной ничьей, то 
первый 1 проиграл второ¬ 
му. Таким образом, пер¬ 
вый набрал не более 
3 очков, так как всего он 
сыграл 4 (партии. . С дру¬ 
гой стороны, второй на¬ 
брал не менее 2,5 очиа, 


Ріие. 2 ' ' ■ ; так как у пеірвого он вы- 

■ ипрал, а остальные 3 пар¬ 

тии не-проиграл. іПоскольасу первый набрал ’болмпе бчков, 
чем второй, остается только один вариант: іиерйый набрал 
3 очка, (второй —- 2,5; ири этом результаты іих партий ора- 




зу определяются, и турнирная 
таблица принимает над, изо¬ 
браженный 'на ірие. 3,а. 

Поскольку все шахматисты 
набрали разное число очков, 
максимальное число очков, ко¬ 
торое могли получить третий, 
четвертый и пятый, равно соот¬ 
ветственно 2, 1, 5 и 1. Дока¬ 
жем, что ни один из них не мог 
получить меньше. Действитель- 



5 

Ріис. 3 


ін;о, все пятеро вместе сыграли 
10 партий, т. е. © суіміме набра¬ 
ли 10 очков; перівый и второй 
вместе набрали 5,5 очка, сле¬ 
довательно, трое последних 
вместе набрали 4,5 очка. Но 
2 + 1,5+ 1 =4,5, следовательно, 
ни одно из этих чисел нельзя 
уменьшить. 3 апис а© эти числа 
в итоговый столбец нашей таб¬ 
лицы, видим, что четвертый, 
ра,з он не выиграл ни одной 
партии, должен был сыграть 


с третьим и с пятым вничью. 
Исход партии третьего с пятым также теперь ясен: третий 
.выиграл. Получаем таблицу, изображенную на ріис. 3, б. 

5. Пусть А 1 А 2 А: 6 А 4 А б А 6 А 7 Л в — 
правильный восьмиугольник. 
Отрежем от него четыре ма¬ 
леньких прямоугольных тре¬ 
угольника: А 7 А 8 Р } Л 2 Л 3 ф, 

Л 3 Л 4 ($ и А 6 А 7 Р — и приставим 
их к другим сторонам восьми¬ 
угольника, как показано на 
рис. 4. Получим прямоуголь¬ 
ник /ЩѴШ, стороны (которого 
Рис. 4 равны наибольшей и наимень- 



А шей диагонали восьмиугольни¬ 

ка: КМ=ЬМ=А іА Бі /<Х=М7Ѵ==Л 2 Лв. Отсюда следует до¬ 
казываемое утверждение. Эту задачу можно решить ал¬ 
гебраически, выразив обе диагонали ЛіЛ 5 и Л 2 Л 8 и пло¬ 
щадь восьмиугольника через одну какую-либо (величину. 
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С. Подсчитаем количество чисел от 1 до 999 999, 
в записи которых нет единиц. Другими словами, нас 
интересует, сколько можно составить шестизначных чи¬ 
сел да цифр 0, 2, 3, 4,9 (если число имеет меньше шес ¬ 
ти цифр, уело віи моя дописывать слева недостающее ко¬ 
личество нулей). Мы утверждаем, что таких шестизнач¬ 
ных чисел будет 9 6 : действительно, на первом месте 
в таком числе может стоять любая из девяти цифр 
0,1,2,3,..., 9; к каждой из них можно приписать справа 
любую из тех же девяти цифр; таким образом, полу¬ 
чится 9X8 = 81 двузначное число из цифр 0, 1, 2 , 3, ..., 9; 
к каждому из этих чисел можно приписать произволь¬ 
ную третью цифру— получим 9 3 трехзначных чисел и 
т. д. Мы получим таким образом 9^ шестизначных чи¬ 
сел. Из них нужно исключить одно: 000 000. Таким обра¬ 
зом, мы показали, что среди первого миллиона сущест¬ 
вует ровно 9 6 = 81 3 = 531 371. Итак, чисел, в записи кото¬ 
рых нет единицы, несколько больше 500 000. 

Ответ. Среди первого миллиона больше таких чи¬ 
сел, в записи которых нет единиц. 

7. Пусть ВК и СН — высоты треугольника АВС 
(рис. 5). Тогда треугольники АВК и ОКС равны, пос- 

скол ьку они имеют равные 
гипотенузы АВ = ОС и рав¬ 
ные острые углы ^АВК= 
= 90 °—АВАС=/.АСН, Та¬ 
ким образом, из равенст¬ 
ва треугольников следует, 
что ВК=КС, треугольник 
ВИС — равнобедренный и 
п р шоу гол ьны й, поэтому 

X ВС А =45°. 

Ответ. Угол при вер¬ 
шине С равен 45°. 

Р/ис. 5 8. Пусть х- и у положи- 

5 

тельны и х+у = 5, Положим х= +а, тогда у = 5— х = 

' =-|-а. Поскольку у и у положительны, —~ < а < 

Интересующее нас выражение — + — равно 

х У 
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ІЛ+ *Л() -;4 

,г\ ■- Т% 
Щ' /:•; і 

. ^ ,.і: :: и : ._ . ■ 
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5 \ 3 


•а 2 * 


- ' і / „ - 4 ' ' ‘ / Г * ' * т* 


Очевидно, что при —знаменатель /-Ы —а ; 


5 \» 


этой; дроби положителен и что всегдаі-^ 

5 2 5 2 ' .4 ; 


М 2 


поэтому 


5 5 4 

>му— - —т 2 (равенство получается 

.,ГжЬ;'" ш : :■" ; 


аі=0)ѵ' ’ 


: і >; ’ ѵ г • г : > 

- г 


О. т в е т. . Наименьшее значение равно оно дости¬ 


гается при * = у 


5 

2 1 ' 


; • ;: г;г ^ і 


9. Напишем сверху над : каждой вертикалью: дашей 
доски числа 1, 2, 3, ..., 8, слева около каждой горизон¬ 
таличисла-О,- 8, 16, 24, 56, тогда мы можем счи¬ 

тать, что в каждой клетке доски написана сумма двух 
чисел,; соответствующих ее вертикали и горизонтали 


Г 1 - Теперь заметим, что 

_ _ - если 8 ладей, стоящих 

о ѳ+і: 0*2 0*3 о+ь 0*5 0*6 0*7 0*6 на шахматной доске, 

——--?—тг:——— не бьют друг друга, то 

8 8*1 8*2 8*3 8*4 ... ... обязательно в каждой 

16-16*116*2 - вертикали и в каждой 

--горизонтали стоит по 

24 .... одной ладье. Значит, 

Т"~" " ' в сумму номеров тех 

. _____ -_клеток, на которых 

ио стоят ладьи, войдут по 

•г——— --одному разу все числа 

чв _1, 2, 3, , 8, еоответ- 

56 56*156*2 56*3 56*4 ... .. ствующие разным вер- 

—--— і_ —1 I —— тика л ям, іи по одному 

Рис. 6 разу—все числа 0, 8, 

16, 24,, 56, соответст¬ 
вующие горизонталям. Поэтому сум м а номеров всегда бу¬ 


56 56*156*2 56*3 56*4 .., 

Рис. 6 
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дет иметь одно и то же значение: 1 +2 + 3 +.. ,+8+0+8+ 
+16 + 24 + ... + 56 = 260. 

Ответ. Сумма номеров клеток, тіа которых стоят 
ладьи, всегда равна 260. - — - » ' 

10. Предположим, что прохожий оставил своего прия¬ 
теля стоять на месте, а сам пошел прогуляться вдоль 
трамва йной л й н и и: 35 минут шел в о д н у стор о ну, аза те м 
35 минут Шел обратно. По условию задачи за каждые 
о минул ему попадается один трамвай 'навстречу й за 
каждые 7 минут его обгоняет один трамвай. |Іоэтому 
за то время, чтр он шел вперед, его обогнало 5 трамва¬ 
ев, а за то время, когда он возвращался, еіму навстречу 
проехало 7 трамваев. Таким образом, мимо неподвиж¬ 
ного приятеля за 70 минут проехало” в одну сторону 
12 трамваев. Поэтому интервал между двумя трамваями 

70 ' " - - 5 ; ' ;з 

равен -Т 75 мин., или 5 —мин. 

12 6 


Для большей точности будем считать, что прохожий 
отошел от приятеля одновременно с трамваем, идущим 
в ту же сторону. Тогда он должен повернуть назад как 
раз тогда, когда его нагонит пятый (не считая .началь¬ 
ного)^ трамваи, и вернется назад как раз тогда, когда 
подойдет седьмой встречный трамвай. Таким образом, 
за 70 минут его отсутствия пройдет 12 полных интерва¬ 
лов между трамваями. 

Второе решение (с «иксом и игреком»), Пусть 
скорость трамвая х км!мин, пешехода — у км/мин, рас¬ 
стояние между соседними трамваями, идущими в одну 
сторону,— а аш. Нам нужно найти іпромѳжуток времени 

Между трамваями,' т. е. —•■ / : Г ' 


' -Если пешеход идет в ту же сторону, что и трамвай; 
то скорость трамвая относительно пешехода равна х—і/; 
если в противоположную, то х + у. Поэтому, согласно 
условию задачи, .. ,. * а .*, і ,,^>.д #. і 

. ,х\ _ - .2/ 


Отсюда 




х — у _ _1_ Г: х + у 1 
а - 7 ’ 

•* —У м_ ±±_У _ 2.г _ 12 
а а — а ~ 35 ' 
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Таким образом, 


а 

х 



Ответ. Трамвай отправляется с конечного пункта 
через 5-у~мтш. 

11. Мы считаем, что А , В, и С — вершины искомого 
квадрата АВСО, лежащие іна трех данных прямых. 

Опустим перпендикуляры А К и СН на данную пря¬ 
мую, проходящую через точку В. Поскольку АВА. ВС, 
углы АВК и СВН всегда в сумме составляют 90° 
(рис. 7, а). Поэтому треугольники АВК и ВСН равны 
по гипотенузе и острому углу, откуда ВК—СНм ВН=АК. 
Поскольку СН и ЛК мы знаем заранее, мы можем, 
выбрав положение точки В, найти положение точек 
Я и К а затем и вершин Л и С квадрата. 


КВН А 



Рис. 7 


Будем считать, что три -наши прямые горизонтальны. 
Расстояние между верхней и средней обозначим через р, 
между средней іи нижней —через д. Для 'каждого из 
шести случаев расположения точек А, В, С, на этих трех 
прямых -находим ВК и ВН: 
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Положение точки В на прямой можно выбрать про¬ 
извольно: ясно, что квадрат определяется с точностью 
до «сдвига» вдоль данных прямых. Откладывая В К и 
ВН на данной прямой, проходящей через Д, находим 
положение точек К и Я, Восставив перпендикуляры 
КА и НС из точек К и Я до пересечения с соответствую¬ 
щими данными прямыми, найдем точки А и С (рис. 7, б). 

Докажем, что во всех случаях 1—6 построенные точ¬ 
ки А, В, С будут вершинами квадрата. Треугольники 
АВК и ВНС равны по двум катетам. Поэтому АВ = ВС 
и /АВС = 90° в 1-м и 2-м случае, /.АВС— /АВК+ К. СВН, 
в остальных случаях /АВС+ /АВК+ / СВН— 180°, 
т. е. треугольник АВС равнобедренный и прямоуголь¬ 
ный, и т. д. 

Таким образом, задача имеет, вообще говоря, шесть 
различных решений (решения, отличающиеся только 
«сдвигом» квадрата вдоль прямых, мы не считаем раз¬ 
личными). При р = д случаи 1 и 2 приводят к одному 
и тому же квадрату, т. е. остается пять решений. 

Второе решение более красивое, но основано 
на «не совсем школьной» идее. 

Пусть квадрат АВСО построен. Положим на нашу 
плоскость лист прозрачной бумаги, перечертим на него 
всю картину и затем, воткнув в точку В булавку, повер¬ 
нем относительно нее лист прозрачной бумаги на 90° 
по часовой стрелке. Тогда вершина С квадрата, нарисо¬ 
ванного на прозрачной бумаге, попадет, очевидно, в вер¬ 
шину А исходного квадрата. С другой стороны, три 
данные прямые а, Ь, с (мы считаем, что точки А, В, С 
лежат соответственно на прямых аЬ , с) после поворота 
переходят в три вертикальные прямые а', Ь\ с'. При 
этом вершина А лежит в точке пересечения прямых а 
и с', а вершина В лежит в точке пересечения прямых 
Ь и Ь '. 

Отсюда получается следующий способ построения 
квадрата. Повернем три данные прямые на 90° по часо¬ 
вой стрелке. Тогда если вершина В лежит в точке пере¬ 
сечения одной из трех данных прямых с ее повернутым 
положением, то вершина А лежит в точке пересечения 
некоторой другой из трех данных прямых с повернутой 
третьей. Таким образом (рис. 8), если В лежит в точ¬ 
ке В\ то А может лежать в точке А г или А 2 ; если В 
лежит ів точке В", то точка А может лежать в точке Аз 





или: А 4 , если В -лежит'в точке 
то А может лежать ",в точке Л 5 

или Л 6 . .- ФШ * 7* 

г Доказательство тбго, что вер- 
■шина С тадр аТа АВС В три та¬ 
ком іпостроении тоже "будет ле¬ 
жать на данной прямой, совер¬ 
шенно очевидно. Нужно вместе 


л с отрезкам В А повернуть все три 

Рис. 8 вертикальные прямые вокруг В 

_ : л - на ®Р° против часовой стрелки. 

Тогда точка А перейдет. в вершину С квадрата, а верти- 


кальная прямая, которая проходила через А, перейдет 

Ѵ"Ь ПТТЧГ V ѵлк нм.*» . __.____ * . 


в одну из трех данных горизонтальных прямых. 

Таким образом, получаем шесть решений задачи, 
изображенных на рис. 9. 



• ... Рис. 9 


12. Пусть эти уравнения имеют общий корень х~х 0 , 
г. е. ц ж ах {> 4* 1 = О н х§ ф ахі + 1 « о. Тогда -ф- ах 0 ~~\ 
и хѣ’&ахі = -А. Отсюда 

. * 4 ’ 


Л.” ’ -Л'4 ах12„ 

" ; . • . . -у і —'~ " 0 ”” * • - - і - 

Хо 4 

•Подст аівив Хо — 1 в первое «урашен'ие, «получим а = —2. 
При этом значении а «второе уравнение тоже имеет 
корень Хѵ = 1. 

Ответ. Уравнения имеют общий корень х=1 при 

!3,. Пусть Д Е, Р — «середины сторон ВС, АС, АВ. 
Достроим треугольник ЕГ)С до іпэраллелаграмма ЁОСК 
Тогда-«нетрудно вздеть, «что ВОКЕ и АРСК—шж&шг- 
іраллелопратш, «поэтому «стороны треугольника АПК 
равны (я параллельны) «медианам треуголшика АВС. 
т. е. треугольник АБК равен треугольнику А\ВіС\, упо- 


чеяия БК и ЕС; ЛЯ—-медиана треугольника АБК, 
«поскольку ОН —НК (ЕОСК —««параллелограмм). Да- 

лее, ЕН = НС=- 7 ) ЕС— -^АЕ, следовательно, точка Е 

делит отрезок АН в отношении 2:1 и является точкой 
«пересечения медиан треугольника АО К- Таким образом, 

отрезки ЯД КЕ , АЕ составляют каждый-к- соответст¬ 
вующей медианы треугольника АОК, т. е. треугольник 
'АіВіС 2ш о. : кодором ; ,вдет речь ,«в. Ж9Шк имеет, «стороны 

-§ -ОЕ, ~ КЕ, -\--АЕ. Но ОЕ=^, КЕ= Е±,АЕ=-±- 
Следовательно, стороны треугольника А 2 В 2 С 2 равны 


- 4 ~АВ, -^ВС, АС: Та кик образом, мы доказали, 
что треугольник А 2 В 2 С 0 подобен треугодьнщу АВС и 

.з 

коэффициент (подобия равен 

Мы доказали даже больше, а именно, что треугольник 
А\В\С\ можно получитъ,, параллельно сдвинув,медианы 
треугольника А В С, а треугольник А %В 2 С 2 — да р.а л л ел ь- 
но сдвинув медианы треугольника Аф\С\, и іпри этом 
стороны треугольника А 2 В 2 С 2 будут параллельны ; сторо¬ 
нам треугольника ЛВС. и* іЪ И г. 

" 3 а м,еч а,н и е. Эту задачу нетрудно решить .и алгеб¬ 
раически,’ если знать,формулу длй вычисления медианы 
Ма треугольника’ по трем' сторонам. Вот эта формула: 
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. Теперь задача- ^сводится »к • очевидному * тождеству: 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

1. Найти все решения уравнения 

х 2 — У а— лг=а 3 . 

2. Найти все решения уравнения 

х 2 — ]/ а — х = а. 

3. Найти уравнение (какой-нибудь степени) с целы¬ 
ми коэффициентами, корнем которого является число 

УТ -г у У, 

4. Какая последняя цифра у числа 2 1000 ? 

5. Найти целое число а такое, что выражение 

(х — а) (х —10)+ 1 разлагается в произведение 

(х + Ъ) (х+с), где Ь и с —целые числа. Сколько таких 
чисел а? 

6. Известно, что 49 = 7 2 . Вставим в середину числа 49 
число 48. Получится число 4489. В середину этого числа 
опять вставим 48, получится 444889. Докажите, что если 
в число 49 вставить таким образом 1000 раз число 48, 
то полученное число будет квадратом целого числа. 
Получится ли квадрат, если мы вставим 48 еще несколь¬ 
ко раз? 

7. Если уравнения с целыми коэффициентами 

х 2 Чг Р\Х +0і = 0, 
х 2 +р 2 х+д 2 =0 

имеют общий нецелый корень, то рі=р 2 и Щ = </ 2 . 
Доказать, 
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8. Найти все числа, на которые сократима дробь 
5/ ф б 

^ при целом значении /. 

9. Построить трапецию по параллельным сторонам 
и диагоналям. 

10. Построить четырехугольник по двум сторонам, 
диагоналям и углу между ними. 

11. Построить четырехугольник по двум углам, диа¬ 
гоналям и углу между ними. 

12. Построить четырехугольник по стороне, углу, 
диагоналям и углу между ними. 

13. Построить четырехугольник, если даны все его 
стороны и отрезок, соединяющий середины его диаго¬ 
налей. 

14. Доказать, что из конечного числа попарно раз¬ 


личных равносторонних треугольников нельзя сложить 
выпуклую фигуру. 

15. В треугольнике АВС высоты, опущенные на сто¬ 
роны АВ и ВС, не меньше этих «сторон («соответственно). 
Найти углы треугольника. 

16. Автор учебника, читая условие одной из задач, 
заметил опечатку в предложении: «Отложите 9 см на ле¬ 
вой стороне угла в 60° и ,.. см на правой стороне угла. 
Чему равно расстояние между полученными таким об¬ 
разом точками?» Наборщик увеличил на 1 число сан¬ 
тиметров на месте поставленных нами точек. Конечно, 
наборщик и не подумал изменить ответ, напечатанный 
в конце учебника. Несмотря на это, опечатка не привела 
к ошибке. Какое число набрал наборщик в задаче? 

\% Можно ли выложить в цель, следуя правилахМ, 
все 28 костей домино так, чтобы на «одном конце оказа¬ 
лась шестерка, а на другом пятерка? (Напишите ход 
ваших рассуждений.) 

18. В компании из 6 человек некоторые знакомы друг 
с другом. Доказать, что в этой компании найдутся либо 
три незнакомых друг с другом человека, либо три по¬ 
парно знакомых. 

19. Двести учеников выстроены прямоугольником 
по 10 человек в каждом поперечном ряду и по 20 человек 
в каждом продольном ряду. В каждом «поперечном ряду 
выбран самый высокий. Им оказался ученик Андреев. 
Затем в каждом продольном ряду выбран самый высо¬ 
кий ученик, а потом из 10 отобранных выбран самый 


ч 
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дазедький.- ■Им.,,оказался, .ученик-. Петров, Кто /выше: 
Андреев или Петров? 

20, Ученик целый год решает для тренировки не 
менее'одной- задачи в день. При этом» чтобы не пере¬ 
утомиться, он решает не более 12 задач в неделю (жалей- 
дарную)^ Докажите, что можно найти несколько: после¬ 
довательных дней, в течение, которых ученик решает 
рррно 20,задач.,. . . . .. . , . , . : 


і 1 і з Ь •» ' і * • і ‘ I І * 


Ь I к & I* 1 ъ і » у СІ* * ^ * .1».* І • ' • *>‘ і * * І г ; 4 . . .' 

І | Т | / іі і і 1 •! і I *'і Г 3 *) 


' > * :• і и * 


• • * * * ^ і т* і * и і і * * / »* -1 і 


4*І Іа р * * * Д М /I ^ .! І4 і * * ь 

^ ^ 4 і *.Л 1 Ч‘ 0 $ I V І ^ і * . ► 4 ^ .•«»} 4 - 4 **»^ ^ • ІІ 

« * 

• Іг-іь, і I *) (Ц -Н П І І I і.‘ І і І* ,* / І .4 і. . І'ІІ I' 

і к 

■?.*<* ) М І і і« і I р « > » ^ Г і , * • . ,- 

і * * * _іі»**5*і>* 4- • і і »,«* *’**•-» /: 4 1 11 1 * і * ѵ 

) 1 ■' У У 0 * і, ^ , і , .1 # 4 . » ; I , д V > і * 

У*. 

^•5 #,?ѵ і I і’Н $.•* 4 <* !* ) 4»■ ■*•’ І 4* , і /П і * • * * *. і * г. і і »• « . ! » » * /^ 

С. и -. / * і » | ^ * - І” * » * і • » * #1 * »^ ! ( I I •, * ‘ * Г 4 і 1 е * г ^ I ;< ; $ І І 

> V* 1*}\ * : п ; .!'* • I і 1 * * і • * • - < 'і » І I • 04 ? *'• •= * ♦ ♦• 

«, »* I , * ^ **? * » * І * І >? / ? ^ І # # , * > • • ‘ і * і * , . » , С , р , • і- 

ІА к іъ Які * )],' І ,* ‘ ^ *Ч «/. ѵ .•! . ^ і Ь* » ♦ « І * И « 1 Г і I - & / 4 * 


* И " 3 ' 1 ^ * • * 9 ? / ^ : г М * 

31 • ^ ^ ■ ' АІ і • » ■ Ь- I і » 4> і #Ѵ. 4. » * 

и ' 

!• *г 5' ; ?»;. і / ‘ 4. і* і ' і Г г *. > г і і і ; 


* * * * »■ А 1^ '» • ’ ? .•/ і У * ^ | > »‘ 4 | ' І 

» ». 

і К - 1 ? ■«/?♦•>* ьін г 1 -I; .у. і /. і 


і ^ * 4 ? 4 1 « * • і - - » > ^ , І * Г 1 


Г * 

І г 

«л л*пл*ь.; 

• / 

.„..л 

к І'г4 

і> 

І . / * 

1 / 

ІР- 

■> 1-Л • > а і, , • ? 

}■ Ь»і 

| ^ І ,* I 1 , . 

‘ * г 1 

і , 

; 

•4 

ѣ #і 

Ці І; 

іч і і / I .»і к .; 

( і 1 * 

у І ^: е і * 

‘ Ст 

П і > 

* > 


л п 

I 4 1 4 Л ! . 

* 

’ 

і*.1 1 1 . 4 

• А с* ; 

> * / 

і і 

ш 

І ‘і 1 « » 

ЛЛ г.* 11.<; р: 

і'?. ' 1 4 

* 

і » Гі і 

* ; ,Г 5 і 

г 

* . С 



■лог; 

/гл П": *ь» 

л ѵ; 

Л * ! 

• / 4 1 А * 

в і 

1 * 
і 

.*М! 

■/’ г. 

/ < 

ЛПі 

М* 

• 


V. • Л', л-: 

, Л ^ 

ѣ 

і » -.в. • 

»>' 

г 

;н,А лл л 

ІЛ / 

-■» Ц • * < 

^ ^ 1 ^ 

* А 
і Г \ 

* * 

► » 

' ■■ с 

ТЫ з'-і 

Л и»л* е« * з 

г лл.'Ллл 

‘1 • 

, ..’Г 

І 

іЦЛГ 

ПС 

і і с. У.. 

і НI» «І і А ♦* і 

> і 

г 

4* 1 * » І» і> 

ЦП» » ; 


г і 


* * • ** ? * * С ’* I •-- ^ ^ * У 4 4 .4 "А * -• 1^ " * * * * • * 

1 

» к ^ 

* »•* Э .* ■♦ * * | у , ѵ - ( * • » - * * 

* ^ '5 ^ * % * * • « і • ♦ <.. • * 2 I | «► * » • ‘ і » : 

• »<» і* I ч »» ‘ » *’> * і • I 1 і і і ■ * 

.’ , , г- ■ • . , ( > . 

• • > •.,. > ■ » ». ,►»'«« 

*- I » • і * - 4'^.- *►. * 

. . ,. . . I і- ^ 5 і »* і.і I ’: і. . 

І (?.. .? і ѵ ііі і іг т <;•»>>. 

• ^ - «і ■» * г I * \і і і і/ , І * ® 

»> !»»..* _, • * і I»; і і і, ’ 1 ' 

- і і >*.!•, */, * « *; і • < > ; Ь/ 

4 * 

1 ^ * і* і • • И ^ » $ 

I - 

Р ѣ . 1 Г # 1 * ‘ К * ’ 

<►♦*■**• * Л » • / ^ * 4 .1 I 

I ' 14 .. ( . '» • і - } ■ і - *. ' • г ,* І * ' . 

, *».кч.и) і » # і Г » » . .. .’ і : 

» ѵ 4 #. -4 • • 'I ^ і* I -« , 4 *і*.» 4 ..«• 1 • і І 

» 

5 •» л ^ ^ » * і • •' ^ * Ііг і < і » і"» • • г. * * » » <4 ^ • А» І 

е 

а • « і І/. і і • I Г> »« # /і » а » а ” * »* і * * 5 » 




содержание 

Предиславне ..3 

Задачи вступительной контрольной работы в заочную мате¬ 
матическую школу (1964 г.) ... . ....... . 5 

Задачи вступительной контрольной работы в заочную мате¬ 
матическую школу (1965 г.) .. 6 

Решения задач вступительной контрольной работы 1964 г. . 9 
Решения задач вступительной контрольной работы 1965 г. . 18 
Задачи для самостоятельного решения . ..28 


Редактор В. С. Капустина. 

Технический редактор Е . В . Иванова. Корректор К. Л. Иванова . 


Сдано е набор 16/ѴІ 1965 г. Подписано к печати 14/ѴІІ 1965 г. 
84Х4087 з 2. Печ. л, ,1. (1,68). Уч.-изд. л. 1,28. Тираж 15 000 экз. 

Заказ № 550. Цена 3 коп. 

Издательство «Просвещение» Государетвенноіго комитета Совета 
Министров Р.СФСР по печати. Москва, 3-й проезд Марьиной рощи, 41. 

Книжная фабрика № I Росглавполиграфпрома Государственного 
комитета Совета Министров РСФСР по печати» г. Электросталь 

Московской области, Школьная. 25. 









Цена 3 копэ 








МИНИСТЕРСТВО ПРОСВЕЩЕНИЯ РСФСР 

ЗАОЧНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ШКОЛА ПРИ МГУ 
Имени м. в. Ломоносова 


ИЗБРАННЫЕ ЗАДАЧИ 
ПО МАТЕМАТИКЕ 


Выпуск III 


ИЗДАТЕЛЬСТВО «ПРОСВЕЩЕНИЕ» 
Москва • 1966 


ПРЕДИСЛОВИЕ 


) 



СОДЕРЖАНИЕ 


Предисловие ..3 

Задачи вступительной контрольной работы 
в заочную математическую школу .(4966 г.} . . 4 

Решения задач вступительной контрольной 

работы 4966 г. .. . 5 

Задачи вступительной контрольной работы 
в заочную математическую школу (4964 г.) . 17 


Задачи вступительной контрольной работы 
в заочную математическую школу (1965 г.) . .19 

Задачи для самостоятельного решения . , 21 


Редактор В. С. Капустина 
Технический редактор О. II. Виноградова 
Корректор Т . Н, Смирнова 

Сдано в набор 21/ІІІ 1936 г. Подписано к печати 8/ІѴ 1966 г. 84Х108 1 /з2- 
Печ. л. 0,75 (1,26). Уч.-изд. л. 0,92. Тираж 25 000 экз. 

Издательство «Просвещение» Комитета по печати 
при Совете Министров РСФСР. 

Москва, 3-й проезд Марьиной рощи, 41 

Типография № 1 Управления по печати исполкома Моссовета. 
Москва, ул. Макаренко, 5/16. Заказ 299. 

Цена 3 коп. 







В первом разделе этой брошюры помещены задачи, 
которые надо было решить для поступления в заочную 
математическую школу в 1966 г. ? и приведены их реше¬ 
ния. 

Во втором разделе помещены задачи вступительных 

контрольных работ 1964 и 1965 гг. 

В третьем разделе даются задачи из разных разделов 

математики для самостоятельной работы. 

Мы советуем вам прежде всего внимательно прочи¬ 
тать решения задач, которые вы посылали на конкурс, 
разобраться в них, проверить, не ошиблись ли вы в своих 

решениях. . _ 

Разобравшись в задачах конкурсной работы, попро¬ 
буйте решить задачи второго и третьего сазделов. 

Среди этих задач есть как легкие, так и трудные. 
Поэтому не старайтесь решать задачи обязательно все 
подряд. Если какая-нибудь задача вас заинтересует, а 
решить сразу ее не удастся, то отложите ее на время и 
возьмитесь за другие, а потом опять вернитесь к отло¬ 
женной. Как правило, самые интересные и полезные за¬ 
дачи—именно те, которые трудно решить сразу. 

Эта боошюра посылается всем принявшим участие 
в конкурсе для поступления в ЗМШ. Мы надеемся, что 
даже те, кому не удалось поступить в заочную школу, 
будут с интересом решать эти задачи. 


Первое задание для учащихся, принятых в ЗМШ 

» 

Мы обращаемся только к тем, кто зачислен в заочную 
математическую школу. Ваше первое задание как учени¬ 
ков ЗМШ состоит в следующем: вы должны прислать 
решения любых пяти задач (на ваш выбор) из раздела 
«Задачи для самостоятельного решения». 

Старайтесь излагать свои мысли точно и по возмож¬ 
ности кратко. Все утверждения, которые вы делаете при 
решении задачи, должны быть строго доказаны. Конеч¬ 
но каждую задачу можно решить разными способами. 
Постарайтесь найти самое простое и красивое решение. 

Срок присылки первого задания —10 сентября. 

Заочная математическая школа 
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ЗАДАЧИ ВСТУПИТЕЛЬНОЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 
В ЗАОЧНУЮ МАТЕМАТИЧЕСКУЮ ШКОЛУ 

(1966 г.) 

1. В каком-то году некоторое число ни в одном ме¬ 
сяце не было воскресеньем. Что это за число? 

2. В равнобедренном треугольнике биссектриса угла 
при основании равна одной из сторон. Определите углы 
треугольника. 

3. Решите следующее уравнение: 

х 4 +а 4 — 3ах 3 +3а 3 х=0 ( а —некоторое число). 

4. Два города А и В расположены на берегу реки на 
расстоянии 10 км друг от друга. Пароход может проплыть 
из Л в В и обратно за один час. Больше или меньше 
времени понадобится ему, чтобы проплыть 20 км по 
озеру? 

5. Сколько среди целых чисел от 1 до миллиона су¬ 
ществует таких, которые не делятся ни на одно из чисел 
от 2 до 5? 

6. В шестиугольнике АВСЕЕР все углы равны. Дока¬ 
жите, что А В — ЕЕ = ЕР—В С = СО — РА, 

7 . Человек обычно приезжал на станцию одним и тем 
же поездом. К этому времени за ним приходила машина 
и отвозила его домой. Однажды он приехал на час рань¬ 
ше. Он пошел пешком, встретил по дороге машину и 
вернулся домой на 20 мин. раньше обычного. Сколько 
времени он шел пешком? 

8. Докажите, что если 

—— -|-— ц-— — 0, 

Ь — с с — а а — Ь 
то 

_я_I ^ _ ( I_^_ _ 0 

(Ь — с ) 2 (с — а)* ^ {а — Ь) г ~~ 
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9. 1966 ребят стоят по кругу. Им нужно выбрать во¬ 
дящего, и ребята считаются следующим образом: первый 
остается в круге, следующий за ним по часовой стрел¬ 
ке— второй — выходит из круга, следующий за ним — 
третий — остается, четвертый выходит и так далее через 
одного по кругу. Круг все время сужается до тех пор, 
пока в нем не останется только один человек. Опреде¬ 
лите, кто именно останется (на каком месте он стоял 
в первоначальном кругу, считая от первого по часовой 
стрелке). 

10. т и п — целые положительные числа. Известно, 
что из следующих четырех утверждений: 

1°. т +1 делится на п; 

2°. т равно 2я + 5; 

3°; т+п делится на 3; 

4°. т + 7п — простое число — 
три верных, а одно неверное. Найдите все возможные 


пары т, п . 

11. Площадь трапеции равна 1. Какую наименьшую 
величину может иметь большая диагональ этой трапеции? 

12. а) Докажите, что при а>0 а 2 в 

а 


б) Постройте график функции у=х+ 


13. Стоимость эксплуатации катера, плывущего со 
скоростью ѵ км/ч , составляет 90 + 0,4 ѵ' } руб. в час. С ка¬ 
кой скоростью должен плыть катер, чтобы стоимость 
одного километра пути была наименьшей? 


РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ВСТУПИТЕЛЬНОЙ КОНТРОЛЬНОЙ 

РАБОТЫ 1966 г. 


1. Ответ. 31-е. 

Докажем, что для любого к от 1 до 30 к-е число в те¬ 
чение года обязательно бывает любым из семи дней не¬ 
дели. Составим такой календарь: 


Месяц 

Число дней в ©том месяце 

Между к -м числом этого 
и следующего месяца 
проходит 4 полные недели 
и еще 

Я'Нваір 

Феврй 

1 

ь 

31 

28 или 29 

3 дня 

0 или 1 день 
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Продолжение 


Месяц 


Число дней в этом месяце 


Между к -м числом этого 
и следующего месяца 
проходит 4 полные недели 
и еще 


Март 

Апрель 

Май 

Июнь 

Июль 

Август 

Сентябрь 

Октябрь 

Ноябрь 

Декабрь 


3 ДЕЯ 
2 » 

3 » 

2 » 

3 » 

3 » 

2 > 

3 » 

2 * 

3 » 


Суббота 




За движением дней недели удобно следить по такому 
кругу (рис. >1). Чтобы не путаться с февралем и с висо¬ 
косными годами, начнем сразу 
с марта. Предположим, что 

/<Ь \ | /\ к-е марта — суббота, 

у/ \ ^ / \ Тогда, пользуясь последним 

Д^^\\ с і/ (Г ,оР иаІ ' \ столбцом нашего календаря и 
А СуМо/тА/— _I нарисованным кругом, нетруд- 

I ^<7\ / но п °д считать > что 

^ ^ / к-е апреля — вторник, 

Ч ^ / % \ / к-е мая — четверг, 

\Л / ^ V' к-е июня — воскресенье, 

к-е июля — вторник, 

; ■ к-е августа — пятница, 

Рис. 1 к-е сентября — понедельник, 

к-е октября — среда. 

На этом можно кончить: уже с марта по октябрь 
к-е число побывало любым днем недели. Если бь: к-е мар¬ 
та было каким-нибудь другим днем недели, а не суббо¬ 
той то все дни, приходящиеся на к-е числа, просто 
сдвинулись бы по кругу на один и тот же угол и по-преж¬ 
нему с марта по октябрь среди к-х чисел встретились бы 

все дни недели. „ . Л 

Нужно еще привести пример, показывающий, что 

31-е число может не быть воскресеньем ни в одном ме- 
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Рис. 1 


еяВД. Это нетрудно сделать с помощью нашего кален¬ 
даря. 0 

Если 1-е января — понедельник, а год не високосный, 

то 

Э1 января — среда, 

31 марта —суббота, 

31 мая —четверг, 

31 июля — вторник, 

31 августа — пятница, 

31 октября — среда, 

31 декабря — понедельник. 


2. Ответ. 72°, 72 е , 36° или 


360° 


360° 

7 


540° 
7 


Пусть АВС — равнобедренный треугольник И® = ЯС) 
и АІ ) —биссектриса угла ВАС . Обозначим /ВАС — 
= /ВСА через 2а; тогда /АВС— 180°—4а; /ВАО — 
= /ВАС = а. 


Надо рассмотреть два случая. 

1) Ай-=АС (рис, 2а). Тогда треугольник АЬС равно¬ 
бедренный, /АОС= /АСО = 2а; следовательно сумма 
углов в треугольнике АОС равна 5а 180 и а » 


В 



А с А С 

Рис. 2а Рис. 26 


2) Ай=АВ (рис. 26). Тогда треугольник АОВ равно- 
бедренный, 

/АОВ = АВО = 180° — 4а 

и сумма углов треугольника АОЗ равна 360° —7а= 180°, 

180° 

откуда а= —-—• 


2* 
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з. Ответ. > 1,2 = а х 3 ,і = а(\ ± УТ). 

I решение. Заметим, что левая часть уравнения 

х 4 + а 4 +3 а ъ х — 3 ах 3 =О 
разлагается на множители: 

х 4 + а 4 +3 а 3 х — 3 ах 3 = (х 2 — а 2 — ах) (х 2 — а 2 — 2 ах ). 

Таким образом, остается решить два квадратных 
уравнения, из которых находятся четыре корня урав¬ 
нения. 

Возникает вопрос: как можно было придумать такое 
разложение на множители? Чтобы ответить на этот во¬ 
прос, мы приведем другое, более подробное и естествен¬ 
ное решение той же задачи. 

II решение. Сгруппируем члены нашего уравнения 
таким образом: 

(х 2 — а 2 ) 2 — 3 ах (х 2 — а 2 ) + 2 а 2 х 2 =0. 

Разделим теперь обе части уравнения на а 2 х 2 (это 
можно сделать при а ф 0, так как х = 0 не является при 
этом решением уравнения, т. е. ахф 0): 

I х *~а* .\* — Я ( + 2-0, 


Мы получили квадратное уравнение относительно 

———. Его корни: 1 и 2. Итак, остается решить два 
ха 

квадратных уравнения: 


•2 — гЛ 


~ 1 И 


х 2 — а 2 


4. Ответ. Меньше. 

Пусть ѵ — скорость парохода относительно воды, и — 
скорость течения. 

Время, за которое пароход, пройдет по реке путь туда 
и обратно, равно 

10 , 10 _ 20 ѵ 

-— - - ———• 

ѵ + и ѵ — и ѵ 2 — и 2 


ѵ 2 — и 2 


Время, за которое пароход пройдет 20 км по озеру, 

равно —о Поскольку ѵ 2 — и 2 < ѵ 2 у то---> —= —. 

^ ѵ ѵ 2 — и 2 ѵ 2 ѵ 
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5. Ответ. 266 666. 

Заметим, что нам нужно выбрать числа, которые не 
.делятся ни на 2, ни на 3, ни на 5 (они заведомо не будут 
.целиться на 4). 

I решение. Среди чисел от 1 до 30 таких чисел 8: 
і, 7, II, 13, 17, 19, 23, 29. Число т + ЗСп будет делиться 
или не делиться на 2 (на 3 или на 5) в зависимости от 
того, делится ли т на 2 (соответственно на 3 или на 5). 
Поэтому среди каждых следующих 30 чисел: от 31 до 60, 
от 61 до 90 и т. д.— будет ровно 8 таких, которые не 
делятся ни на одно из чисел 2, 3, 5. Поэтому от 1 до 
999 990 = 30 • 33 333 будет 8 * 33 333 = 266 664 нужных нам 
числа. Среди чисел от 999 991 до 1 000 000 (как всегда, 
в первом десятке следующих 30 чисел) будет еще два 
нужных нам числа: 999 991 и 999 997. 

II решение. Подсчитаем, сколько существует чисел 
от 1 до 1 000 000, делящихся хотя бы на одно из чисел 2, 
3 или 5. Очевидно, что количество чисел, меньших 
1 000 000 и делящихся на /г, равно «целой части» числа 
1 000 000, т. е. наибольшему целому числу, не превосхо- 

1000 000 

дящему-. 

п 

Мы будем обозначать целую часть числа х так: [х ]. 

Таким образом, среди чисел от 1 до 1 000 000 сущест¬ 
вует: 

Г 1000 0001 о 

I--- чисел, делящихся на 2; 

:г 1 ооо 0001 о 

--- чисел, делящихся на 3; 

Г 1 000 0001 с 

--- чисел, делящихся на 5. 

Чтобы узнать, сколько существует чисел от 1 до мил¬ 
лиона, делящихся хотя бы на одно из чисел 2, 3, 5, нужно 
сложить эти три квадратные скобки. Но при этом неко¬ 
торые числа будут считаться два раза. А именно, это 
будут: 

Г 1 С00 0001 по 

- чисел, делящихся на 2 и на 3; 


1 С00 000 

2 - 3 

1 000 000 

3 - 5 

1 000 000 
2*5 


чисел, делящихся на 3 и на 5, 
чисел, делящихся на 5 и на 2, 






Если вычесть из суммы первых трех квадратных ско¬ 
бок три последние, то числа, которые делятся и на 2, и 
на 3, и на 5, будут три раза считаться «с плюсом» и три 


раза — 
учесть 


-«с минусом», таким образом, мы должны еще 



чисел, делящихся на 2, на 3 и на 5» 


Итак, количество чисел, делящихся хоти бы на одно 


из чисел 2, 3, 5, равно 




— 166 655 — 66 565 — 100 000 + 33 333 = 733 334. 


Нас интересуют все остальные числа: те, которые не 
делятся ни на 2, ни на 3, ни на 5. Их количество равно* 

1 0С0 000 — 733 334, 

6. В рассматриваемом шестиугольнике все углы со¬ 
ставляют по 120° и поэтому про¬ 
тивоположные стороны парал¬ 
лельны. Пусть АВ>йЕ (рис. 3).. 

Построим параллелограммы; 
АВС К, СО ЕВ и ЕРАМ. Тогда тре¬ 
угольник КЕМ , образовавшийся 
в центре, равносторонний (все' 
углы по 60°), поэтому его стороны: 

КВ = СК — СВ=АВ — ВЕ , 
КМ=АМ — АК=ЕР — ВС, 
МЬ=ЕЬ — ЕМ = СО — РА — 

равны. 

7. Ответ. 60 мин. 

Машина приехала домой на 20 мин. раньше обычного, 
следовательно, путь от места встречи до станции и об- 
оатно она прошла бы за 20 мин. Поэтому в момент 
встречи машине оставалось ехать до станции еще 10 мин. 
Обычно машина приезжала на станцию одновременно 
с человеком, а в этот раз человек приехал на 60 мин. 
раньше. Таким образом. он шел до встречи 
60 — 10 = 50 мин. 




8. Утверждение задачи вытекает из такого тожде¬ 
ства: 



- а 1 [ ° 

(Ь _ а) 2 (с — а)* (Ь — а)* 

Чтобы доказать это тождество, достаточно сложить 
следующие три очевидные тождества: 

а / 1 , 1 ■ 1 ^ * _ | ; 

Ь-с\Ъ-с с-а- а-ъ) (Ь - с)* (Ь-с) (с-а) (а-Ь) 

Ь [ 1 , ; 

г _Дб_ с + с -« а-Ь} {с-а? (Ь-с) (с-а) {а-Ь) 

с I і , і | і и_ і _+_ са ——. 

а — Ь\Ь-с с-а а — Ь) (а-Ь)* (Ь-с) (с-а) (а-Ь) 


Вторые слагаемые в правых частях этих трех тож¬ 
деств в сумме дают 0. 

9. Ответ. 11886-й. 


I решение. Будем считать, что в кругу п ребят и 
они занумерованы по порядку (по часовой стрелке): 
№ 1, № 2, № 3, ... Будем идти по кругу, выводя из него 
ребят через одного, и остановимся рядом с № 1 в тот 
момент, когда мы пройдем один полный круг. Выясним 
следующие вопросы: 1) сколько человек осталось в кру¬ 
гу? 2) Кто будет первым (по номеру) из оставшихся на 
следующем — втором — витке? 


Если п четно, то в кругу осталось человек, при¬ 
чем № 1 останется в кругу и будет, конечно, первым из 
оставшихся на втором витке. 

Если п нечетно, то № 1 должен будет выйти из круга; 

после этого в кругу останется п ребят, и второй виток 


будет начинаться с № 3. 

Теперь будем последовательно, начиная с «=1966, 
разматывать один виток за другим. Результаты будем 
записывать в такую таблицу: 
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Виток 


Число оебят Номера нескольких первых Разность номеров 
оставшихся * на этом вптке (подчрркиваем двух соседних 
к этому виткѵ номе Р того » к -10 будет первым ребят, оставшихся 

на следующем витке) к этому витку 


1966 
983 
491 
245 
122 
61 
30 
15 
7 
3 
1 


Ѣ 1 
№ 1 
№ 5 
№ 13 
№ 29 
№ 29 
№ 93 
№ 93 
№ 349 
№ 861 
№ 1885 


№ 2 
№ 3 
№ 9 
№ 21 
№ 45 
№ 61 
№ 157 
№ 221 
№ 605 
№ 1373 


№ з 

1 

№ 5 

2 

Л» 13 

4 

№ 29 

§ 

N° 61 

1,6 

N° 93 

32 

№ 221 

64 

N° 349 

128 

N° 861 

256 

N° 1885 

512 


ь решение. Докажем сначала, что если первона¬ 
чальное число людей в кругу п равно степени 2, т. е. 
п— 2*, то № 1—тот, с кого начинается счет,— останется 
в К РУ Г У до самого конца. Действительно, после первого 
обхода по кругу останется 2 К ~~ 1 ребят, причем второй ви¬ 
ток снова будет начинаться с № 1; после второго витка 
останется 2 К ~~ А и на следующем витке № '1 снова оста- 

не гея в кругу и т. д. Через к витков № 1 останется в оди¬ 
ночестве. 

Пусть теперь, согласно условию, в кругу стоит 1966 
ребят. Будем идти по кругу, выводя их через одного, и 
остановимся в тот момент, когда из круга вышли 942 че¬ 
ловека. В этот момент в кругу осталось 1966 — 942 = 
= 1024 = 2 10 ребят, и первый из оставшихся — тот, перед 
кем мы остановились, — имеет номер 2 -942+1 = 1885. 
По доказанному (1024 = 2 10 ) он останется до самого 
конца. 

Замечание. Точно так же можно решить эту за¬ 
дачу в общем случае, когда первоначально в кругу стоит 
п человек. Ответ будет такой: останется человек с номе¬ 
ром 2 (п — 2 К ) + 1, где к — наибольшее целое число, для 
которого 2*<С п. Для тех, кто знаком с двоичной системой 
счисления, можно сформулировать ответ в более краси¬ 
вой форме: чтобы получить требуемый номер, нужно за- 
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писать п в двоичной системе и перенести первую цифру 
(это будет, конечно, 1) в конец. Например, 

1966=11110101110; 
а 11101011101 = 1885 

(черта сверху означает, что имеется в виду двоичная за¬ 
пись) . 

10. Ответ. га = 9, п = 2; га = 17, и=6, 

1) Одно из утверждений 2° и 3° неверно. Действи¬ 
тельно, если га = 2/г+5, то га+/г = Зя+5 и заведомо не 
делится на 3. 

2) Одно из утверждений 3° и 4° неверно. Действи¬ 
тельно, если т + п делится на 3, то и т + 7п= ( т + п ) + 6/г 
делится на 3. Поскольку это число, очевидно, больше 3, 
оно не может быть простым. 

3) Таким образом, если 3° верно, то должны быть 
неверными два утверждения 2° и 4°, что противоречит 
условию задачи. 

Таким образом, 3° неверно, следовательно, 1°, 2° и 4° 
верны. 

4) Итак, т = 2п + 5; т + 1 — кп, где к — некоторое це¬ 
лое число. Отсюда 2п+5 = кп— \; (к — 2)п = 6, т. е. п — 
делитель числа 6; га определяется из равенства 
га = 2/г+5. Возможны следующие случаи: 

/х=1, т— 7; 

/г = 2, га= 9; 
п = 3, га = 11; 
п = 6, га=17. 

Для этих пар га, п условия Г и 2° выполнены, условие 
3° — нет; осталось проверить условие 4°. Ему удовлетво¬ 
ряют только вторая и четвертая пары. 

11, Ответ. У%. 

В частном случае, когда трапеция равнобочная и сум¬ 
ма ее оснований равна 2, а высота 1, ее диагонали рав¬ 
ны У2. Докажем, что в остальных случаях большая диа¬ 
гональ й\ больше У 2. 

Обозначим диагонали трапеции через й\ и 
их проекции на основании трапеции — через р\ и /? 2 (со¬ 
ответственно /?і>р 2 ), основания трапеции —через а и Ь % 
высоту трапеции — через /г. 
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А 



а, = АС 

а г = во 
р,-ар 

р г = Ей 


Рис. 4 


Из чертежа нетрудно видеть, что 
(рис. 4). Поскольку р\ > р 2 , Р\ > а ^ ~ • 

По условию, площадь трапеции равна і: 


±±±.н = і 

2 


т. 


е. 



Р\ 4 “ р% = Ь 


Таким образом, й\ 2 = р\ 2 + Н 2 ^> | +Н 2 -^ —+№, 

но эта величина всегда больше или равна 2 (см. зада¬ 
чу 12,а). __ 

Итак, мы доказали, что й\^>У2. Равенство возможно 

только при д,\—йъ, т. е. р\ — р 2 = — = тог ^ а МЬІ 

получаем равнобочную трапецию, у которой диагональ 

равна Ѵ2. 

12. а) Запишем неравенство в таком виде: 

а + ± _ 2 > 0 . 


Приведем левую часть к общему знаменателю: 

>0, или ~ 1)г ->0. 


Полученное неравенство эквивалентно данному в за¬ 
даче и, очевидно, выполняется при всех и^>0. 

б) Проіде всего начертить отдельно графики у—х и 

у=— (на рис. б они изображены пунктиром), а потом 

ріХ «сложить» (т. е. для каждой точки К на оси Ох взять 
на перпендикуляре КЬ к оси Ох такую точку М, для ко 
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торой КМ = КР+Щ с учетом знака). Можно строить 
график и «по точкам» (рис. 6). 

Отметим самые существенные особенности графика: 
1°. При положительных х 9 близких к 0, график не¬ 
ограниченно поднимается, «прижимаясь» к оси Оу. 

2°. При больших положительных х график нрибли» 

жаетея к прямой у=х (так как становится с ростом х 
все меньше и меньше, «стремится к нулю») 



Рис. б 
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3°. Самая низкая точка графика при х>0 имеет коор¬ 
динаты: х— 1, у=2. Действительно, согласно задаче 12, а 

при х>0. у=>х+ — 

X 


4°. График получается в целом симметричным отно¬ 
сительно начала координат* 

Действительно, если .г>0 и у=х-\ -, т. е. точка 

х 


1 


( х, у) лежит на графике, то —у= (— х) -I-, т. е. точка 


—х 


с координатами (— х, — у) тоже лежит на графике* 

Из соображений симметрии получим, что при х ,. 
близком к 0 (я<6), график неограниченно опускается 
вниз, при х очень большом по абсолютной величине 
(х<0) график приближается снизу к прямой у = х у и наи¬ 
большее значение при #<0 функция принимает в точке 
х= — 1. 


18, Ответ. 15 км/ч. 

Катер, плывущий со скоростью ѵ км/ч, расходует 
каждый час 90 + 0,4 ѵ 2 руб. и проплывает за час ѵ км . 
Таким образом, на 1 км пути тратится 


90 + 0,4 ѵ 2 


ѵ 


— — + 0,4 ѵ = 6 

V 



(руб.). 


Обозначим 


ѵ 


— через х, тогда 

6 (т + т!)= 6 0 + 



Из задачи 12, а вытекает, что это выражение прини- 
мает наименьшее значение при х=\, т. е. при у —15. 






ІЙ* 




*• 


Щ. 

•ій' 


Шл: 

I ' 


* 




* 


ЗАДАЧИ ВСТУПИТЕЛЬНОЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 
В ЗАОЧНУЮ МАТЕМАТИЧЕСКУЮ ШКОЛУ 

(1964 г.) 

1. Двое играют в такую игру: первый называет од¬ 
нозначное число (т. е. целое число от 1 до 9 включитель¬ 
но), второй прибавляет к нему еще какое-нибудь одно¬ 
значное число и называет сумму, к этой сумме первый 
прибавляет еще какое-нибудь однозначное число и опять 
называет сумму и т. д. Выигрывает тот, кто первым назо¬ 
вет 66. Как нужно играть в такую игру, чтобы выиграть? 
Кто выиграет при правильной игре: начинающий или его 
партнер? 

2. Разложить на множители: 

а) х г +х л --)г 1 (на 3 множителя); 

б) х 6 +х+1 (на 2 множителя). 

3. Из вершины В треугольника АВС проведены ме¬ 
диана и высота. Оказалось, что они делят угол АВС на 
три равные части. Определить углы треугольника АВС. 

4. Четверо ребят — Алеша, Боря, Ваня и Гриша — 
соревновались в беге. После соревнований каждого из 
них спросили, какое место он занял. Алеша ответил: 
«Я не был ни первым, ни последним». Боря ответил: 
«Я не был последним». Ваня ответил: «Я был первым». 
Гриша ответил: «Я был последним». Три из этих ответов 
правильные, а один неверный. Кто сказал неправду? Кто 
был первым? 

5. Сколько существует шестизначных чисел, все циф¬ 
ры которых нечетны? 

6. Доказать, что в произвольном треугольнике: 

а) сумма длин медиан меньше периметра; 
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б) сумма длин медиан больше трех четвертей пери¬ 
метра. 

7. На столе лежат книги, которые нужно упаковать. 
Если их связывать по 4, по 5 или по 6 в пачку, то каж¬ 
дый раз остается одна лишняя книга, а если связывать 
по 7 книг в пачку, то лишних книг не остается. Сколько 
книг могло быть на столе? 

8. Построить треугольник по двум сторонам а и Ь, 
если известно, что угол против одной из них в 3 раза 
больше угла против другой. 

9. а) Найти все целые числа, удовлетворяющие 
уравнению 

х+у=ху. 

б) Какие целые положительные числа могут удовле¬ 
творять уравнению 

х+у+г=хуг? 

10. Если некоторое четырехзначное число умножить 
на четырехзначное число, записанное теми же цифрами 
в обратном порядке, то получается восьмизначное число, 
у которого последние три цифры — нули. Найти все та¬ 
кие четырехзначные числа. 

11. а) Построить окружность, которая касается дан¬ 
ной окружности в данной точке и данной прямой. 

б) Построить окружность, которая касается данной 
окружности и данной прямой в данной точке. 

12. а) Сколько корней имеет уравнение 

.ж 2 —3 1 х | +1=0? 

б) Нарисуйте график 

у—х 2 — 3| х | +'1. 

Примечание. Через| % ( обозначается абсолютная 
величина числа х. 


ЗАДАЧИ ВСТУПИТЕЛЬНОЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 
В ЗАОЧНУЮ МАТЕМАТИЧЕСКУЮ ШКОЛУ 

(1965 г.) 


1. Доказать, что число М ь оканчивается на ту же 
цифру, что и число N. 

2. Четырехугольник АВС И описан около окружности 
с центром О. Доказать, что сумма углов АОВ и СОО 
равна 180°. 

3. Решить уравнение 




21 + 3 \х — 3| 



(Решить уравнение — это значит найти все числа, удов¬ 
летворяющие этому уравнению, и доказать, что других 
таких чисел не существует.) 

4. В турнире участвовало б шахматистов. Определить 
результаты всех партий, если известно, что каждый 
сыграл с каждым по одной партии и все набрали разное 
число очков, причем: 

а) занявший первое место не сделал ни одной ничьей; 

б) занявший второе место не проиграл ни одной 
партии; 

в) занявший четвертое место не выиграл ни одной 
картин. 

(В шахматных турнирах выигравшему начисляется 
одно очко, проигравшему — нуль очков; если партия 
закончилась вничью, каждому из игравших начисляется 
по Ѵг очка.) 

5. Доказать, что площадь правильного восьмиуголь¬ 
ника равна произведению наибольшей и наименьшей 
диагоналей. (У правильного восьмиугольника все сторо¬ 
ны равны между собой и все углы равны между собой.) 
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6. Каких чисел больше среди первого миллиона: тех, 
в записи которых встречается единица, или тех, в записи 
которых ее нет? 

7. Высоты треугольника АВС пересекаются в точ¬ 
ке О. Известно, что ОС = АВ. Найти угол при вершине С. 

8. Числа хи у положительны, и х + у = Ь. Какое 
наименьшее значение может принимать выражение 


х У 

9. Клетки шахматной доски занумерованы по поряд¬ 
ку числами от 1 до 64: первый горизонтальный ряд — 
слева направо числами от 1 до 8, второй горизонтальный 
ряд — тоже слева направо числами от 9 до 16 и т. д. 
На доске расставлены восемь ладей так, что они не 
бьют друг друга. Какие значения может принимать сум¬ 
ма номеров клеток, на которых стоят ладьи? (Ладья 
бьет все клетки, находящиеся с ней в одном горизон¬ 
тальном или вертикальном ряду.) 

10. Прохожий, идущий вдоль трамвайной линии, за¬ 
мечает, что его каждые 7 минут догоняет трамвай и 
каждые 5 минут проходит трамвай навстречу. Через ка¬ 
кой интервал времени отправляются трамваи с конеч¬ 
ного пункта? (Считается, что трамваи отправляются 
с конечного пункта через равные промежутки времени и 
движутся от одного конечного пункта до другого с 
постоянной скоростью и без остановок; прохожий тоже 
идет с постоянной скоростью.) 

11. На плоскости даны три параллельные прямые. 
Построить квадрат так, чтобы три его вершины лежали 
на трех данных прямых. 

12 . Каким должно быть число а , чтобы уравнения 

Ф+ах +1 =0 и х А +ах 2 + 1=0 
имели общий корень? 

13. Дан треугольник АВС . Из его медиан построен 
треугольник А Х В\С Х , а из медиан этого треугольника 
построен треугольник А 2 В 2 С% Докажите, что треуголь¬ 
ники АВС и А 2 В 2 С 2 подобны, и найдите коэффициент 
подобия. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

1. Решить уравнение: 

Д I 1 ! 1 І_ ^ 1 — 0. 

х ^ х^г\ х + 2 х + 3 х+ 4 

2. Существует ли треугольник, у которого: 

а) все высоты меньше 1 см, а площадь больше '100 см 2 ; 

б) две высоты больше 100 см , площадь меньше 1 см 2 ? 

3» Доказать, что в произвольном треугольнике бис¬ 
сектриса делит пополам угол между высотой и радиусом 
описанного круга, проведенного в ту же вершину. 

4. Построить треугольник, если дана прямая, на ко¬ 
торой лежит его основание и две точки, являющиеся ос¬ 
нованиями высот, опущенных на боковые стороны. 

5. Разбить прямоугольник на пять попарно неподоб¬ 
ных прямоугольных треугольников. 

6. На необитаемом острове пират зарыл клад, руко¬ 
водствуясь следующими построениями. Пусть А и В 
два камня, С і, С 2 и Сз — три пальмы. Построим точку А\ 
так: АіСі = АС и ААС Х А Х = 90° — и точку В х так: 
ВіС х = ВС и /:ВС|йі = 90°. Построим точку пересечения 
отрезков А Х В и АВ Х и обозначим ее Р х . В центре окруж¬ 
ности, проведенной через Р і, Р% и Р з (точки Р 2 и На¬ 
строятся так же, как Р ь только с использованием соот¬ 
ветственно пальм С 2 и Сз), и был зарыт клад. Когда пи¬ 
рат вернулся на остров, пальмы снесло штормом. Но осе 
же он сумел найти клад. Как? 

7. Доказать, что 

(я -Ь 1) {ті -Ь 2)... (2/і 1) 2 ті 2 л 

1 *3’5... (2п — 1) 




• 8. Доказать, что если у каждого из данных многочле¬ 

нов сумма коэффициентов равна 1, то и у многочлена, 
являющегося их произведением, сумма коэффициентов 
равна 1. 

9, Имеется несколько натуральных чисел, не боль¬ 
ших п. При любом разбиении их на две группы сумма 
одной из них не больше п. Какую наибольшую сумму 
могут иметь все числа? 

10. Доказать, что среди любых 99 последовательных 
натуральных чисел обязательно найдется такое, у кото¬ 
рого сумма цифр делится на 14. 

П. а и Ь — натуральные числа. Наименьшее положи¬ 
тельное число вида ах + Ьу, где х и у — целые, равно наи¬ 
большему общему делителю а к Ь* Доказать. 

12. При каких целых а и Ь корни уравнения 

х 2 — аЬх+а + Ь =0 целые? 

13. Доказать, что если четырехугольник и вписанный 
и описанный, то его площадь равна квадратному корню 
из произведения сторон. 

14. Ка окружности взяты произвольно четыре точки: 
А, В, С, В, Рассмотрим середины М, Ы, Р , С? образовав¬ 
шихся четырех дуг. Доказать, что среди отрезков, соеди¬ 
няющих точки М, Ы, Р, (2; есть два перпендикулярных 
между собой. 

15. Вершины произвольного выпуклого пятиугольника 
соединены через одну. Доказать, что сумма пяти углов 
при вершинах полученной пятиконечной звезды равна 

180°. 

16. В четырехугольнике три тупых угла. Доказать, 
что из двух его диагонад ей большей является та, которая 

проведена из вершины острого угла. 

17. Сколько существует чисел, в десятичной записи 

которых нет нулей и сумма цифр равна 10? 

18. Доказать, что можно раскрасить плоскость с по¬ 
мощью: а) девяти красок, б) семи красок—-таким обра¬ 
зом, что расстояние между любыми двумя точками од¬ 
ного цвета будет отлично от 1. 

19. Сколько решений в целых числах имеет уравнение: 

Ух + У у — У 1960? 

20с По окружности расставлено несколько чисел/сум¬ 
ма которых положительна. Доказать, что можно выбрать 
такое из них, что оно само будет положительно» сумма 
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его со следующим по часовой стрелке положительна, 
сумма со следующими двумя положительна к т. д. 

21, Даны 20 положительных целых чисел, таких, что 

Яі < а 2 < а 3 << 70. 


Доказать, что среди разностей а^ — а к .(/>А) найдутся 
по крайней мере четыре равные. 


22. Площадь многоугольника, нарисованного на клет¬ 
чатой бумаге с вершинами в узлах сетки, равна 

/ + —-1, где / — число узлов, лежащих внутри много- 

2 


угольника, г — число узлов, лежащих на его сторонах 
и в вершинах (сторона клетки принята за 1). Доказать. 

23о Собралось п человек. Некоторые из них знакомы 
между собой, причем каждые два незнакомых имеют 
ровно двух общих знакомых, а у двух знакомых нет об¬ 
щих знакомых. Доказать, что каждый из них знаком с 


одинаковым числом человек. 

24. Между зажимами А и В включено несколько со¬ 
противлений. Каждое сопротивление имеет один входной 
и один выходной зажим. Какое наименьшее число сопро¬ 
тивлений необходимо иметь и какова должна быть схема 
их соединений, чтобы при порче любых девяти сопротив¬ 
лений между зажимами А и В цепь осталась замкнутой, 
но не было короткого замыкания? (Порча сопротивле¬ 
ния: короткое замыкание или обрыв.) 

25. Из бумаги вырезан многоугольник. Две точки его 
границы соединяются отрезком, по которому многоуголь¬ 
ник складывается. Доказать, что периметр многоуголь¬ 
ника , получающегося после складывания, меньше пери¬ 
метра исходного. 

26о На бесконечной шахматной доске стоит коінь. На 
сколько различных полей он может попасть за п ходов? 



Цена 3 коПс 
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П РЕД И СЛОВ И Е 

В первом разделе мы публикуем решения задач вступительной 
контрольной работы. Разумеется, придуманные вами решения мо¬ 
гут отличаться ог этих и при этом быть верными: ведь даже одно 
и то же решение можно записать по-разному — подробно или крат¬ 
ко, наглядно или формально. Мы постарались изложить решения 
возможно более наглядно, чтобы их поняли даже те, кто не смог 
решить эти задачи сам. Впрочем, и тем, кто решил задачи, мы 
советуем разобраться в этих решениях, чтобы перенять, возможно, 
какие-то новые приемы и поучиться четкости в записи решений. Это 
относится, в частности, к решению задачи 5. Во многих прислан¬ 
ных решениях перебор проведен нечетко, предположения, выде¬ 
ляющие тот или иной случай, не выписываются, разбираются не 
все случаи. В задаче 10 немногим пришло в голову изобразить ус¬ 
ловие в виде чертежа или таблицы. Вообще четкая и в то же вре¬ 
мя простая запись решения составляет для многих камень претк¬ 
новения, и над этим следует поработать. 

Во втором разделе даю гея задачи из разных разделов матема¬ 
тики для самостоятельной работы. Среди этих задач есть как лег¬ 
кие, так и трудные. Поэтому не старайтесь решать обязательно 
все задачи подряд. Если какая-нибудь задача Вас заинтересует, 
а решить ее не удается, то отложите ее на время и возьмитесь за 
другие, а потом опять вернитесь к отложенной. Как правило, са¬ 
мые интересные и полезные задачи именно те, которые трудно ре¬ 
шить сразу. 

Контрольную работу составили Н. Васильев, В, Гутенмахер, 
Л. Евтушик, П. Кантор, П. Масарская, Ж, Раббот, А. Тоом. Реше¬ 
ния контрольных задач написаны А. Гоомом. Сборник подготовили 
к печати П. Кантор и Ж. Раббот. 

Методическая комиссия ЗМШ. 
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ВСТУПИТЕЛЬНАЯ КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 

В ЗМШ 1971 ГОДА 


1. В полукруг диаметра 2 вписаны две окружности, которые 
касаются между собой. Каждая из них касается диаметра и дуги 
полукруга. Найти диаметр одной из них. если диаметр другой ра- 

2. Найти наибольший общий делитель чисел 9876543П и 


123456789 

3. Основания трапеции АВСО равны: АВ = а, СЙ = Ь. О 


точка 


пересечения диагоналей. Определить отношение площади треуголь¬ 
ника АО В к площади трапеции. 


4 Известно, чго х 4-—целое число. Докажите, 

х 


что тогда 


число хЧ-тоже целое. 

х 8 

5. О треугольнике АВС были сделаны 4 утверждения: 

1) треугольник АВС прямоугольный; 

2) ^Л = 30 е ; 

3) АВ = 2ВС\ 

4) АС=2ВС. 

Известно, что два из этих утверждений верны, а два других 
неверны. Найти периметр треугольника АВС, если ВС= 1. 

6. Известно, что $ + & + с<С0 и что уравнение ах 2 -\-Ьх-\- с — 0 
не имеет действительных корней. Определить, какой знак имеет 
число с. 

7. Про точки Д| В, С известно следующее: для любой точки М 
па плоскости отрезок АМ меньше хотя бы одного из отрезков ВМ 
и СМ. Докажите, что точка М лежит на отрезке ВС. 

8. Сколько делителей имеет число 1971 1971 ? (то есть, сколько 
существует различных целых положительных чисел, на которые 
это число делится?). 

9. Можно ли завернуть кубик с ребром I в квадратный кусок 
бумаги со стороной 3? 

10. Можно ли выписать девять чисел 1, 2, 3, ..., 9 но кругу в 
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таком порядке, чтобы сумма никаких двух соседних чисел не де¬ 
лилась пи на 3, ни на 5, ни на 7? 

11. Жители города Нравдин всегда говорят правду, а жители 
города Лгунов всегда лгут. 

В одном из этих городов между командами этих городов состо¬ 
ялся футбольный матч. После матча рядом со стадионом, на ко¬ 
тором он проводился, произошел следующий разговор: 

А (обращаясь к Б и В): «Я не был на матче. Скажите, кто 

выиграл?» 

Б: «Г сказал мне, что их команда проиграла». 

В: «Наша команда выиграла». 

Г (садясь в автобус, идущий в другой город и обращаясь к А): 
«Поедем вместе, А, ведь мы из одного города». 

А: «Вы ошибаетесь, Г. Я живу здесь. Эго В из вашего города». 
Определить, кто из какого города, где происходил футбольный 

матч и какая команда выиграла. 

12. Но шоссе в данном направлении с постоянной скоростью 
через равные интервалы времени идут без остановок автобусы. 
Один человек прошел по шоссе 4 км, и за это время ею обогнали 
6 автобусов. В другой раз он прошел 7 км, и за это время его обо¬ 
гнали 8 автобусов, В третий раз он прошел 17 км. Сколько автобу¬ 
сов при этом его обогнали? (Все три раза человек шел с одной и 
той же скоростью). 

13. На основании АВ равнобедренного треугольника АВС взя¬ 
та точка Е ив треугольники АСЕ к ЕСВ вписаны окружности, ко¬ 
торые касаются отрезка СЕ ъ точках К и Н. Найти длину отрезка 
К И, если АЕ — а, Е8 — Ь. 


РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

ВСТУПИТЕЛЬНОЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

3 ЗМШ 1871 ГОДА 

I. Пусть АВ — диаметр полукруга, О — его центр, О х и 0 2 — 
центры первой и второй окружностей, Мд — точка их касания друг 
с другом, М\ и /И 2 — точки их касания с полукругом, Т — точка 
касания первой окружности с диаметром (см. рис. 1). 


ГЦ 



Нам придется трижды использовать следующий очевидный 
факт: если две окружности касаются друг друга, то точка касания 
и центры этих окружностей лежат на одной прямой (для его до¬ 
казательства достаточно заметить, что если бы окружности имели 
общую точку Р , не лежащую на прямой /, проходящей через их 
центры, то они имели бы еще одну общую точку — а именно, точ¬ 
ку Р\ симметричную точке Р относительно прямой I). 

В частности, точки О, 0 2 и М 2 лежат на одной прямой» По¬ 
скольку ОМ 2 = 1 , точка О должна лежать на окружности диамет¬ 
ра 1 (ОМ 2 — диаметр этой окружности). По условию эта окруж¬ 
ность касается прямой АЗ. Таким образом, она. касается АВ в точ¬ 
ке О и М 2 0±_АВ. Теперь обозначим радиус первой окружности 
через г и составим уравнение. 

Поскольку точка О х лежит на отрезке ОМ и то 

ОО л = ОМ х — О х М\ = \— г, 

ОТ 2 = ОО х 2 — О х Т 2 = (1 — г) 2 — г 2 . 

Опустим из О] перпендикуляр О х Р на 00 2 . Тогда О х РОТ — 
прямоугольник и 

О 2 Р=0 2 О — Р0 = 0 2 0 — 0 1 Г= 1 /2 — г. 

Поскольку точки О х , М 0 и 0 2 лежат на одной прямой, то 

0г0 2 =-1 + г н Р<Ѵ = ОА 2 - ОГ = + Г 1 ~ 0* ' 

Приравнивая РО х 2 и ОТ 2 , получаем 

(т + г )’-(1 - 0' 

откуда находим, что г= 74 . 

2 . Обозначим наибольший общий делитель двух данных чисел 
буквой х. Тот факт, что эти числа делятся на х, можно записать 
следующим образом: 

987654321 = кх, 

123456789 = 1х, 

где к , I — целые числа. Ясно, что, если мы умножим второе, мень¬ 
шее число на какое-либо целое число пг и вычтем из первого, то 
разность 987654321 —гп 123456789 = &,ѵ — гп1х = (к — ті)х будет де¬ 
литься на х. 

Разделив 987654321 на 123456789 с остатком, получим: 

987654321 = 8*123456789 + 9 

(проверьте, что 8*123456789 = 987654312), так что при т = 8 на¬ 
писанная выше разность 987654321— т -123466789 = (к — тІ)х бу¬ 
дет равна 9» Итак, 9 делится на х. Значит, х .<с 9 Оказывается, что 
оба данных числа делятся на 9 (хотя бы потому, что суммы их 
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цифр делятся на 9. Поэтому 9 — их общий делитель. А поскольку 
9, то 9 — наибольший общий делитель. 

3. Проведем через точку С прямую, параллельную ВО (см. 
рис. 2). Пусть она пересечет прямую АВ в точке М. Поскольку 

АМ = АВА- ВС, то Злел; = АВ+ ОС . Я, 

*шЛ 

где Н — высота трапеции, т. е. площадь треугольника А СМ равна 
площади трапеции АВСО. Будем искать отношение площадей тре¬ 



угольников АСМ и АОВ. Они подобны. Значит, их площади отно¬ 
сятся как квадраты -сходственных сторон 

Злоб = /АВ\ а ^ ( а У 
8 Асм ^ АМ У 'Д + Ь/ 

Ответ: 

8асё __ ( _Д У 

8Авс о а-\~Ь' 

4. Поскольку 

( X + — ) = У ? + то = (х + —) — 2 (1). 

4 X X X X 

Из этого тождества следует, что, если х+ — целое число, то и 

х 

9 1 

х 2 Н-тоже целое. 

Х ѣ 

Подставив в (1 ) х 1 вместо х> мы получим новое тождество: 

1 / 1 \ 3 

= (х*А-А) - 2 , ( 2 ) 

X* X 2, / 

, 1 ,1 

из которого следует, что. если х 1 -•}-целое, то и х *4 ---целое. 

X 3 X 


2* 
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Объединив этот вывод с предыдущим, мы можем утверждать, что, 

если х-\ -целое, то и х А -\ -—тоже целое. 

я х 4 

Подставив в (2) х 2 вместо л\ получим еще одно тождество: 

& Н-= (-О ~г —- ) — 2, 

х 8 \ х 4 ! 

. . 4 1 я 1 

после чего можем утверждать, что. если хм-целое, тс и х 8 + — 

X 4 X* 

целое. Объединив это заключение с полученными, выше, подучаем, 

1 р | 1 

что, если х-\ -— целое, и х 8 4- — — целое. 

X X 8 

5. Нам сказано, что из четырех утверждений какие-то два вер¬ 
ны, а другие два неверны, но не сказано, какие именно верны, а 
какие — нет. Поэтому рассмотрим несколько случаев. В каждом 
таком случае мы будем предполагать, что какие-то два определен¬ 
ные утверждения верны, а другие два неверны. Чтобы не пропу¬ 
стить какой-нибудь случай, сначала выясним, сколько их, пользуясь 
схемой на черт. 3. На этой схеме каждые две из: четырех цифр 1, 
2, 3, 4 соединены. 



Ясно, что случаев ровно столько, сколько отрезков, соединяю¬ 
щих цифры, то есть шесть. Рассмотрим их все по порядку. 

Чтобы указать, какой случай мы рассматриваем, мы будем 
называть только номера верных утверждений. Например, «слу¬ 
чай 1.2» здесь означает: случай, в котором предполагается, что 
утверждения 1 и 2 верные (а 3 и 4 — неверные), 

Случай 1.2. Поскольку У 71 = 30°, то прямой угол —либо В, ли¬ 
бо С. Если В — прямой, то *4С = 2ВС, чего не должно быть, 
так как утверждение 4 в этом случае неверно. Если -4' С прямой, 
то АВ = 2ВС, что также противоречит условию. Итак, случай 1.2 
невозможен. 

Случай 1.3, Угол А не может быть прямым, так как против него 
лежит не наибольшая сторона. Если -> С = 90°, то У! 71 = 30°, чего 
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не может быть в этом случае. Значит, 4 В = 904 Тогда утвержде¬ 
ния 2 и 4 неверны. Значит, такой случай возможен. Тогда, по тео¬ 
реме Пифагора, АС= У 5, а периметр равен 3+ V 5. 

Случай 1.4. Разбирается аналогично случаю 1.3. Возможен, если 

С = 90\ Периметр равен 3-М 5. 

Случай 2.3. Если У* А — 30 н АВ = 2ВС, то У) С = 90°, что про¬ 
тиворечит условию. 

Случай 2.4. Аналогично случаю 2.3, невозможен. 

Случай 3.4. Утверждения 1, 2 неверны. Значит, этот случай воз¬ 
можен. Периметр равен 5. 

О т в ет: а) 3-Ь V 5: б) 5. 

6. Поскольку квадратный трехчлен йх 2 -\тЪх-\- с не имеет корней» 

Ь 2 

? '° Ь 2 4 ас<п, откуда пс>-у . Докажем, что с(а + Ь4-с)> 0. 

Действительно: 

к 2 / и \2 

с(а + Ъ 4- с) = ас + Ьс + с 2 > — + Ьс + с 2 = (— + с) > 0. 

4 \2 ' 

Поскольку в положительном произведении с(а + Ь-\-с) один мно¬ 
житель, а + 6 у с, отрицателен, то и другой, с, отрицателен. Итак, 
с <06. Второе решение. Известно, что, если квадратный трехчлен 
ах 2 + Ьх+с ни при каком х не равен нулю, то его знак — один и 
тот же при всех х. Заметим, что число & + 6 + с— это значение на¬ 
шего трехчлена при х=1, а число с — это его значение при х = 0. : 
Значит, эти два числа имеют один и тот же знак. Поскольку 
а+Ь + с<С 0, то и с<сО. 

. Предположим, что точка А не лежит на отрезке ВС\ и пока- 
ж ем, что тогда не выполняется условие задачи: «для любой точки 
У га плоскости отрезок АМ меньше хотя бы одного из отрезков 
В л Л и СМ», т. е. покажем, что тогда существует по крайней мере 
°Д на точка М у для которой отрезок АМ не меньше каждого из 
отрезков ВМ и СМ. Рассмотрим два случая. 

а) Точка А лежит на прямой ВС, но вне отрезка ВС . Располо¬ 
жим Точку Ж на прямой ВС так, чтобы отрезок ВС лежал внутри 
огрезха АМ. Тогда, очевидно, будут выполняться неравенства: 
АМ>ВМ 3 АМ%>СМ, что противоречит условию. 

,з ) Точка А не лежит на прямой ВС. Тогда можно построить 
треугольник ЛВС и описать около него окружность. Поместим точ¬ 
ку М в центр этой окружности. Тогда АМ = ВМ , АМ = СМ, что про¬ 
тиворечит условию. 

8. Разложим сначала 1971 на простые множители: 1971 = 3 3 - 73. 

Отсюда видно, что разложение числа 1971 1971 на простые множи¬ 
тели таково: 

33 і 97 і. 731971 = 35913,731971 
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Всякий делитель этого числа может содержать в себе простыми 
множителями только числа 3 и 73» причем троек может быть не 
больше 5913, а множителей, равных 73 — не больше 1971. Иными 
словами, 'всякий делитель данного числа имеет вид 3 к -73' : , где 
к, I — целое и 0<Ж<;5913, 0<С .I < 1971. Можно представлять себе 
все эти делители расположенными в прямоугольную таблицу, в 
которой I — номер строки (начиная с нулевой строки), к — номер 
столбца (начиная с нулевого столбца): 


1 

к 

0 

1 

2 1953 

0 

3 ° • 73' э = 1 

31 . 73* = 3 

32 . 730 = 9 3»8із . 73° 

1 

30.731 = 73 

31 ■ 731 :=* 219 

32. 73і = Ззоіз . 73і 

2 

3® • 73* 

1 

З 1 - 732 1 

32 . 73* З» 1 -* - 73* 





1971 

30 . 731971 

Е 4 - 

Ф 

СО 

1 >- 

• 

со 

32 . 731971 3581® , 731971 


После такого расположения множителей ясно, что их число рав¬ 
но произведению числа строк таблицы на число ее столбцов 

5914=1972 =11662408, 

9. Ответ: можно. Опишем, как это сделать. 





На рис. 4 заштрихована фигура, состоящая из пяти квадратиков 
1X 1 и четырех треугольников, получающихся от разрезания тако¬ 
го же квадратика по диагоналям. Эта фигура — выкройка куба 
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с ребром І, Это значит, что, согнув ее по начерченным линиям» 
можно получить такой куб. Вместе с четырьмя прилегающими 
треугольниками, ограниченными пунктиром, она образует квадрат 

со стороной 2^7 2, 

Поскольку 2/~ 2<С<і, то такую фигуру можно поместить внутри 

квадрата 3X3, что и сделано на чертеже. Сгибая теперь весь квад¬ 
рат и как угодно приминая лишние, незаштрихованные части, мы 
обернем куб. 

10. Ответ: можно. Как эго сделать, показано на рис. 5. 



Че.р т 5 

. Іа этом решение можно было бы и закончить, но мы объяснивъ 
как мы его получили и попутно докажем, что ответ в этой задаче 
единственный. Постараемся наглядно зафиксировать на бумаге, 
какие цифры могут стоять рядом, а какие — нет. Это можно сде- 
, -чать двумя способами. Можно составить такую таблицу: 
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В этой таблице строки и столбцы пронумерованы цифрами от 
до 9. Если две цифры могут стоять рядом, то на пересечении 
роки и столбца с этими номерами стоит плюс, а если не могут, 
то минус. Можно поступить иначе. Нарисуем девять кружков и рас¬ 
ставим в них цифры от 1 до 9. Соединим линией всякие два круж¬ 
ка, цифры в которых могут стоять рядом. Если две цифры не мо¬ 
гут быть соседними, то мы их соединять не будем. 

Полученную схему перерисуем, чтобы по возможности «рас¬ 
путать» ее. Результат изображен на черт. 7. Раз такой чертеж по¬ 
строен, вопрос задачи можно сформулировать так: можно ли, идя 
только по линиям, обойти все кружки этой фигуры по одному разу 
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и вернуться на прежнее место? Будем решать задачу, глядя на 
этот чертеж, хотя точно так же можно было бы пользоваться и 
таблицей. Поскольку 4 связано только с 7 и 9, то, значит. 7 и 9 
и есть ее соседи по расположению на окружности. Аналогично, со¬ 
седи 2 — цифры б и 9. Значит, 2 и 4 — соседи 9, а 7 и 8 —заведо¬ 
мо не соседи 9. Значит, связи 9 с 7 и 8 можно зачеркнуть (что н 
сделано на чертеже). Аналогично, 1 имеет соседями 3 и 7. Значит, 
соседи 7 — цифры 1 и 4, а связь 7 с б можно зачеркнуть. Теперь 8 
связано только с 3 и 5, значит связь между 3 и 5 можно зачерк¬ 
нуть. Оставшиеся линии образуют замкнутый путь, который и со¬ 
ставляет единственное решение задачи. 


. Составим табличку: 

А из Правдина? 


Б из Правдина? 


В из Правдина? 


Г из Правдина? 


Матч происходил в Правдине? 



Выиграла команда Правдшіа? 


Решить задачу — значит заполнить пустые графы этой таблички 
словами «да» или «нет» так, чтобы не вступить в противоречие с 
условием. Точнее, надо найти все такие способы заполнения, так 
как их может быть больше одного. На худой конец, можно пере¬ 
брать все возможные способы заполнения (их всего 64) и для 
каждого проверить, противоречит он условию или нет. Но это, ко¬ 
нечно, некрасивый способ решения. Будем решать иначе. 

!) Из заявления В следует, что выиграла команда Правдина. 
Докажем это. Если В из Правдина, то сказанное им правда, и вы¬ 
играла команда Правдина- Если В из Лгунова, то сказанное им 
неправда, и выиграла опять-таки команда Правдина. 

2) Из заявления Б следует, что Б из Лгунова, так как это заяв¬ 
ление заведомо неверно. Докажем это. Мы уже знаем, что выиграла 
команда Правдина. Если Г из Правдина, то он не мог сказать, что 
их команда проиграла, так как это была бы ложь. Если Г из Лгу¬ 
нова, то он тоже не мог сказать, так как это была бы правда. 

3) Из заявления Г следует, что А из Правдина. Докажем это. 
Если Г из Правдина, то А действительно с ним да одного города. 


то есть из Правдина. Если Г из Лгунова, то А с ним не из одного 
города, то есть А снова из Правдина. 

4) Теперь легко ответить на все вопросы. Из последнего заяв¬ 
ления А следует, что дело происходит в Прав дине, В и Г — из Лгу¬ 
нова. Ответ : А — из Правдина, Б. В. Г — из Лгунова, матч про¬ 
исходил в Правдпне, выиграла команда Правдина* 

12. Ясно, что автобусы обгоняют человека через равные проме¬ 
жутки времени (всякий такой промежуток равен 


ѵ г і 



где А—интервал времени между автобусами, — скорость. авто¬ 
бусов, ѵ 2 — скорость человека. Впрочем, мы этой формулой поль¬ 
зоваться не будем). Поэтому между геми моментами, когда его 
обгоняют автобусы, человек успевает пройти всякий раз одинако¬ 
вое расстояние. Обозначим это расстояние через х. 



Черт. 8. 

На черт. 8 отрезок АВ } отмеченный фигурной скобкой, изображает 
те 4 км, которые человек прошел в первый раз. Отметим на нем те 
б точек Ру Р%, Р%, Ра, Р&, Ре, в которых его обогнали автобусы. 
Промежутков между ними 5, и длина каждого равна X. Остаются 
два куска шути по концам А Р. и Р&В * которые человек прошел до 
того, как его обогнал первый автобус, и после того, как его обогнал 
последний автобус (на чертеже проведены жирной линией). Длина 
каждого из этих отрезков меньше х. Докажем это. Допустим, на¬ 
пример, что Р^В^х. Тогда на отрезке Р$В поместится еще одна 
точка Р? такая, что Р§Рт — х. В этой точке человека, конечно, тоже 
обгонит автобус, а всего на этих 4 км человека обгонит более шести 
автобусов, что противоречит условию. Тот факт, что АР { <С.х, дока¬ 
зывается аналогично. Учитывая все это, мы можем написать 

5хС4<7.ѵ. (1) 

Аналогично, поскольку на отрезке в 7 км расположатся 8 точек, 
отстоящих на х друг от друга, а концевые отрезки снова будут 
меньше х\ то 

7*<7<9л\ (2) 

Из (1) мы получаем, что а из (2) получаем, что %> 7 /щ 

Теперь мы должны определить, сколько точек, отстоящих друг 
ог друга на х км , можно расположить на отрезке 17 км. 
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21\ 4 *<17<21%^ 

Докажем, что на отрезке в 17 км человека обогнал 21 или 22 аз- 
тобуса. Действительно, если человека обогнали 20 автобусов (или 
меньше), то промежутков длины х между ними будет 19 (или 
меньше), и получим, что 17>21х, что противоречит (3). Если че¬ 
ловека обогнали 23 автобуса (или больше), то, аналогично рас¬ 
суждая, получим, что 17<с22х, что тоже противоречит (3). 

Ответ: 21 или 22 автобуса, 

13. Обозначим точки касания окружностей с боковыми сторо¬ 
жами М и Р, а с основанием — Т и X (см. рис. 9). 



Так как касательные, проведенные из одной точки к окруж¬ 
ности, равны, то АМ = АТ, СМ = СК, ЕТ = ЕК, ВХ = ВР, СР == СИ, 
ВХ=ЕН. Тогда периметр треугольника АСЕ равен АТ+АМ+ЕТ+ 
ЕК+СМ + СК=2АТ+2ТЕ + 2СК=2а+2СК, Аналогично, периметр 
треугольника ВСЕ равен 2Ь А-2СН, Это можно записать так: 

а+АСр СЕ = 2а + 2СК, 

Ь-рВС-і-СЕ=2Ь+2СИ. 

Вычтем из верхнего равенства нижнее и учтем, что _4С=ВС по 
условию. 

Получим: 

а — Ь = 2(а — Ь)+2(СК — СН), 

СК—СН = Ь —~ . 

2 
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Длина отрезка КН, которую нам надо найти, равна СК — СН, 
если СК^СН, и СН — С К, если СЯд>.С/\. 

Значит, если то ответ 

Ь — а 

2 


если а, то ответ 

а — Ь 


Тот, кто знаком с понятием модуля, может записать ответ од¬ 
ной формулой 

\Ь — а | 

2 * 


ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

1. Делится ли число 1234567891011...979899100 на 18 : 

2. Докажите, что не существует целых чисел х и у, удовлетво¬ 
ряющих уравнению 

5х 2 — 7 у 2 = 9. 

3 В папке лежало несколько листов бумаги (не больше вось¬ 
ми). Некоторые из них разрезали на 7 кусков. Затем некоторые из 
полученных кусков снова разрезали на 7 кусков, и так повторили 
несколько раз, В результате получился 1971 кусок. Сколько листов 
бумаги было вначале в папке? 

4. Найти общий наибольший делитель чисел 11111111 и 
1111..Л11 (сто цифр, равных единице). 

5. Найти все двузначные числа, сумма цифр которых не ме¬ 
няется при умножении на 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

6. Можно раскрасить либо все грани куба в белый цвет, либо 
все в черный цвет, либо часть в белый цвет, а часть в черный. 
Сколько существует различных способов окраски? (два куба счи¬ 
таются раскрашенными различно, если их нельзя перепутать, как 
бы ни переворачивать). 

7 Сколько делителей имеет числе 2 І0 -3 15 ^ 5 20 ? 

8, Найти все значения а, при которых уравнение л' 2 -г-ах* +1 =0 
имеет два (вещественных) корнях, причем один из них больше 3, 
а другой — меньше 3. 

9.. Пусть квадратный трехчлен у=%х 2 + Ьх + с имеет один из 

графиков, нарисованных на рис. 10. 

Чертеж приблизительный, масштаб не указан. Что можно ска¬ 
зать о знаках а, Ь } с в случаях (1). (2), (3), (4)? 
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І Л Два велосипедиста выехали в 8 ч одновременно навстречу 
Д РУ Х Д РУ Г У из пунктов А и В. Доезжая до конца, каждый из них 
немедленно поворачивал назад. Их первая встреча произошла в 
- ч в 40 км о? А | вторая — в 10 ч 12 мин в 22 км от А. На каком 



расстоянии от А произошла их третья встреча, если считать, что 
каждый из них двигался с постоянной скоростью? 

П- Найти все решения уравнения 

х 2 —Vа -х =а. 


12. Известно, что й + Ь-{-сА> 0, а^> 0, с>0. Может ли уравнение 
ах 2 *+Ьх + б = 0 и?иеть корни? 


13. Найти все числа, на которые сократима дробь 

целых значениях /. 

14. Решить уравнения: 


5 1 + 6 
8/ + 7 


при 


а) х 2 — Зх -{-4 — — 4- — = 0, 

б) X 4 — 2х 2 - X 2 — 2х +1-0, 

-5, В треугольнике АВС вписанная окружность касается сто» 
роны АС в точке Т и а вневписанная окружность касается сторо¬ 
ны АС в точке Т 2 (см. рис, 11). Доказать, что АТ 2 — Т Х С] 



16.. . Пять последовательных сторон описанного около окружно- 
сти шестиугольника равны а, Ь, с, сі \ в , Найти его шестую сторону. 

17.. Предположим, что справедливы следующие утверждения: 

а Среди людей, имеющих телевизоры, есть такие, которые не 

являются малярами, 

б) Люди, каждый день купающиеся в бассейне, но не являю¬ 
щиеся малярами, не имеют телевизоров. 

Следует ли отсюда, что справедливо утверждение: 

в) Не все владельцы телевизоров каждый день купаются в бас¬ 
сейне? 

18. На плоскости даны точки А, В, С. Где находятся все такие 
точки М„ что из трех расстояний МА, МВ, МС расстояние МВ — не 
наибольшее и не наименьшее? 

і9„ Сумма нескольких чисел равна 1. Может ли сумма их квад¬ 
ратов быть меньше 0,01? 

20.. Существует ли треугольник, у которого: 

а все высоты меньше 1 см , а площадь больше 100 см 2 ; 

б) две высоты больше І00 см, а площадь меньше I см 2 ? 

21.. Пусть три угла и две стороны одного треугольника равны 
трем углам и двум сторонам другого треугольника. Можно ли ут¬ 
верждать, что эти треугольники равны? 

22. В треугольнике АВС высоты, опущенные на стороны Л В и 
В С. не меньше этих сторон (соответственно). Найти углы треуголь¬ 
ника 

28. Автор учебника, читая условие одной из задач, заметил 
опечатку в предложении: «Отложите 9 см на левой стороне угла 
в 60 е и ... см на правой стороне угла. Чему равно расстояние меж¬ 
ду полученными таким образом точками?» Наборщик увеличил 
на 1 число сантиметров на месте поставленных нами точек. Конеч¬ 
но, наборщик и не подумал изменить ответ, напечатанный в конце 
учебника Несмотря на это, опечатка не привела к ошибке. Какое 
число набрал наборщик в задаче? 

24.. Доказать, что сумма расстояний от любой точки О внутри 
равностороннего треугольника до его сторон равна высоте этого 
треугольника. 

25 Сколько может быть различных автомобильных номеров из 
трех букв и четырех цифр? 

26. Сколько существует различных 6-значных чисел, все цифры 
которых нечетны? 

27 Рассматриваются всевозможные семизначные числа с циф¬ 
рами I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, записанными в произвольном порядке. До¬ 
казать, что ни одно из этих чисел не делится ни на какое другое 

из них, 

28. Улитка ползет из точки А, поворачивая на 90° через каж¬ 
дые 15 мин. Докажите, что она может вернуться в точку А только 
через целое число часов (скорость улитки считается постоянной), 

29.. В углах шахматной доски 3X3 стоят 4 коня: в двух сосед¬ 
них углах — 2 белых коня, в двух других углах — 2 черных коня. 
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а) Можно ли за несколько ходов поменять местами черных ш 
белых? (Кони ходят по обычным правилам,) 

б) Кони пронумерованы по часовой стрелке: 1, 2, 3, 4. Можно 
ли за несколько ходов поменять местами 1 и 2 так, чтобы 3 и 4 
оказались на прежних местах? 

30. Известно, что в некотором треугольнике медиана, биссект¬ 
риса и высота, проведенные из одной вершины, делят угол при этой 
вершине на четыре равные части. Найти углы этого треугольника. 

31. Известно, что 49 = 7 2 . Вставим в середину числа 49 число 43. 
Получится число 4489. В середину этого числа опять вставим 48, 
получится 444889. Докажите, что если в число 49 вставить таким 
образом 1000 раз число 48, то полученное число будет квадратом 
целого числа. Получится ли квадрат, если мы вставим 48 еще не¬ 
сколько раз? 

32. Диагональ равнобочной трапеции перпендикулярна боковой 
стороне и является биссектрисой одного из углов трапеции. В ка¬ 
ком отношении делится каждая из диагоналей точкой их пересе¬ 
чения? 

33. Доказать, что в любом треугольнике произведение двух 
сторон равно произведению высоты, проведенной к третьей сторо¬ 
не, на диаметр описанного круга. 

34. Одна сторона треугольника равна полусумме двух других 
его сторон. Доказать, что биссектриса среднего по величине угла 
делит противоположную сторону на части, каждая из которых рав¬ 
на половине прилежащей стороны. 

35. Диагонали четырехугольника, площадь которого равна 1, 
делятся точкой пересечения в отношении 2:3 и 4 : 5. Найти пло¬ 
щади четырех треугольников, на которые диагонали разбивают 
четырехугольник. 

36. Если медиана треугольника совпадает с его биссектрисой, 
то треугольник равнобедренный. Доказать. 

37. Каждая диагональ четырехугольника делит его на треуголь¬ 
ники с равной площадью. Доказать, что этот четырехугольник — 
параллелограмм. 

38. Рассечь данную трапецию прямой так, чтобы получилось 
два подобных четырехугольника. Обязательно ли прямая парал¬ 
лельна основаниям трапеции? 

39. В треугольник вписана окружность. Одна из его сторон раз¬ 
делена точкой касания в отношении 2 : 3, другая — в отношении 
4 : 5. В каком отношении разделена третья сторона? 

40. Имеется 1000 образцов руды. Один из них радиоактивен. 
Имеется камера определения радиоактивности. Она работает так: 
если в нее загружено какое-то количество образцов (а можно за¬ 
грузить хоть все 1000), то она покажет, есть ли среди них радио¬ 
активный. Можно ли определить, какой образец радиоактивный, 
использовав камеру а) 100, б) 10 раз? 

41. Какую наименьшую сторону может иметь квадрат, если из¬ 
вестно, что из него можно вырезать полукруг диаметра 1? 


Р н ^ середины сторон А В и ВС треугольника АВС . До- 
лазать, что для любой точки т на стороне АС из условия МРсРА 
следует, что М7>ТС. 

43. В бесконечную таблицу (см. рис.) вписаны числа, причем: 
каждое равно 4 ' 

(п 4 - к) г — Зп — к + 2 
3 


.де п номер строки, а к — номер столбца. Встретится ли в этой 
таблице число 1971? . 
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Известно, что х-\ целое число. Докажите, что тогда* 

х 

л . і і 

х тоже целое число и вообще х п 4 -целое число при* 

Л * 

любом целом п. 

ш 45 ^ Гри купчихи: Олимпиада, Сосипатра и Поликсена пили чай. 
~ сли ш Олимпиада выпила на 5 чашек больше, то она выпила бы 
" ■» сколько Сосипатра и Поликсена вместе. Если бы Сосипат¬ 

ра выпила на 9 чашек больше, то она выпила бы столько, сколько* 
Олимпиада и Поликсена вместе. Их отчества: Титовка, Уваровна; 

Карповні Определить, сколько каждая выпила чашек и у ка¬ 
кой какое отчество, если известно, что Титовка выпила числе? 
чашек, кратное трем, а Карповна выпила 11 чашек. 


й 
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Заочная математическая школа 


ИЗБРАННЫЕ ЗАДАЧИ 
ПО МАТЕМАТИКЕ 


ВЫПУСК іх 






ПРЕДИСЛОВИЕ 


В первом—третьем разделах мы публикуем условия и реше¬ 
ния задач вступительных контрольных работ. Разумеется, приду¬ 
манные вами решения могут отличаться от этих и при этом быть 
верными: ведь даже одно и то же решение можно записать по- 
разному — подробно или кратко, наглядно или формально. Мы 
постарались изложить решения возможно более наглядно, чтобы 
их поняли даже те, кто не смог решить эти задачи сам. Впрочем 
и тем, кто решил задачи, мы советуем разобраться в этих реше¬ 
ниях, чтобы перенять, возможно, какие-то новые приемы и по¬ 
учиться четкости в записи решений. Это относится, в ‘частности, 
к решению задачи 4. Во многих присланных решениях перебор 
проведен нечетко, предположения, выделяющие тот или иной слу¬ 
чай, не выписываются, разбираются не все случаи. В задаче 9 
немногим пришло в голову изобразить условие в виде таблицы. 
Вообще четкая и в то же время простая запись решения состав¬ 
ляет для многих камень преткновения, и над этим следует пора¬ 
ботать. 

В четвертом разделе даются задачи из разных разделов ма¬ 
тематики для самостоятельной работы. Среди этих задач есть как 
легкие, так и трудные. Поэтому не старайтесь решать все задачи 
подряд. Если какая-нибудь задача Вас заинтересует, а решение 
ее не удается, то отложите ее на время и возьмитесь за другие, 
а потом опять вернитесь к отложенной. Как правило, самые ин¬ 
тересные и полезные задачи именно те, которые трудно решить 
сразу. 

Контрольную работу составили Н. Васильев, В. Гутенмахер* 
Л. Евтушнк, П. Кантор, Ж. Раб-бот, А, Тоом. Решения контроль¬ 
ных задач написаны А. Тоомом. Сборник подготовили к печати 
В. Гутенмахер и Ж. Раббот. 


Методическая комиссия ЗМШ 


А 


I. ВСТУПИТЕЛЬНЫЕ КОНТРОЛЬНЫЕ РАБОТЫ 1972 г. 


Для учащихся 7-х классов 


1. Какое наибольшее число суббот может быть в году? 

2. Б четырехугольнике АВСО известны две стороны АН— 4 и 
СО = 5. Найдите периметр четырехугольника КРНМ, где К —се¬ 
редина стороны ВС, Н — середина стороны АО, Р — середина 
диагонали АС, М — середина диагонали ВО. 

3. Какие две цифры нужно проставить на место звездочек, 
чтобы пятизначное число 517 ** делилось на 6, на 7 и на 9? 

4. Двое играют в такую игру. Перед ними на бумаге в цепоч¬ 
ку написано несколько минусов. Каждый по очереди переправ¬ 
ляет один или два соседних минуса на плюс. Выигрывает тот, кто 
переправит последний минус. Кто выигрывает при правильной 
игре: начинающий или его партнер, и как ему надо для этого иг¬ 
рать, если вначале написано: а) 7 минусов; б) 8 минусов; 
в) к минусов? 

5. Какое из чисел больше 

13 г6 +1 13 ,в + 1 ^ 

-или-? 

13 18 + і 13 17 + 1 

6. Решите уравнение (х 2 —1)*=4х-Н. 

7. Картонный треугольник с углами 40“, 60° и 80° выкрасили 
с одной стороны черной краской, с другой — красной краской, 
положили на плоский лист бумаги черной стороной вверх и обве¬ 
ли карандашом. Требуется разрезать треугольник на несколько 
частей так, чтобы, перевернув эти части красной стороной вверх, 
можно было покрыть ими тот же треугольник, обведенный ка¬ 
рандашом. Как это сделать? 

8. Пять яблок, пять груш и один апельсин стоят 78 кон. Одно 
яблоко, пять груш и пять апельсинов—1 р. 18 к. Сколько стоит 
одна груша? (все апельсины одинаковые, все груши и яблоки — 
тоже). 

9. Один из трех братьев поставил на скатерть кляксу. «Кто 
испачкал скатерть?» — спросила бабушка. Они ответили так. 

Алеша: 1) Витя не ставил кляксу; 2) Это сделал Боря. 

Боря: 1) Алеша не пачкал скатерть; 2) Витя поставил кляксу. 
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Витя: 1) Борн не мог этого сделать; 2) Я сегодня не готовил 
уроки. 

Двое из них оба раза сказали правду, а один — оба раза со¬ 
лгал. Кто поставил кляксу на скатерть? 

10. Найдите угол А в треугольнике АВС , если известно* что 
он в три раза меньше угла В ОС, где О -- центр круга, вписан¬ 
ного в треугольник АВС . 

11. Придумайте четыре тройки целых неотрицательных чисел 
такие, чтобы каждое число от 1 до 81 можно было представить 
в виде суммы четырех чисел — по одному из каждой тройки. 

12. В остроугольном треугольнике из одной вершины проведе¬ 
на высота, из другой — медиана, из третьей — биссектриса. При 
их пересечении внутри образуется новый треугольник. Докажите, 
что он не может оказаться правильным. 

Для учащихся 8-х классов 

1. На кольцевой дороге проводится эстафета мотоциклистов. 
Старт и финиш находятся в одном и том же месте. Какое наи¬ 
меньшее число этапов может быть в этой эстафете, если длина 
кольцевой дороги ЗЗС км , а длина каждого этапа 75 км? (движе¬ 
ние по дороге одностороннее). 

2. В треугольнике центры вписанной и описанной окружностей 
симметричны относительно одной из сторон. Найдите углы тре¬ 
угольника. 

3. Пусть числа Х\ к х %— корни уравнения х 2 + йх -г Ьс =0, а чис¬ 
ла х 2 и х 3 — корни уравнения х 2 + Ьх-\-ас = 0. Докажите, что 
х х ,и А'з — корни уравнения х 2 +сх+аЬ = 0, если асфЬс. 

4. Двое играют в такую игру. Перед ними на бумаге в цепоч¬ 
ку написано несколько минусов. Каждый по очереди переправ¬ 
ляет один или два соседних минуса на плюс. Выигрывает тот, кто 
переправит последний минус. Кто выигрывает при правильной 
игре: начинающий или его партнер, и как ему надо для этого 
играть, если вначале написано: а) 7 минусов; б) 8 минусов, 
в) к минусов? 

5. В треугольнике АВС проводятся биссектриса АК и медиа¬ 
на АМ . Чему может равняться отношение сторон АВ и АС, если 
Известно, что один из отрезков ВМ, МК, КС равен полусумме 
двух других? 

6. В каком году родился Матвей, если в 1972 году ему испол¬ 
нилось столько лет, какова сумма цифр года его рождения? 

7. Существует ли хотя бы одно число а такое, что оба числа 

а -г V І5 и а — —-- ==■ целые? 

V 15 

8. АС и ВО — две взаимно перпендикулярные хорды круга. 
Перпендикуляр, опущенный на прямую СО из точки А , пересе¬ 
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кает прямую ВО в точке М, а перпендикуляр, опущенный на пря« 
мую СО из точки В , пересекает прямую АС в точке К. Докажите, 
что А В КМ — ромб. * 

9. Один из пяти братьев разбил окно. Андрей сказал: «Это или 
Витя, или Толя». Витя сказал: «Это сделал не я и не Юра». То¬ 
ля сказал: «Вы оба говорите неправду». Дима сказал: «Нет, один 
из них сказал правду, а другой—нет». Юра сказал: «Нет, Дима 
ты неправ». Их отец, которому, конечно, можно доверять, уверен, 
что не менее трех братьев сказали правду. Кто разбил окно? 

10. Среди всех треугольников, у которых сумма медиан равна 
3 см, найти треугольник с самой большой суммой высот. 

П. Придумайте четыре тройки целых неотрицательных чисел 
такие, чтобы каждое число от 1 до 81 можно было представить 
в виде суммы четырех чисел — по одному из каждой тройки. 

12. Дан равносторонний треугольник АВС . Про точку М из¬ 
вестно, что 4 АМС= 30°, -4 ВмА-= 40°. Найдите -4 МВС , если 
<4 ЛВМ >90°. 


51. РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ВСТУПИТЕЛЬНОЙ КОНТРОЛЬНОЙ 

РАБОТЫ ДЛЯ СЕМИКЛАССНИКОВ 

1. Из каждых семи последовательных дней всегда ровно 
один — суббота. В частности, во всяком году: 
из дней с 1 по 7 января ровно один -- суббота, 

,из дней с 8 по 14 января ровно один — суббота и т. д. 
Разобъем дни в году на семерки. 

Поскольку 365=52-7+1, 366 = 52-7-г2, то получатся 52 семерки 
и енге остаток в 1 или 2 дня. В каждой семерке ровно одна суб¬ 



бота, в остатке одна или ни одной. Всего получается не более 
53 суббот. Их будет столько в високосном году, если 1 или 2 ян¬ 
варя— суббота, а в кевиеокоеном — если 1 января — суббота. 
Таков, например, 1972 год. Ответ: 53. 

2. Очевидно, РН — средняя линия треугольника АСй (см, 
рис, І). Поэтому 





РН = — СВ = - 
2 2 


Аналогично этому, 

І(М —■ — СО = — , КР = — Ав = 2, МН - -І-Л5 --= 2. 

2 2 2 2 

Периметр КРНМ равен 

/СР + РН + НМ + Л#С = 2 + 4- 2 + ^ ■ = 9. 

2 2 

3. Число 126 — наименьшее из чисел, которые делятся на 6, 
на 7 и на 9 (это их наименьшее общее кратное). Поэтому, если 
какое-то число делится на 126, то оно делится и на 1 6, и на 7, 
и на 9. 

Заменив звездочки цифрами, мы получихм число, не большее 
51799. Разделим ею на 126 с остатком: 


51799! 126 



139 

126 

139 


“ 126 
13 

Вычтя из 51799 остаток 13, получим число, делящееся на 126. 
Значит, нужно заменить звездочки на 86. 

4. Выигрывает начинающий. Опишем, как он может играть, 
чтобы наверняка вы,играть. Первый ход надо сделать в середине, 

+ К= 8 

К"? 

Рис. 2 

чтобы оставшиеся минусы образовали два отдельных «куска» 
равной длины (на рис. 2 изображена позиция после первого хода 
для к = 7 и к = 8}, 

После этого надо переправлять минусы, симметричные тем, 
которые переправлял второй. Гак, если второй переправил п -й 
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(или Пг й и ?;+1-й) минус справа, то надо переправить д-й (или 
п-п и (д +1) -й) минус слева. Тогда после каждого хода первого 
будет получаться симметричная позиция. Второй будет вынужден 
каждым ходом нарушать симметрию и не сможет получить после 
свое, о хода позицию «все плюсы», так как ока симметрична. 

5. Вычтем из первого числа второе: 

ІЗ’ 3 4-1 13 1 ® 4 1 _ 

ІЗ 16 4- 1 13 17 4 1 “ 

(ІЗ 83 4~ 13 17 + 13 |5 + 1) — (13 33 4- 2 • ІЗ 13 4-1) 

(із 13 + і)(зз ,7 +'іу ™ 

_ ІЗ 17 — 2 • 13 і6 + 13 18 _ 

“ (ІЗ 46 4-1) (ІЗ 17 4 3) “ 

_ 13 ,э {13 3 — 2 -13 4-1) 

(13 13 + 1)(13 17 4-1) “ 

ІЗ 15 (13— 1) а 
(13 16 +1)(13 17 +1) ' 

Разность оказалась положительной. Значит, первое число больше 
второго. 

6. Есть много способов решения. Разберем один из них. Рас¬ 
кроем скобки: х 4 — 2х 2 4І = 4x41 и прибавим к обеим частям ра¬ 
венства 4х 2 : 

х 4 42« 2 41 =4х 2 44х41. 

Справа и слеза получились квадраты сумм: 

(х 2 41) 2 = (2x41) 2 , 

то есть 

(х 2 41) 2 — (2x41) 2 == О, 

откуда 

І(Х" -4 1) — (2х + 1)}. [(X 8 4- 1)4- (2х 4-1)] = О, 

поэтому 

(х 2 —2 х):(х 2 42х42)'=0; 

окончательно 

х (х—2) 1 (х 2 4 2х 4 2) = 0. 

Какой-то из сомножителей должен равняться нулю. Приравнивая 
первые два нулю, получаем 

х, = 0, х 2 = 2. 


2 Заказ 50 
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Пусть теперь 


х^ ~г 2х "Ь 2 — 0. 

Тогда 

(Х)+1) 2 ~Н = 0, 

откуда 

(л: +1) 2 = —1. 

Это невозможно: квадрат числа не бывает отрицательным. Зна¬ 
чит, других корней нет. Ответ: Х\— 0* Х%=2. 

7 Достаточно разрезать наш треугольник на равнобедренные 
треугольники. Тогда можно будет перевернуть каждый из них и 
положить на прежнее место, т. е. задача будет решена. 

На оис 3 данный треугольник разбит на два равнобедренных, 
■о нрм !>А=40°.-4В = 60", -4 С =80°. Из вершины В проведен от- 
резок ВО к стороне АС такой, что 4 ЛВО-ѴП Легко сосчитать, 
чгс 2 ,АВВ = -4ВА0, 4 ВОС = 80 = -А ВСО. Значат, АО-ВО, 

ВО—ВС, что и требовалось. 


В 



Рис. 3 


8. Пусть одно яблоко стоит х коп., одна груша стоит у кои., 
один апельсин стоит г коп. По условию 

ох+5у + г= 78, 
х+б*/+5г= 11.8. 

Вычтя из второго равенства первое, получим 

42—4х=40, 

откуда 2=х'+10. Подставим 2 =х+Ю в первое равенства: 

6;.' -р Ъу— 68, 

68 — 5х 
— ____ 
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Очевидно, х, у — целые положительные. Начнем перебирать все 
целые значения д\ начиная с единицы. Для каждого вычислим у. 
При значениях X от I до 11 только два раза получается целое 
значение у: 

если л: = 3, то у =10, 

если х = 8, то у =4, 

если !, то у получается отрицательным. 

Ответ: 10 коп. или 4 кои. 

9. Мы знаем,'что двое из братьев говорили только правду. Это 
не могут быть Алеша и Боря, так как они противоречат друг дру¬ 
гу: Боря говорит, что Витя поставил кляксу, а Алеша это отри¬ 
цает. По той же причине это ,не могут быть Алеша и Витя. Зна¬ 
чит, это Боря и Витя, а солгал оба раза Алеша. Значит, поставил 
кляксу Витя, как сказал Боря. 

10. Пусть 4 АВС— р, 4 АСВ = у {рис. 4). Тогда 4А — 1Щ ) 0 — 
— (Р+Ѵ) Как известно, ВО и СО — биссектрисы углов В и С. 



Поэтому 


Тогда 


По условию 


Рис. 4 


$ О ВС = - -, 4 ОС В = -Г-. 
2 2 


4ВОС = 180°- (—4 — 

[22 


3[ 180 е - ф + у)] = 180°— (^- ■, 


откуда 


3 • 180" - 3 (р 4 у) = 180» -~Ф4 У), 

& 


2* 



поэтому 


у № + V) = 360», 

то есть 

Р+Ѵ=144°, 

тогда 

•4 Л=36°. 

11. Годятся такие четыре тройки: 

1, 2, 3 
0, 3, 6 
0, 9, 18 
0, 27, 54 

Объясним,, почему это так. Числа первой тройки идут подряд: 
каждое следующее на I больше предыдущего. Числа второй трой¬ 
ки подобраны так, что если прибавлять их к числам первой трой¬ 
ки, то три полученные тройки чисел составят 9 последовательных 
чисел: 

(1+0, 2 + 0, 3+0), (1+3, 2+3, 3+3), (1+6, 2+6, 3+6), 

то есть (1, 2, 3), (4, 5, 6), (7, 8, 9). 

Числа третьей тройки подобраны так, что если прибавлять их 
к этим девяти последовательным числам, то получатся 27 после» 
довательных чисел: 

(1+0, 2 + 0, 9 + 0), (1+9, 2+9, ..., 9+9), (і + 18, 2+18, 

9+18), 

то есть 1, 2, 27. 

Числа четвертой тройки подобраны так, что если прибавлять 
их к этим 27 последовательным числам, то полученные три груп¬ 
пы составят 81 последовательное число: 

(1 + 0, 2 + 0, 27 + 0), (1+27, 2+27, 27 + 27), (1+54, 2 + 54, ..., 

27+54), 

то есть 1, 2.81, 

Лучше всего Вы поймете решение, если сумеете так подобрать 
числа пятой тройки, что если прибавлять их к этим 81 последо¬ 
вательным числам, то полученные три группы по 81 числу соста¬ 
вят 243 последовательных числа. 


10 


12. Допустим, что этот треугольник оказался правильным. 
Пусть в треугольнике АВС (рис. 5) ЛЯ —высота, ВМ — медиана, 
СК — биссектриса, Р — точка пересечения АН и СК . Медиана ВМ 
может прейти как слева, так и справа от Р, что отражено на чер¬ 
теже. Наше решение от этого не зависит. Во всяком' случае 
-4 НРС= 60°. 



Поскольку АН АВС, то НСР= 30 °. Поскольку СК —биссект¬ 
риса, то АСК— 30 °. Обозначим через Т точку пересечения ВМ 
и СК. В любом случае ^ МТС—6 0 е . Тогда в треугольнике МТС 
мы знаем два угла и можем вычислить третий: 4 > ВМС — 90°. Зна¬ 
чит, медиана ВМ — высота. Тогда ААВМ — АСВМ и -4 ВАС— 
ВСА — 2 <4 РСН= 60 °. 

Значит, ААВС — равносторонний. Тогда АН, ВМ, СК —и ме¬ 
дианы, и высоты, и биссектрисы, проходят через одну точку и не об¬ 
разуют треугольника. Получено противоречие. Значит, предполо¬ 
жение, что образовался правильный треугольник, неверно. 


ПІ. РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ВСТУПИТЕЛЬНОЙ КОНТРОЛЬНОЙ 

РАБОТЫ ДЛЯ ВОСЬМИКЛАССНИКОВ 


I. Пусть в эстафете Ь этапов. Тогда общая длина эстафеты 
75 Ь км (такое расстояние «проходит» эстафетная палочка, кото¬ 
рую передают мотоциклисты). 

По условию задачи это расстояние составляет целое число 1 кру¬ 
гов. Значит, 75 Ь делится на 330. Итак, общая длина эстафеты де¬ 
лится на 75 и на 330. Наименьшее натуральное число, обладающее 
этими свойствами, называется наименьшим общим кратным чисел 
75 и 330. Найдем его. 

Разложим 75 и 330 на простые множители: 

75 = 3-5 2 , 330=2-3*5" 11. 


1і 





Наименьшее общее кратное разно 2-3 , 5 :г -11. Тогда число Ъ равно 


2 • 3 • 5 2 • 11 
. 3-5 2 


2.11 = 22 . 


Ответ: 22 этапа. 

2. Обозначим концы той стороны, относительно которой сим¬ 
метричны центры, через Л и С, а третью вершину — через^ В 
(см. рис. б). Пусть О и Р — центры соответственно вписанной и 


В 



Рис. 6 


описанной окружностей. Если опустить из них перпендикуляры 
на Л С, то они упадут в одну точку М и будет ОМ=Р М (это и 
означает, что О и Р симметричны относительно АС). Нам надо 
найти углы треугольника: -4 ВАС= а, 4 ЛВС—В, -4 ВСА--=у. 

Докажем сначала, что а—у. Действительно: АР—РС (как ра¬ 
диусы), поэтому АМ=МіС , откуда ААМО = АСМО, следователь- 

но -4 ОАМ= ^ осм . Но -4 ОАМ= у-, А ОСМ= X- (центр ок¬ 
ружности, вписанной в треугольник, находится в точке пересече¬ 
ния его биссектрис)., поэтому а=у. 

Отсюда следует, что АВ — ВС, тогда медиана ВМ одновремен¬ 
но и высота, значит, О лежит на БМ. 

Поэтому точки В, О, М и Р лежат на одной прямой, а так как 

ВР--АР (как радиусы), то -4 ВАР= -4 АВР = . 

С другой стороны, ААОМ = ААРМ. Поэтому 

■4 МАР = -4 МАО = ~ . 


Тогда 

-4 ВАР -ш 4 ВАМ 4- 4 МАР = а 4 = — • 
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Итак, 


Р _ Зй 

. Т ~Т ’ 

р - За. 

Тогда сумма ѵглсв треугольника ЛВС равна 5а, откуда а=36", 
р = 108°. 

Ответ: 36 е , 103°, 36°. 

3. 1 способ. Вычтем из равенства х 2 2 +ах 2 -г&с=0 равенство 
х 2 2 +6х 2 +ас=0. Получим: 

(а—Ь)х 2 = ( а—Ь)с , 

откуда х 2 = с (поскольку а — Ь=^= 0). Теперь эти же равенства по¬ 
казывают, чгс 

с 2 + ас + Ьс — 0, 


откуда 

а-тЪ-тС = 0 (поскольку с=/=0). 

Подставим і—Ь—с) вместо а в первое уравнение 

х -— {Ъ+с)х-\-Ьс = 0 

и разложим результат на множители 

(.х — Ь) (х — с) = 0. 

ПОСКОЛЬКУ Х 2 = С, ТО Х\=Ь. 

Аналогично этому, подставим (— сі — с) вместо Ъ во второе урав¬ 
нение 

х 2 — (а + с) х + ас = 0 


и разложим его 


(х— а) '(х— с) =0. 


Откуда 

х 3 = а, так как х 2 = с. 

Числа Хі = Ь и х 3 = а являются корнями третьего уравнения. Что¬ 
бы убедиться з этой, достаточно подстазить в третье уравнение 
(— а — Ь) вместо с: 

х 2 — (а + Ь) х + аЬ — 0 


II способ. По теореме Вайта, из условия следует: 


а — — {х 1 4* х 2 ) . 
Ь = — + х $); 
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(2) ^ — "И * -^2 

ч ас = • х 3 ’ 

Подставим с, Ь из (1) з (2): 

(3) / Хх • щ с (х 2 -(- х 3 ) — О 
і х 2 * Х 3 + € (Хі + х 2 ) == 0. 

Вычіем из первого из равенств (3) второе и разложим на 
множа цли: 

(Ч—с) {х х —х ъ ) =0, . 

откуда следует, что либо х 2 =с; либо Хі=х 3 . Если л%=х 3 , тс а=Ь 
( см - С 1 ))» 'что исключено условием. Значит, х 2 =с^0 (4). Под¬ 
ставим Х '2 вместо с в (3) и сократим на него: 

(5) X] +Х2 + Х 3 = 0. 

Чтобы доказать, что х и Хъ — корни третьего уравнения, достаточ¬ 
но доказать, что 


Х х “Р X 

< 

I Хі • X, 


8 *=* — 
з = аЬ. 


Перво© из этих равенств следует из (5), если учесть (4), вто¬ 
рое получается» если перемножить равенства (2) к сократить ре¬ 
зультат на х г 2 =с 2 ^= 0. 

4. См. решение задачи № 4 для 7 класса. 

5. Пусть ВМ=МС=а, КМ=гп. Очевидно, а>т>0. Как из¬ 
вестно. 


АВ_ 

АС 


кв 

КС 


Рассмотрим два случая. 

I. Точка К ближе к В, чем точка М (см. рис. 7). Тогда ВМ=а, 

МК=т, КС=а+ т, кв= й — т. Внутри этого случая нам придется 
рассмотреть три случая. 

а)ЗМ = Ж+да 

2 


тогда 


а = 


т (а + т) 


откуда 


а—2т. 
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Так быть не может. 


а + т — 0. 




II. Пусть теперь точка М ближе к В, чем точка К (рис. 8). 
Тогда ВА1=*а, МК=т, КС=а — т, КВ = а+т. Снова рассмотрим 
три случая. 


а) ВМ = 


мк + кс 

2 


» 


тогда 

откуда 

Так быть ке может. 



А 



Рис. 8 


тогда 


т. е. 

Б этом случае 

ЛЬ 

АС 
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тогда 

а-{-іп 

а — т— — 5 -, 

2 

откуда 

а = З.'п. 

Поэтому 

АВ _ КЗ _ а + т _ 3 т + т _ „ 

АС КС а — т 3 т — т 

Ответ: Уз; 5; 2. 

6. Многие, решая эту задачу, явно или неявно предполагали, 
что Матвей родился не слишком давно: скажем, не раньше 
XIX зека. Мы считали такие решения верными. Однако форму¬ 
лировка задачи по математике — только словесная оболочка ка¬ 
кого-то чисто математического условия, и если ограничение не 
указано явно в условии, то лучше не пользоваться им. 

Мы решим задачу лишь з предположении, что Матвей родился 
в году К, где, N — целое положительное,.. Очевидно, ЛІ.^; 1972. Тог¬ 
да сумма цифр числа N не более 4-9=36, поэтому 1972 
—36=1936. Значит, N можно записать в виде 

М=\9ху= 1900+ 10* + у 

(*, у — цифры десятков и единиц, черта вверху означает, что это 
не 19 • * • у). По условию, 

19004- 10.Ѵ + Г/+ 1 +9+х+у = 1972, 



Очевидно, * четно, х^З (так как ІѴ^ІЭЗб), *<Сб (при 
получается отрицательный у). Таксе число только одно: 4. Тогда 

У = 9. 

Ответ: 1949. 

7. Пусть 

а + V Іо = т, —- ѴіЬ = п. 

а 


Выразим а йз первого равенства и подставим во второе: 

- 1 —_-у 15 = п. 

т — у 15 
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Преобразуем: 


16 — тп = (т — п) Ѵ\Ъ. 

Для выполнения этого равенства достаточно, чтобы было: 

( 15 — тп — О, 

I т — п = 0. 

(В действительности это и необходимо, раз т, п — целые, но 

это можно и не знать: ведь нам достаточно найти хоть одно зна¬ 
чение а.) 

Полученная система легко решается: 

т 1 = щ= 4 т 2 =п 2 — —4. 

Ответ: такое а существует: например, 4— /І5. (В действитель. 
ноет таких чисел всего два, но это указывать необязательно.) 

3, Г асположение точек, показанное на рис. 9 — не единствен” 
но возможное, но наше решение от него не зависит. 



Рнс. 9 

Очевидно, В/СЦАМ, Чтобы задача была решена, достаточно 
еще доказать следующие равенства: 

ВК=АВ н ЛМ=АВ. 

Они следуют из равенств:) 

-4 АВР = ^ КВР и МАР = ВАР. 

Докажем первое. 

Поскольку -4 Р =90°, то сумма дуг АО и ВС равна 180° *, а так 
углы А ВО и ВО С измеряются их половинами, то 

т)т , * ^ ЬІ пользуемся здесь теоремой о том, что угол с вершиной внѵтси ксѵга 
измеряется полусуммой дуг, заключенных между' сторонами угла и У стоі>очами 

вертикального с ним. Этот факт легко доказать, Сделайте это сами (см такие 
задачи в учебнике Никитина «Геометрия»), ^ такие 
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*$АВО+<4ВОС= 90°. 

Но ВК±ОС, поэтому -4 КВО+ ^лВОС=90°^ откуда 

-4 АЗО = 4 КВО, 

что и требовалось. Второе равенство доказывается аналогично. 

9. Составим таблицу из 5 строк и 5 столбцов,, чтобы наглядно 
изобразить условие задачи (рис. 10). Заявлению каждого брата 
в ней будет соответствовать столбец под первой буквой его имени, 
В этом столбце расставим плюсы и минусы по следующему пра¬ 
вилу: плюс, если высказывание допускает, что брат, по- имени 
которого названа строка, разбил окно, и минус, если высказыва¬ 
ние этого не допускает. 



Рис. 10 

Поскольку Андрей объявляет виновником Витю или Толю, 
то в первом столбце плюсы стоят только против 1 букв В, Т. 
В столбце под буквой В минусы стоят только против букв В, Ю. 

Чтобы понять, что сказал Гол я, включим в его высказывание 
заявления Андрея и Вити: 

«Неправда то, что это или Витя, или Толя, и неправда то, что 
это не Витя и не Юра», 

Иначе это можно сказать так: 

«Это не Витя и не Толя, и это либо Витя, либо Юра». 

Заявление Толи свелось к такому: 

«Это Юра», 

что и отражено в третьем столбце. 

Что сказал Дима? Дима окажется прав только тогда, когда 
ровно один из первых двух братьев — Андрея и Вити — окажется 
прав. Значит в столбце Димы плюс стоит только в тех строках, 
у которых в первых двух столбцах стоит один минус и один плюс. 
Смотря на первые два столбца, заполняем столбец Димы: против 
одинаковых знаков ставим минус, против разных ставим плюс. 

Юра просто отрицает то, что сказал Дима: где в столбце Ди¬ 
мы плюс, там у него минус и наоборот. Таблица заполнена. 
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Кто-то из братьев разбил окно. Строка, названная по его име¬ 
ни, показывает, кто сказал правду, а кто — нет. Мы знаем, что не 
менее трех братьев сказали правду. Значит, надо искать строку, 
в которой не менее трех плюсов. Такая строка только одна — 
третья. Значит, окно разбил Толя. 

Можно было решать задачу, не составляя таблицы: перебрать г 
пять случаев: «что разбил окно Андрей, Витя и т. д., и в каждом 
выяснить, сколько братьев сказали правду. Однако приведенный 
способ .полезен тем, что он учит решать подобные задачи и тогда, 
когда перебор становится слишком громоздким. 

10. Пусть к а , т а — высота и медиана, проведенные к сторо¬ 
не а треугольника. Очевидно к а т а , причем равенство дости¬ 
гается только тогда, когда они совпадают, а эго бывает, лишь 
когда треугольник с основанием а равнобедренный. 

Поэтому сумма высот меньше или равна сумме медиан, при¬ 
чем равна только если треугольник равносторонний. Итак, отве¬ 
том является только равносторонний треугольник с высотой 1 см. 

И. Годятся такие четыре тройки: 

1, 2, 3 
0 , 3 , 6 
0, 9, 18 
0 ? 27, 54 

Объясним, как они придуманы. Легче решать эту задачу в более 
общем виде: придумать к троек целых неотрицательных чисел 
таких, чтобы каждое число от 1 до 3 А можно было представить 
в виде суммы к чисел — по одному из каждой тройки. 

При к=1 решение очевидно: одна тройка 1, 2, 3. Пусть задача 
для к троек решена. Как прибавить еще одну тройку, чтобы по¬ 
лучить решение задачи для &-Н? 

Первое число надо взять равным нулю. Тогда, прибавляя его 
ко всем суммам к чисел, взятых по одному из первых к троек 
получим те же числа от 1 до ЗА 

Второе число возьмем равным ЗА Прибавляя его к числам от 
1 до ЗА получим все числа от 3^ + 1 до 2-ЗА 

Третье число возьмем равным 2-ЗА Прибавляя его к тем же 
числам,, получим все числа от 2-3 А 4-1 до 3-3 А = 3 А+1 . 

Итак, задача решена и для к+ 1. Так построены четыре наши 
тройки. Доказано, что они -годятся при каждом к , в том числе и 
при &=4. 

12. Пусть дан отрезок КН и задан угол а (рис. 11). Множе¬ 
ство точек М, таких, что -4КМН = а, представляет собой два рав¬ 
ных сегмента, ограниченных точками К , Я. Их центры 0 Ь 0 2 слу¬ 
жат вершинами равнобедренных треугольников КО.Н , д0 2 Я, 
причем ^ КО\Н= К0 2 Н — 2а. (Под сегментом здесь и ниже мы 
понимаем дугу, его ограничивающую). 
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Мы видим, что М должна лежать: во-первых, на одном 
двѵх сегментов (1), (2), проведенных (рис. 12) сплошными ли- 
виями, во-вторых, ка одном из двух сегментов (3), (4), проведен¬ 
ных пунктиром. 



Рис. 11 


Сегмент (1) пересекает (3) з точках А, М х . 
Сегмент (2) пересекает (3) в точках А, М$, 
Сегмент (2) пересекает (4) в точках А, Л1з. 



\ 




Рис. 12 


Докажем, что сегмент (1) не имеет с (4) другой общей іючкщ 
кроме А . Проведем РА — касательную к (1) з точке А и ТА — 
касательную к (4) в точке А. 


По известным теоремам, 

-4 РАВ = 180° — 40’ = 140°; 

Л ТАС т 130° — 30° = 150°. 

Сумма углов Л РАВ + л ВАС+ л С А Т = 350° — меньше развер¬ 
нутого. Поэтому части плоскости, ограниченные углами РАЗ и 
ТАС, не имеют общих точек, кроме А, а тем самым и сегменты 
(I) к (4), лежащие в этих частях. 

Докажем, что <4 ЛВМ 3 <90% 

Проведем СЕ — касательную* к (4) в точке С, 

ЛАСН= 150° 

Проведем ВК'йСН. Легко сосчитать, что ЛАВК— 90°. Очевидно, 
что точка М 3 лежит внутри угла АВК. Поэтому Л Л5М 3 <90°, и 
М 3 не удовлетворяет условию. Вычислим углы М,ѢА и М 2 ВА. 
Заметим, что В — центр сегмента (3), так как АВ = ВС, 
ЛА,ВС= 60°. Поэтому МіВ=М«В=АВ. Тогда 

Л М г АВ = Л АМ Х В = 40% 

4 М 2 АВ = Л АМ 2 В = 40% 

4 М Х ВА = Л М 2 ВА ■-= 100° > 90% 

Значит, М і, М а удовлетворяют условию, а ответами будут углы 
М Х ВС и М 2 ВС. 

Они равны: 

4 М 2 ВС = Л М 2 ВА — 4 СВ А = 100° - 60° = 40% 

4 М Х ВС = 4 М Х ВА + Л АВС = 100° -у 60’ = 160% 

IV. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 


1. В каждом месяце может быть либо 4 субботы, либо 5 суб¬ 
бот. Сколько, самое большое, может быть месяцев з году с пятью 
субботами? 

2. В четырехугольнике АВСО обозначены середины К, Ь, М, N 
его сторон АВ, ВС, СБ, О А. Докажите, что четырехугольник 
КЬМЫ — параллелограмм и выясните, в каких случаях он будет 
квадратом. 

3. Поставьте цифры вместо звездочек так, чтобы четырехзнач¬ 
ное число 56** делилось и на 6, и на 8, и на 15. 

4. Двое играют в такую игру. Перед ними на бумаге по кругу 
нарисовано несколько минусов. Каждый по очереди переправляет 
один или два соседних минуса на плюс. Выигрывает тот, кто пере- 
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правит последний минус. Кто выиграет при правильной игре: начи¬ 
нающий или его партнер и как ему надо для этого играть? 

5. Какое из чисел больше: 



6. а) Как разрезать треугольник с углами 15°, 105% 60° на 
равнобедренные треугольники? 

б) Всякий ли треугольник можно разрезать на равнобедрен¬ 
ные треугольники? 

7. Найдите угол А в треугольнике АВС, если известно, что он 
в той раза меньше угла ВОС, где О — точка пересечения высот. 

8. В треугольнике АВС высоты, опущенные на стороны АВ и 
ВС, не меньше этих сторон (соответственно). Найти углы тре¬ 
угольника. 

9. В треугольнике точка пересечения медиан и центр описан¬ 
ной окружности симметричны относительно одной из сторон. Най¬ 
дите медианы треугольника, если радиус описанной окружности 
равен 6 см. 

10. Пусть квадратный трехчлен у—ах 1 2 3 4 + Ъх+с имеет один из 
графиков, нарисованных на рис. 13. 



Рис. 13 


Чертеж приблизительный* масштаб не указан. Что можно ска¬ 
зать с знаках а, Ь, с в случаях (1), (2)* (3), (4)? 

11. Одна сторона треугольника равна полусумме двух других 
его сторон. Докажите, чго биссектриса среднего по величине угла 
делит противоположную сторону на части, каждая из которых 
равна половине прилежащей стороны. 

12. Молочница принесла восьмилитровый бидон с молоком; 
Хозяйка хочет купить 4 л молока, но у нее имеются лишь одна 
трехлитровая и одна пятилитровая банки. Каким образом молоч- 
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чица сможет отлить хозяйке 4 л молока, пользуясь лишь своим 
бидоном и этими банками? 

13. Найдите х % если известно, что (х 2 —3х) — целое атрица- 

1 

тельное число, а х+ -целое положительное число, 

х 

14- После окончания спектакля «Ревизор» на сцене Бобчин- 
ский и Добчинский начали препираться по поводу того, кто псо¬ 
вый сказал «Э!». * ‘ .! 

Б € б чине к и й: Это Вы, Петр Иванович, первый сказали «Э!». 

Вы сами раньше так говорили, і 

Д о б ч и к с к и й§ нет, Петр Иванович, я так не говорил. Это Вы 
семгу первый заказали. Вы и сказали «Э!». А у меня зуб во рту со 
свистом. 

обнинский: Что я семгу первый заказал, это верно. И вер- і 

но, что у Вас зуб со свистом. Но все-таки это Вы первый сказа¬ 
ли «Э!». і 

Выясните, кто первый сказал «3!»* если известно, что из 9 про- ■ 
взнесенных в этом разговоре фраз нечетное число верных. 

15. Три купчихи: Олимпиада, Сосипатра и Поликсена пили 

чай. Если бы Олимпиада выпила на 5 чашек больше, то она вы¬ 
пила бы столько, сколько Сосипатра и Поликсена вместе. Если бы 
4 юеипатра выпила на 9 чашек больше, то она выпила бы столько, 
сколько Олимпиада и Поликсена вместе. Их отчества: Титовна, 
«Уваров,на и Карповна. Определите, сколько каждая выпила ча¬ 
шек и у какой какое отчество, если известно, что Титовна выпила 
число чашек, кратное трем, а Карповна выпила 11 чашек, \ 

16. В папке лежало несколько листов бумаги (не больше вось¬ 
ми). Некоторые из них разрезали на 1 кусков. Затем некоторые 
из полученных кусков снова разрезали на 7 кусков, и так повто¬ 
рили несколько раз. В результате получился 1971 кусок. Сколько 
листов бумаги было вначале в палке? 

17. Найдите все двузначные числа, сумма цифр которых не 
меняется при умножении на 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

18. Два велосипедиста выехали в 8 ч одновременно навстречу 
друг другу из пунктов А я В. Доезжая до конца, каждый из них 
немедленно поворачивал назад. Их первая встреча произошла в 
9 ч в 40 км от /1, вторая — в 10 ч 12 мин в 22 км от А. На каком 
расстоянии от А произошла их третья встреча, если считать, что 
каждый из них двигался с постоянной скоростью? 

19. Решите уравнения: 

а) х 2 — Зх + 4 — — + — 0, 

х х 2 

б) х 4 — 2х в — х 2 — 2х + 1 ~ 0 . 

20. На основании АВ равнобедренного треугольника ЛВС 
взята точка Е и в треугольники АСЕ и ЕСВ вписаны окружности. 


которые касаются отрезка СЕ ів точках К и Н. Найдите длину от¬ 
резка КН у если АЕ^-а, ЕВ = Ь. 

2К Пять последовательных сторон описанного около окружно¬ 
сти шестиугольника равны а, Ь, с , й, е . Найдите его шестую сто¬ 
рону. 

22. Про точки А, В, С известно следующее: для любой теч¬ 
ки М на плоскости отрезок АМ меньше хотя бы одного из отрез¬ 
ков ВМ и СМ. Докажите, что точка А лежит на отрезке ВС. 

23. На плоскости даны точки А, В, С. Где находятся все такие 
точки М, что из трех расстояний МА, МВ, МС расстояние МВ — 
не наибольшее и не наименьшее? 

24. Сумма нескольких чисел равна К Может ли сумма их 
квадратов быть меньше 0,01? 

25. Автор учебника, читая условие одной из задач, заметил 
опечатку в предложении: «Отложите 9 см на левой стороне угла 
в 60° и ... см на правой стороне угла. Чему равно расстояние 
между полученными таким образом точками?». Наборщик увели¬ 
чил на 1 число сантиметров на месте поставленных нами точек. 
Конечно, наборщик и не подумал изменить ответ, напечатанный 
в конце учебника. Несмотря на это, опечатка не привела к ошиб¬ 
ке, Какое число набрал наборщик в задаче? 

2В. Улитка ползет от точки А, поворачивая на 90° через каж¬ 
дые 15 мин. Докажите, что она может вернуться в точку А толь¬ 
ко через целое число часов («скорость улитки считается постоян¬ 
ной) . 

27. Известно, что в некотором треугольнике медиана, биссект¬ 
риса и высота, проведенные из одной вершины, делят угол при згой 
вершине на четыре равные части. Найдите углы этого треуголь¬ 
ника. 

28. Известно, что 49 = 7\ Вставим в середину числа 49 чис¬ 
ло 48. Получится число 4488. В середину этого числа опять вста¬ 
вим 48, получится 444889. Докажите, что если в число 49 вста- 
вить таким образом 1000 раз число 48, то полученное число бу¬ 
дет квадратом целого числа. Получится ли квадрат, если мы 
вставим 48 еще несколько раз? 

29. Диагональ равнобочной трапеции перпендикулярна боко¬ 
вой стороне и является биссектрисой одного из углов трапеции. 
В каком отношении делится каждая из диагоналей точкой их пе¬ 
ресечения? 

30. Докажите, что в любом треугольнике произведение двух 
сторон равно произведению высоты, проведенной к третьей сто¬ 
роне, на диаметр описанного круга. 

31. В магазине было шесть разных ящиков с яблоками весом 
в 15 кг, 16 кг, 18 кг, 19 кг, 20 кг, 31 кг. Два покупателя взяли пять 
ящиков. Один из них взял по весу в два раза больше, чем другой. 
Какой ящик остался в магазине? 
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32. Даны две фигуры: прямоугольник, диагонали которого об¬ 
разуют угол в 30°, и квадрат со стороной, равной половине диаго¬ 
нали прямоугольника. 

а) Докажите, что площади этих фигур равны. 

б) Разрежьте этот прямоугольник на такие частя, из которых, 
передвинув их, можно сложить квадрат. 

33. На школьной химической олимпиаде присутствовали 2! че¬ 
ловек, на физической — 26 человек, на математической — 29 чело¬ 
век. 14 человек участвовали и в химической, и в математической: 
15 человек— и в физической, к в .математической; 13 и в физи¬ 
ческой, и в химической; 8 человек участвовали во всех трех олим¬ 
пиадах. Сколько всего человек участвовали хотя бы в одной из 
трех олимпиад? 

34. Придумайте четыре четверки целых неотрицательных чи¬ 
сел такие, чтобы каждое число от 1 до 256 можно было предста¬ 
вить в виде суммы четырех чисел - - ло одному из каждой чет¬ 
верки. 
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Предисловие 


В первой разделе згой брошюры помещены задачи.которне надо бк- 
з® решить свмшшассмшші, изъявивши желание поступить во Вевсоюз- 
вув заочную математическія иноду при МГУ в 1974 году. 

Во второй раздою яублихуются рекэняя этих задач.Разумеется, 
К9яво придумать и другие решения, ведь даю одно и то ю решим 
иопо записать по-разному - подробно или кратко,наглядно или фер- 
нально. № іюотарапоь изложить решенш возможно более наглядно, 
і®обы ж. поняли даю те, кто не смог решить эти задачи сан. Варе¬ 
зам, и тем, кто ренія задачи, мы советуем разобраться в этих 
решениях, чтобы перенять,возможно, какие-то новые приемы и поучить¬ 
ся четкости в записи решений. 

Во многих присланных нам решениях имеются существенные недо¬ 
статки. Например, редко можно было встретить чёткие рассуждения 
при решении задач Ш 1,5,10. В задаче 7 яешргши пришло в голову 
нарисовать схему га стрелок и цифр ("граф").Вообще чёткая и в 
то ю время простая запись решении составляет для многих камень 
преткновения, п над этим следует поработать. 

В третьем разделе брошюры даются задачи га разных разделов ма¬ 
тематике для самостоятельной работы. Среди этих задач есть как 
-легкие, так и трудные. Поэтому не старайтесь' решать обязательно 
все задачи подряд.Если какая-нибудь задача Вас заинтересует, а 
решить ее не удается, то отловите ее на время к возьмитесь за дру¬ 
гие, а потом опять зернитесь к отложенной. Как правиле, саше ин¬ 
тересные и полезные задачи именно те, которые трудно резать сра¬ 
зу. 

Первые П задач третьего раздела ооставляют работу,аналогич¬ 
ную вступительной; в остальном задачи расположены в произвольном 
порядке: похожие задачи необязательно стоят рядом. 

Контрольную работу составили: И.Бернштейн,Н.Васильев,В«Гутеи- 
махер,Ю.Ииьяаенко, Б.Ыакарѳвич,&.Раббот,2.С8ребрввяикова,А.^оом. 
Рзаеяия контрольных задач написаны А.Тоомсм. Сборник подготовили 
ж печати В.Гутѳнмахер ,Н.Ваоальэв,Л.Серебренникова,Ж.?аббот. 
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I.Задачи вступительной контрольной работы 

в ВЗШ 1974 года 


ІЛ г ри друга сыграли несколько партий в шахматы,причем каждые 
двое сыграли друг с другом одинаковое количество партий.Потом ста 1 



ли решать,кто победитель.Первый сказал: "У маня больше*чем у каж¬ 
дого из вас, выигрышей".Второй сказал: "У меня меньше,чем у каждо¬ 
го из вас, проигрышей". Но когда подсчитали очіш, то оказалось,что 
больше всех очков набрал третий.(Выигрыш - I очко;ничья - 1/2 оч¬ 
ка «проигрыш - 0). Могло ли так быть? Вели нет - докажите,если 
да - приведите пример. 

2.Существуют ли три положительных целых числа а, в, С 
таких, что а меньше 1974, І на 1575 меньше С и а г +в г -с г ? 


З.Ма дороге,соединяющей аулы Айв , нет ровных участков. 
Автобус в гору едет всегда со скоростью 15 км/час,под гору - 30 
іш/чао. Найдите расстояние между А ш В ,если из А ъ В и 
обратно автобус едет 4 часа (без остановок)* 


4® Основания трапеции равны 15 см и II см,боковые стороны - 
6 см и 9 см. Постройте такую трапецію и докажите, что ее можно 
разрезать на три конгруэнтных трапеции. 

5*Дама' сдает в багаж рюкзак, чемодан,сакведа і корзину® 

Чемодан весит больше, чем рюкзак,. Саквояж и рюкзак вместе весят 
больше, чем две остальные вещи: корзина и чемодан, а корзина и сок- 
вояж вместе весят столько же, сколько чемодан и рюкзак. Какая из 
вещей самая тяжелая и какая - самая легкая? 

б.Точка а лежит на биссектрисе угле АСВ *На луче АС вы¬ 
брали точки Д и А# ,8 на луче СВ - точки В ( ) и 3% так, что 
четыре точки А п С } В і? Ѣ лежат на одной окружности и четыре точки 
тоже лежат на одной окружности® Докажите, что 4^-44* 

Т.Подряд в строчку выписаны 1574 цифрыЛСаадоѳ двузначное чис¬ 
ло, записываемое двумя соседними цифрами (в том порядке, вкаком они 
написаны),делится на 17 или на 23. 

а) Последняя цифра I.Какова первая? 

б) Первая цифра 9. Какова последняя? 

8*Периметр выпуклого четырехугольника АВСЮ равен 10, его 
стороны А В, и СЪ параллельны.На йдите длины всех сторон ? если 
известно, что биссектрисы углов А ж В четырехугольника делят 
сторону СЪ на три равные части, а биссектрисы углов С ж 2) делят 
сторону //В на три равные части. 

4 * 
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9.- а) Перечислите все возможные прямоугольники* у которых дли¬ 
ны сторон больше 10 и которые можно раврезать на 28 прямоугольни¬ 
ков размером 3x 5, 

б) Можно ли 28 брусками размером 3x5x10 заполнить какую-нибудь 
прямоугольную коробку а.х$ кс, где в >$%>■ С > 10 ? 

Ш. Существует ли девятизначное число, записываемое цифрами 
1,2,3,4,5, б, 7*8,9, у которого нельзя вычеркнуть пять цифр так, что¬ 
бы оставшиеся четыре шли в порядке возрастания или в порядке убы¬ 
вания? 

П.Можно ли указать внутри треугольника со,сторонами 3,4,5 
точку, расстояния от которой до каждой из сторон треугольника: 
а) меньше 2 ; б) меньше I ? 

П. Решения задач вступительной контрольной работы 

ЦП Да, так могло быть. 

Вот пример,доказывающий это.Пусть каждые двое сыграли по 7 пар¬ 
тий, причем из них: 

первый выиграл у второго две партии; 
второй выиграл у первого две партии; 
первый выиграл у третьего три партии; 
третий выиграл у первого четыре партия. 

Остальные партии закончились вничью. 

©Да, такие числа существуют. 

Можно было бы просто их выписать, но мы объясним, как найти их, 
и попутно покажем, что эта тройка чисел единственна. 

По условию Гс 4 - « й% 

(с - % = /575 . 

Поэтому 1575 (с+ 8) - О , откуда делится на 

•1575 = З 2 - 5 2 * 7 . 

Очевидно, число (X должно делиться на 3, на 5 и на 7, а тем самым 
и на их произведение 105. Это можно записать так: О - 105 К . 
Поскольку а< 1974, то I з& /Гб 18. 

Теперь: С+ 8 = 7/с 2 

С-ё = 1575, 

откуда с = 7 К* + 1575 , о _ 7 К 1 - 1575 

2 • ° ~ 2 * 

Очевидно, должно быть ?К' : > 1575, откуда К > 15, Кроме того, 

А” должно быть нечетным, так как иначе / и С т получатся 
целыми. Веем полученным для И условиям удовлетворяв* только 
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К =11. Тогда а = 17®, # « 224, С - 1799. 

Лззтко проверки , что всё условия задачи для этих О % о » ^ 

выполняются. 

©Пусть на пути из А в В надо ехать %тъ гору и $ км под го¬ 
ру» Тогда на пути из В в А надо ехать у км в гору ид^ км под го¬ 
ру, поэтому &+м 5 +іЬ +] к~ ц * 

откуда «X я 40 • ^Отве!^ 40 км* 

ОЭСпособ построения несложен» Сначала строим треугольник ЯВИ 
со сторонами = 6, •$*'« « 9, АН = 4 (рко. I) 

Это возможно, так как числа 4,6 и 9 удовлетворяют неравенствам тре¬ 
угольника { 6 + 4>9, 6+ 9 > 4, 4 + 9>6)„ Теперь продолжим ** 
на отрезок ЯЗ * II н построим точку С так, чтобы четырехуголь¬ 
ник ВСЪК оказался параллелограммом». Легко доказать, что АвСЯ~ 
искомая трапеция. Покажем теперь, как разрезать ее на три конгру¬ 
энтные трапеции» Выберем на ВС точки Е г п , а на ЯЪ - 
точки М , Р так, чтобы : 


ВЕ = 2§ ; ЕН=6± , НС *2І , 


ям=$і , мр-гу , ръ~Ві ■ 
в і _ в и с 


_ ,4 



А К М Р Я 

РйС.І 

* 

Очевидно, четырехугольника Я6ЕМ , ЕМРН % РНСЯ 
- трапеции. Докажем, что трапеция конгруэнтна ЕМРН 

!конгруэнтность ЕМРН н /7/СЯ доказывается аналогично). Заме¬ 
тим, что 4 . ЕНР = Л МЯВ. Пользуясь этим шзредьинем 


ЕМРН в новое положение Е*М*Р'Н' чтобы Л Е*Н Р* 

наложился на Д. МЙВ ® Поскольку ЕН ~ т МЙ • НР—йВ ? *очка 

Е' совпадет с М , точка р' совпадет о В• Далее, кос коль- 

4.МЕН~ 4. ЕМ А , 

В'м' пойдет по МЕ , и , конечно, М совпадет с Е . 

Итак, Е'М'Р'Н 1 совпала о МЕВА , чте к требовалось. 

6 і •' 


. 1 


©Обозначим веса предметов шс начальными буквами Р (рюкзак) , 
Ч* С, К* Данные условіи можно записать так? „ 

9 |г 4>р (I) 

е+р>и (2) 

К+С -Ч+Р (В) 

Сложив (2) и (В), получш: ОЧ* Вычтя (3) из (2), получим: 

Р> К . Итак, ш выяснили, что С >4 > Р Ж , 
то есть самый тяжелый - саквояж 9 потом - чемодан 9 потом - рюкзак, 
и самая легкая-корзина* 


(23 Введем обозначения: С2)=а , 4ЙСѢ —4-ВС10 . 

Нам надо проделать два аналогичных построенія* Чтобы не писать 

два раза почти одно и то же, введем переменную іь ^ 



Рис г, 2 


принимающую два значения: I и 2 Г и огшшем^построение один раз, 
употребляя переменную (ь (см«рис*2 ) е Продолжим /ІС за точку С 
на отрезок СЕ Ѣ = СВ л . 

Отложим на дуге С& П Ъ .дугу ЪР П 7 равную дуге СВ Ѣ * 

Очевидно, Д. СѢР П -X и ^4 — ~ СЕ"* 

Поэтому Е Пг - параллелограмм и Е Н Р^ = СЮ =? О. т 

Далее, поскольку ЛСЙ^Р^ ш Л СЮѣ опираются на одну дугу, 

'то они равны, и поэтому 4 . 4* 4? 4 « 

Таким образом, в треугольнике 

Е п 4 = 4 А* = $ § ^44 4 ? ~ . 

Поэтому треугольники Е 9 Е, А $ и В м Р в А ш равны по первому при¬ 
знаку* Тогда 

4 5=5 Яг. / 

дс ^4с = де ^4с і 
6,с- в г С = я г с - Л,с , 

откуда З і В г ~ А І А г ,г что и требовалось. 






Г7] Давайте подуваем* капая цифра можез? следовать за каждой 
из 9 цифр. Вот полный список двузначных чисел,делящихся на 17 или 

па 23: 


Удобно начертить 51 граф 81 - схему из стрелок* квк на рис 
В нем стрелка из цифры X в цифру V 


Рес.З 

означает* что ^ может следовать за X • Мы вшшм* что перед 
-1 может стоять только 5^ перед 5 только 8 и так далее* каждая циф¬ 
ра однозначно определяет предыдущую® При этом, если мы идем по 
стрелкам назад от цифры І, цифры, начиная об, повторяются о перио 

дом 5. Поэтому, если 1974-я цифра I, то 1971-я цифра б, а так как 
дальше повторение с периодом 5, то первая, тоже б. 

Пусть теперь первая цифра 9© Пойдем по стрелкам вперед от циф¬ 
ры 9. После 9 может стоять только 2* после 2 только В, после В 
только 4 Й после 4 только 6*а вот после б может стоять и 9^и 8® 

Но после 8 должно стоять 5,1,7* а после 7 ничего стоять не может. 
Таким обшзом. 8 может появиться не раньше* чем на 1971-ом месте* 


©В этой задаче возможны четыре случая* с: 
ные на рис. 4,5*6,7. Рисунки не воспроизводят 




точек пересечения биссектрис ДЕ , &Н * СК * Я>М со 
сторонами. 

I.случай (рю.4). Пусть АМ = МИ = НѢ - а 
Заметим, что 4> ЛМЪ =* 41 СѢМ — ЛЯ$М (I) 

Поэтому АЯ .По аналогичным причинам ВС - %>Е - ЕЯ-НС »; 
Тогда периметр равен 8 а , откуда яг - Щ .Ответ дая этого и 
„других случаев дан в таблице внизу. 

П случай (рие.5). Пусть ЛЯ - ИМ = Мб - 
Равенства (I) снова верны, поэтому ЙЗ = аналогично 

ВС = ЪЕ я ЕЯ - НС ~ В в. Периметр равен ХЗа, откуда Ог*і§* 
1 случай (рис.6) аналогичен случаю П. 

ІУ случай (рас.?). Пуст ъ ЙК~ КМ & №&^(% . 

Используя те же равенства углов (X), получаем: ЯЯ=ЗС~ 2 
- НС = 2а } откуда ѢН-НЕ=ЕС^а. 

Периметр равен 10а » поэтому I . 


Ответы: 



ізаі • Очевидно * площадь такого щшоуголышка равна. 

2$- 3 * 5 « 420. Его стороны целые. Значит,надо разбить число 
420 в 2^ 6 3 • 5 а 7 на два целых множителя* каждый из которых 
больше ХО. Рассмотрим тот мЕоштедь, который делится на 7. Он 



бол» 10 и меньше 42 (иначе второй і 
Получаем четыре .случая: 

X) 14 х 30| 2) 21 х 20 і 3) 28 X Х§ 

■ 

' %Іі . * 4 



меньше 10}. 











Мы выяоннли.что никакой прямоугольник,кроме эхих четырех, не 

годится. Подходят ли эти четыре? 

Заметим, что если длина одной стороны прямоугольника делит¬ 
ся на 8, а длина перпендикулярной к ней стороны делится не а, 
то такой прямоугольник можно разрезать на прямоугольники 3x5, 
Для этого ту сторону, что делится на 3, надо разделить на трой¬ 
ки, а ту. что делится на 5, - на пятерки, и через точки деления 
каждой стороны провести перпендикулярше разрезы. 

Отсюда сразу следует- что прямоугольники 21 х 83 и 35 х 12 
мстн п разрезать на прямоугольники 3x5, значит ши входят в 
ответ. Прямоугольник 14 х 30 разрежем сначала на два прямоуголь¬ 
ника: 9 х 30 и 5 х 30. Оба они, по тому же замечанию, могут быть 
разрезаны на прямоугольники 3x5, значит 14 х 30 тоже входит в 
ответ. Прямоугольник 28 х 15 разрежем на прямоугольники 25 х 15 
и 3 х 15которые можно разрезать аналогично. Значит, список 
четырех случаев, данный выше, ж есть ответ* 

ПЩ . да, можно. Приведем пример, доказывающий это. Пусть 

а=яо , В= 15 , с- щ 

Разрежем эту коробку 20 х 15 х 14 на две: 

20 X 15 х 9 и 20 X 15 X 5 . 

Б из двух полученных коробок одно измерение делится на 3, 

другое — на 5„ третье — на 10» Поэтому каждую из них, конечно, 
можно заполнить брусками 3 х 5 х 10. 

Всего брусков получится 

20*15'14- = ос 
Й'Ь-ІІГ „ 

что е требовалось. 


| іо^| Да, существует. Докажем, например, что годится такая 
последовательность из 9 цифр: 

■321..654,.987. 

Ясно, что если какие-то цифры из этих 9 стоят в убывающем 
•порядке (та,которая меньше,стоит дальше от начала), то они обя¬ 
зательно - аз одной тройки. Значит, нельзя выбрать больше трех 
цифр, стоящих в убывающем порядке, поскольку все эти цифры долж¬ 
ны находится в одной тройке. 

'Если же какие-то цифры йз этих 9 стоят в возрастающем поряд¬ 
ке „то они обязательно из разных троек. Поскольку троек всего три л 
то нельзя выбрать более трех цифр, стоящих в возрастающем поряд¬ 


ке. 


14 ** л' 4 *’ 


ѵ і- ; \ У 




Существуют ж другие нрш^ры.Например, годится число 
638 159 274, 

но для него доказательств© более громоздко* 

ГИТ! Решим сначала вспомогательную задачу: вычислим радиус 
окружности, вписанной в этот треугольник* Пусть ЯВ -5 ", 

ВС-Я 9 ЙС =3 • Пусть О - центр вписанной окруж- 

ности, т.х* то 4 ЙСВ-90* у Е^Н/І - точки ее 



касанія со сторонами ЙВ * ВС , АС соответственно (рис«8) 
Обозначим радиус через % * Очевидно, СКОН - квадрат* Тогда 
ЯК - 3-Ъ 9 вн^'й-г .Но А К = А в , ЗН = ВЕ 
как касательные, проведенные жз одной точки. 

Тогда (3- г) * (й-г) ^ 5~ ? 
откуда ' 

Тем самым ш получили ответ на вопрос й ): да,можно. Рас¬ 
стояния от точки О до кавдой из сторон равны I, ж поэтому мень« 
іае 2. ■, 

Ответ на вопрос б) отрицательный^ нет, нельзя* Докажем зте* 
Пусть точка А? лежит внутри & АВС • Если расстояние от М до 
• АС меньше I, то М левее прямой ОН • Если расстояние от М 
до ВС меньше I, то М ниже прямой О А • Поэтому точка № 
попадает внутрь квадрата СМ О И « В© тогда М дальше от А В ' 
чем точка О , то есть расстояние от М до А В больше I, 
что ж требовалось доказать. • 

1« Задачи для самостоятельного решешш 

І*В шахматном турнире участвовало 2 ученика 7 класса ш не¬ 
которое количество учеников 8 класса. Два сешклаесншеа набрали 
вместе 8 очков,, а каждый восьмиклассник набрал одно ж то же чис¬ 
ло очков* Сколько восьмикласснжов участвовало в турнире (ва&~ 
дай участник іурнжра играет с каждым из остальных один раз, 
выигрыш - I очко,ничья - 1/2 очка, проигрыш - 0 очков)?Найдкте 
все решения* 
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2.Найдите все пар* целых чисел, { Х;у ), удовлетворяюще урав¬ 
нению: а) Х г -= /А, <*> 'уѴ Яу + П I 

3*Два велосипедиста выехали в 8 час одновременно навстречу 
друг другу 0 з пунктов А и В® Доезжая до конца^каздым из них немед-^ 
ленно поворачивал назад* Их первая встреча произошла в 9 час в 
40 ісм от к 9 вторая - в 10 час 12 мин в 22 км от А* На каком Рас¬ 
стоянии от А произошла их третья встреча, если каздші из них вое 
время двигался с постоянной скоростью? 

4«Основания трапеции равны &ж $ ® Докажите, что если 

' X то эту трапецию можно разрезать на три конгру-. 

энтнне трапеции* 

5*Даш сдавала в багаж: диван, чемодан, саквояж, корзину,, 
картину, картонку и маленькую собачонку« Диван весил столысо же, 
сколько чемодан и саквояж, вместе взятые, и столько же, сколько 
картина, корзина и картонка, вместе взятые* Картина,корзина ж 
картонка весили поровну и каждая из них - больше, чем собачонка* 
Когда выгружали багаж, дама заявила, что собака не той порода* При 
* проверке оказалось, что собака перевешивает диван, если к неі на 
весы добавить саквояж или чемодан* Докажите, что претензия даш 
была справедлива* 

6* На отрезке Я В выбрана произвольная точка С и на от¬ 
резках ЯВ , М и ВС как на диаметрах построены окружности 
, , Ор *, 0$ соответственно*; Через точку С проводится 

произвольная прямая, пересекающая окружность 4 в точках Р и 
$ ,а окружности 4 и @з в ч° швх М ж Ж соответствен¬ 
но. Докажите, что » 

?*В строчхсу выписаны 1974 цифры, причем каждое две соседние 
цифры образуют двузначное число, разлагающееся ровно на 4 прос¬ 
тых множителя. Какая цифра стоит на 1000 - м месте? 

8. Внутри отрезка Я В взята точка С .По одну сторону 

от прямой Я В построены равнобедренные треугольники ЯЬС ж СЕВ } 
причем й% - =СБ - ЕВ . ■ • Точка Б находится 

на расстоянии, равном Яѣ ,от точек $ и Е и не совпа¬ 
дает с точкой С » Докажите, что Я Б * РВ • 

9. Разрежьте произвольный треугольник на части, из которых 
можно составить треугольник, зеркально симметричный данному. 

10. Првд/майте 4 четверки целых неотрицательных чисел такие, 
чтобы каздое целое число от I до 2о6 можно было представить в ви 
де суммы четырех чисел — по одному из каждой четверки. 

12 


и не совпа- 


№ ЩШж 
ц I І І 


II. Дан равнобедренный треугольник с основанием 2 ж высотой # 
опущенной на основание, равной 10. Можно ли указать внутри него 
точку, суша квадратов расстояний от которой до всех трех сторон: 
а) меньше 10 ; б) меньше 2; в) меньше I ? 

12«Найдите пары чисел (<Ж; у ), для которых 

х*+у г -*. 

13* Вершка одного из двух равных квадратов со стороной I 
совпадает с центром другого. Найдите площадь йх общей части. 

14* На бесконечной клетчатой бумаге провели несколько пря¬ 
мых линий, никакие две из которых не параллельны. Ши делят пло¬ 
скость на несколько частей. Докажите, что каздая бесконечная 
часть содержит внутри себя целиком хотя бы одну клетку* 

ІЬ. Шестизначное число делится на 7. 

Докажите, что*если последнюю его щфру переставить в начало,то 
полученное число тоже будет делиться на 7. 

16. Можно ли разрезать квадрат на 1974 квадрата (возможно 
неравных)? 

17. Край листа бумаги представляет собой пряцую линию і ъ * 

Выберем на нем точку О , согнем край € в точке & ш скле¬ 

им одну часть этого края с другой* Лист бумаги свернется в конус 
с вершиной О . Какие значения может принимать суша углов 
треуі*ольника,начерченного на этом конусе? 

18 . Докажите, что сумма двух неошратишх дробей с различ¬ 
ишь знаменателями не может быть целым числом. ,* 

19. Можно ли неравнобочную трапецию разрезать на две конгруен- 
ішх части? 

20«Моеѳт ли радиус описанной около треугольника окрушюсти 
быть больше его периметра? 

21. Найдите два наименьших целых положительных числа, каздое 
жз которых дает остаток 2 при делении на 3, остаток 4 при делении 
на 5 и остаток 6 прж делении на 7* 

22. Существует ли непостоянная функция У* (?с) такая что для лю¬ 
бых X, , ^ 

*</(%*} + X*. Ц*$) = (х, +х г ) і(х,)у(х г ) 


хз 










шт»к «в»: 







































Б о б ч и н оки Щ Это Вы, Петр Иванович, первый сказали 



"Э"!.Вы сами раньше так говорили, 

Л о б ч и я о к и й: нет* Петр Иванович* я так не говорил. 
Это Вы семгу первый заказали. Ш и сказали "Э1". А у меня зуб во 
рту со свистом. 

Бобч янский: Чтэ я семгу первый заказал, это верно. 

И верно, что у Вас зуб со свистом. Но все-таки это Вы первый ска¬ 
зали "ЭР. 

Выясните, кто первый сказал "Э!*% если известно,что из 9 
произнесенных в этом разговоре; фраз нечетное число верных. 

36. Пять последователь іых сторон описанного около окружнос¬ 
ти шестиугольника равны СС , і , с « сі , е . Найдите его 
шестую сторону. 

37. Известно, что 49 = 7^. Вставим в середину числа 49 чис¬ 
ло 48. Получится число 4489, В середину этого числа опять вставим 
48, получится 444889. Докалите, что если в число 49 вставить та¬ 
ким образом 1000 раз число 48, то полученное число будет квадра¬ 
том целого числа. Получится ли квадрат, если мы вставим 45 еще 
несколько раз? 

38. Три купчихи: Олимпиада, Сосипатра и Поликсена пили чай. 
Если бы Олимпиада выпила на 5 чашек больше, то она выпила бы столь¬ 


ко, сколько Сосипатра и Поликсена вместо. Если бы Сосипатра выпи- 



і ѵ 


ла на 9 чашек больше, то она выпила бы столько, сколько Олимпиада 
и Поликсена вместе. Их отчества: Титовна, Уваровна и Карповна. 
Определите, сколько каждая выпила чашек и у какой какое отчество, 
если известно, что Титовка выпила число чашек, кратное трем, а 
Карповна выпила II чашек. 

39. На какое наибольшее число частой могут рэзбить плос¬ 
кость два выпуклых многоугольника? 

40. В треугольнике ЛВС высоты, опущенные на стороны ЛВ 

я БС , не меньше этих сторон (соответственно). Найдите углы тре¬ 
угольника. г 

41. На данной окружности выбраны диаметрально противополож¬ 
ные точки Л и В и третья точка С • Касательная, проведенная 
к окружности в точке Л , и прямая ВС пересекаются в точке М. 
Докажите, что касательная, проведенная к окружности в точке С щ 
делит пополам отрезок мм. 

42. На листе бумаги проведено II горизонтальных и II верти¬ 


кальных прямых, точки пересечения которых называются "узлами", 
"Звеном" мы будем называть отрезок прямой, соединяющий два сосед¬ 


них узла одной прямой. Какое наименьшее число звеньев надо сте¬ 
реть, чтобы после этого в каждом узле сходилось не более трех 
звеньев? 
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МОСКОВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ 

им. М.В. ЛОМОНОСОВА 


ВСЕСОЮЗНАЯ ЗАОЧНАЯ МАТЕ.МАТИЧЕСКАЯ ШКОЛА 
АКАДЕМИИ ПЕДАГОГИЧЕСКИХ НАУК СССР при МГУ 


МЕТОДИЧЕСКИЕ РАЗРАБОТКИ 
ДЛЯ УЧАЩИХСЯ ВЗМШ 


Избранные задачи по математике 


Выпуск XIУ 




ПРЕДИСЛОВИЕ 


В первом разделе этой брошюры помещены задата для семи¬ 
классников, поступавших во Всесоюзную заочную математическую 
школу .АПН СССР при МГУ в 1977г. 

Во втором разделе публикуются решения этих задач, Конечно, 
эти решения - не единственно возможные, можно придумать и другие, 
ведь даже одно и то же решение можно записать по-разному: под¬ 
робно или кратко, наглядно или Серіально,, Мы постарались изложить 
их как можно подробнее» Более того, мы рекомендуем прочесть эти 
решения не только тем,кто не сумел их решить, но и тем, кто ре¬ 
шил задачи, чтобы узнать, возможно, какие-то новые идеи и приемы* 
поучиться четкости в записи решений, а также увидеть, в чем 
были ошибки. 

Среди самых распространенных ошибок отметим потерю части 
ответов в задаче В 5 и логические пробелы в решении задачи В 10, 
где далеко не все понимали необходимость четкого выделения двух 
этапов решения: пример того, что четырех машин может быть недо- . 
статочно, и доказательство возможности обойтись пятью машинами. 

Обе эти ошибки - свидетельство того, что многие школьники недо¬ 
статочно внимание уделяют логическим вопросам. 

Третий раздел - первое задание для тех, кто подучил изве¬ 
щение о приеме в ВЗМШ* Они долети решить эти задачи, огТюрмить 
решения в соответствии с присланной ^інотрукхщей" и прислать 
решения к 5 сентября 1977 года. 

Задачи этого раздела аналогичны некоторым из задач I раз¬ 
дела, Так задачи $ 1,2,3,5,8 аналогичны соответственно задачам 
•I 4,5,6,8,10 из Т раздела, а задачи Н и 7 - задаче В 9 из 
I раздела, 

Наконеп, в четвертом разделе мы даем задачи для самостоятель— 
него решения в течение долгого времени. Эти задачи носят самый 
разнообразный характер: среди них есть и легкие, к трудные; похо¬ 
жие задачи не обязательно стоят рядом. Поэтому не старайтесь 
решать все задачи подряд. Если какая-нибудь задача Бас интересует э 
а решить еЦ не удается, отложите на время ее решение, порешайте 
другие задачи, а затем вернитесь к отложенной. Как правило, саше 
интересные и полезные задачи именно те, которые трудно решить 
сразу. Мы надеемся, что каждый из Вас сможет найти в этом разде¬ 
ле задачи на сво** вкус. 

Вступительную контрольную работу составили: Н*Б 0 Васильев, 
В.Л.Гутешлахер, Г.А.Гуревич, Б.0.Макаревич, Ж.М.РабботД.ЛЛош, 

Раздел П написали В * Л * Гутенмахер, Ж.М.Раббот. 


В Ш и ТУ разделах использованы задачи, составленные в ра - 
ное время членами Методической комиссии ВЗМШ, а также - - - 
из 17' раздела' 1 группой преподавателей под руководством чл.-корр. 

АН СССР И.М.Гельфанда, 

Сборник подготовили к печати В.Л.Гутенмахер и Ж.М.Раббот. 

*■ 

Методическая Комиссия ВЗШ 

1 . ВСТТЮТИЛЫТАЯ КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА В ВЗМШ 1977 года. 

ГП В равенстве двух дробей, числители и знаменатели кото¬ 
рые ІГдвузначные числа, пи*рн заменены буквами: одинаковые - 
одинаковыми, тазнне - разными: 

НУ _ НА 
РЕ ~ Ш 

Какую пи*ру означает каждая из букв (достаточно привести все юз- 
моЕНые ответы^ ? 

{Ц Лан прямоугольник АЙСД. Найдите множество точек М, для 
которых / .. . / . І м П ! _ /м п! 4 1/4*7) 


га Дополнить табличку 4x4 (см. —- /Г\ а А 
оисунок р буквами В,б,М,.Щ, обвести .их □1 \зу /Пл \/ 
рамками четырех типов Iквадрат, ромб, 
круг, треугольник) и раскрасить 
в четыре цвета - так, чтобы выполнялись 
следующие условия: Р в каждо# строке и . 

в каждом столбге должны встречаться все 
буквы, гвета и типы рамок; 2) каждыя буква —. 
должна быть раскрашена по разу каждым ^ Ці } 
цветом; 3^ рамка каждого типа должна рис.І 

содержать каздую букву и каждый пвет (достаточно нарисовать пра- 

вияъкую картинку^. р 

4 г в прямоугольном треугольнике Л и О “ длины его іСсіТет 

С - длина гипотенузы, ^ - длина высоты, опущенно на ги¬ 

потенузу, Докажите, что С + п, больше а 4 б 


длины его катетов 


% 


~5~П Найдите вес 


з решения системы уравненій: X (У * 

А «у А 1 \ С/ 

І^Г - % 4 I 


"эѵв журнале «Квант*’ я I за 1977 год вместе третьего уравнения 
это# системы было опубликовано такое: X -^ • 

При проверке вступительных работ допускались оба варианта этой 
задачи. 




I Ь 


и в. Даны две нѳпѳрѳеекающиеоя окружности* Существует ли вне^ 
окружностей такая точка, что всякая прямая, проходящая через неё, 
пересекает хотя бы одну из окружностей? 

Г7,| Автомобиль и велосипедист выехали одновременно из А 
в О . Проехав треть пути, велосипедист остановился и тронулся 
лишь тогда, когда автомобилю оставалась треть пути до В • Авто¬ 
мобиль, доехав до В , без остановки поехал обратно в * ^ то 
приедет раньше: автомобиль в А или велосипедист - в О ? 


8’ Известно, что числа 2077 и 100 при делении на натуральное 
число а дают одинаковые остатки* Наедите числе 


9* Большой прямоугольник разбит на клетки I см х I см. Внут¬ 
ри каждо* клетки написано число. Известно, что сумма всех чисел 
в каждой горизонтально# строчке равна I, а в каждой вертикальном 
столбике - равна 2. Может ли площадь прямоугольника быть равна 

1973 с:л 2 ? 

10] Несколько одинаковых ящиков весят вместе ТО тонн, причем 
каждый из них весит нз больше одно# тонны. Какое наименьшее коли¬ 
чество трехтонок заведомо достаточно, чтобы увезти этот груз? 


П в РЕІІЕНШ ЗАДАЧ ШГ*ЧШТІІШіОЙ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЪ 

_ 2р. Ц- и-О, 4 = 5 , Р*і Е*6\ 

1 ІЛ Ответ : I Чб ѢО ’ .... 

Л* . Щ . я*ч ц*г, А-9,Р = $,Е- ь > 

з ■ зб _ чг > п » і ' 

Решение: Перепишем данное равенство в виде 

{№)*- НА-РЕ (і) 

Решать пту задачу можно по-разному, но в любом случае решение 
сводится к некоторому перебору* Перебирать все двузначные числа- 
доволько длинная (хотя и возможная) процедура, поэтому мы поста¬ 
раемся облегчить себе задачу несколькими соображениями. 

І> Покажем, что число НУ не может делиться на простое 
число Р . орльшее ТО . Действительно, в противном случае (если 
НУ-<ГР , где Р7 У0 - простое число^ число НА-РЕ 

делилось бы нз число р г ?М0 . Тогда (легко следует из равенства 
(І'І число НА должно было бы делиться на Р . , то есть 
НА=ІР , НО в этом случае /Н У~ И А / =М~ Ц‘Р>іО , 
что невозможно, так как числа НУ и НА - из одного десятка. 

26 Покажем, что равенство НУ - Р . где Р - простое 
числе, невозможно, то есть что число Н У не может быть степенью 


число 


3 





простого числа Р , Действительно,’ в противном случае, как 
следует из равенства (1^, и число НА должно быть степенью 
р т того же простого числа Р , что невозможно, так как числа 
НУ И НА - из одного десятка (а при нашей предположении 
получается, что большее из чисел Н А и И У равно меньшему, 

умноженному на Н ч 

ЗѴ нам осталось выписать все двузначные числа, которые ив 
всех простых чисел делятся только на числа 2,3,5,7 и не являются 
степенями только одного из них. Это числа 12,14,15,13,20,24,28, 
30,35,36,40,42,45,48,50,54,56,60,63,70. Как мы видим, кандидатов 
осталось немного. Среди них уже легко провести перебор.- 

Г2. | Ответ : искомое множество - прямая ^ , проходящая через 
середины стоком ВС К АѴ данного прямоугольника. 

Решение : Из теоремы и.21 § 3 учебника "Геометрия следует, 
что если М - точка прямой € , то 

/м в/ =/мс /; /м &!=/№!; 

поэтеМу /мв/+/ма/=/пс/*№- 

Таким образом, все точки прямой ^ принадлежат искомому 
множеству. 

Покажем теперь, что ка плоскости нет других точек, удовлет¬ 
воряющих условию. 

Прямая ^ делит плоскость на две полуплоскости. Рассмотрим 
ту из них, которая содержит точки И и ю (см.рис.2'. Тогда, 

если Пу= Ь 9 согласно той же теореме, 

/МВІ > іпе/ и /МАІ ’І / 1 ®/ ; 

/ Ѵ\г Б силу симметрии точки другой отк- 

^ ^ / у рытой полуплоскости также не удовлетво- 

/ \ ряют условию. 

V Д ЩЗ Ответ : см.рис.3; разные цвета, 

I ^ которые мы не можем изобразить, показаны 

■ ; на этом рисунке разной штрихо- 

2 вкой клеточек. 




© Доказательство . Проведем ряд 
эквивалентных преобразований, учитывая, 
что КС - 0, 6 - <2* $ , где 3 




Рис.З 


5-1. Пусть *х * 4 * Е. 

ѴД*Х> 


площадь Данного треугольника: л , 

с*к >&л У» і(йЛ-ь- 5 )>оф^ 

(»*+ (1$ - &‘С ~ о С > С? ^=7 

^(с~а)1с-6)>о } 

что верно, так как длина гипотенузы 
больше длин каждого из катетов. 

Ю Учитывля,что эта задача дава¬ 
лась в двух вариантах (см.сноску на 
стр 6 Ц )$рассмотрим оба случая. 


IV;** ■ 

Ответ : (О', О} 0)і/іі ір О/] (0»-{}{)*, 

Решение . Вычитая ж первого уравнения второе ,складывая 
первое и третье уравненія ш оставляя второе уравнение без из¬ 
менения, получаем систему, эквивалентна данной: 

Г (х-и)(х+и*і)*о, 

Ж /. . * Лк. і . , аД/ л 


у-гі*. 


Из первого уравнения новой системы следует, что либо 

. либо X ^ і = О . Поэтому рассмотрим два 


случая: 


и л =& + х\ 


х*ц+{-О, . 

Іу-^і -0, 

ІѴ-г+л, 


В петзвом случае; (х = и, 

ІУ*е=о 


либо 


Ьткуда 


либо 


= 2 + 4, 


и мы получаем два решения: (0;0; О' и СІ; I; 0'*. 
Во втором случае аналогично 
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Х + Ч+І~0, 

ц+\=о, 

т=г + х) 


либо 


откуда 


(і +у+± -о, 

Ч=4+1 , 

Ъ г = в + х, 

[у-г+{, - 

ф = -Е-Л } 

' (ѣ + і^+Л = 0 ; 


, 'іи мн получаем еще одно решение 


ш=~в> ^ ]</*■*-г-*г, 

Iадг--г-і, ЛИб ° !(%+і) г +л-0; 

] (%чГ = оі & V 

а так как (і+ІІ + , іи мы получаем еще одн с решение 

5-2. Пусть !# * </ і 

о*» (о;0;о);(о;-ін)-, Н ;«; 

Решение : Вычитая из первого уравнения второе, складывая 
второе и третье уравнения и сохраняя третье уравнение,получим 
следующую систему, эквивалентную данной: 

■}(х-у)( х +У+*)~ 0і 

Г&шЯ**у* 


■Рассукцая аналогично случаю 5-1, сведем задачу к рассмотре¬ 
нию четырех возможностей, Си = Х 

Ц (ос-и = С) откуда іо& = -Х, . 

/г+4 =0, х \_х* = х 1 +х ; 

/*-**+у; 


что дает решение (0; 0; № . 

2^ (Х-Ц^О, 

\г-А-і -«о. 


откуда 


и = х, 

%= Х+ і У 

х х -Лх-і 


что дает решения ( *• 

з >Іх +Ц + і~ О» 

Н+Ѵ-0, 




откуда 


у. 


(х+і)* = о, 


то есть 



= -Л. 


6 


что 


дает решение (~1; 0> і) 

4 > ІХ + Ц + { = 0, откуда 

. 4-І-* =0, 

Ів л =■ 


что дает решение 


/Ч-м) 


у - -х-і > 
«г = х+і, 
X- о. 


6. Ответ: существует. 



Рмс.4 


Решен ие ,, Проведем общие внеш¬ 
ние и внутренние касательные 
двух данных окружностей. Из кус¬ 
ков, на которые эти прямые раз¬ 
били плоскость, выберем такие . 
четыре " треугольника", у каздого 
из котооых одна "сторона" - 
дуга окружности, вторая - отре¬ 
зок внешней касательной, третья - 
отрезок внутренней касательной 


(на рис.4 эти "треугольники" закрашены). Все точки внутри 
•этих "треугольников" удовлетворяют условию, так как. если прямая 
пересекает одну сторону "треугольника",то она должна пересеч* 


и другую* 


7. Ответ : велосипедист приедет раньше. 

Решение. Так как велосипедист проехал^дуги ^НО ТТ)в Ѳ 9 

мобиль ^ пути, то велосипедист проедет оставшиееся ему у* 
пути быстрее, чем автомобиль пути. 

8. Ответ: И-3 или Л 58 659^ 

Решение. По условию, &0?7- (іт+% и 400= п + 
где О 4 1^(1. . Следовательно, ^ 77 - МО ( т ~*/ г 

то есть Т977 делится на Л . Поскольку 1977 = 3 • 659, причем 
659 - простое число, то А равно либо 3, либо 659. 

Действительно, 

2077 = 3 * 659 + ТОО ж 100 = 0* 659 + 100; 

2077 = 3 + I и 100 = 33 • 3 + I. 


9. Ответ : не может. 

Доказательство . Пусть размеры прямоугольника гл(см) л п (&**)• 
Очевэдыо, что Ш и 1% - целые числа, так как его можно разбить 
на клетки I см х I см. 

Подсчитаем сушу Р всех чисел, написанных в клетках, двуш 
способами: по строчкам и по столбцам. 


? 















Поскольку сумма чисел*в каждой строчке равна I, а всего 
строчек - ЛЬ штук, то Р- П 

Так как сумма чисел в каждом стоблле равна 2, а всего столб¬ 
цов - /1 штук, то р г лп. 

Итак, П^ЛЙ , поэтому площадь прямоугольника равна 
Щ- а -ЛЧ г й , где П. - натуральное число* Ко 1976 фЛп , 
так как 988 / п ни при каком натуральном Ч 

10. Отве т: 5 трехтонок. 

Решение. Покажем сначала, что 4-х трехтонок может не хва¬ 
тить. Так будет, если, например, имеется 13 одинаковых ящиков 
весом по т Щ тонны* Тогда в одну трехтонку мы не можем поместить 
больше трех ящиков. 

Докажем теперь, что 5-ти трехтонок всегда хватает. Действи¬ 
тельно, в каждую трехтонку мн всегда можем загрузить не меньше 
двух тонн груза (если загрузить меньше двух тонн, то поскольку 

до полной загрузки одной машины осталось больше тонны, а каждый 
ящик по условию весит не больше тонны, мы сможем добавить еще 
ящик с грузом^. Тогда в 5-ть трехтонок можно загрузить не мень¬ 
ше 10 тонн груза. 

Ш. ЗАДАНИЕ Л I ДЛЯ ПРИНЯТЫХ В ВЗШ. 


X. Пусть € - длина стороны тупоугольного треугольника, 

лежащей против тупого угла, п* - дайна высоты, опущенной на 
эту сторону, & & О - длины двух других сторон. Докажите, 

что С * 7 Я* * В 

Указание. Воспользуйтесь результатом задачи № 4 из Т разде¬ 
ла. 


Й, Найдите все решения системы уравнений: 


Гдѣ+иѣ -$(Х+Ц) 

ІхК у 5 = 7(2^), 


Указаніе. Внимательно просмотрите решение задачи й 5 из 
I раздела* Следите за тем, чтобы не потерять решения! В ответе 
должно быть 9 решений. 

3. Пусть 0 - пентр правильного треугольника А ВС . 

Найдите множество точек П плоскости этого треугольника, удов¬ 


летворяющих такому условию: всякая прямая, проходящая через точ¬ 
ку гі , пересекает хотя бы один из отрезков А В и ^ " • 

Указание. Просмотрите решения задач Ш 2 и 6 из I раздела. 
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4. Трем рабочим поручили чі ропать канаву. Сначала первый 
работал столько времен* сколько понадобилось бы второму и треть¬ 
ему, чтобы вдвоем выкопать половину канавы, затем второй рабо¬ 
тал столько впшёі&т* сколько понадобилось бы первому и третьему^ 
чтобы выкопать половину канавы, потом третий рабочий закончил 
работу за время, за которое нерп# и второй выкопали бы вместе 
половину канавы. Во '•только раз быстрее они выкопали бы эту 
канаву, работая вместе? 

5. Было 6 кусков бумаг!. Некоторые из них разрезали на б 
кусков каждый, Батем некоторые из получившихся кусков снова раз¬ 
резали на 6 кусков; и так сделали несколько раз. Могло ли в 
результате получиться 1977 кусков 7 

Указание . Бак возрастает число кусков, когда один из них 
разрезают на 6? 

6. Большой прямоугольный параллелепипед разбит на кубики 

Т см х I см х I см. Внутри каждого кубика натесано ч*сло. Из вест-' 
ко, что сумма всех чисел в каждом вертикальном столбце равна т , 
а в каждом горизонтальном столбце - равна 2. Может *и пло -’Ь 
прямоугольника, лежащего в основании параллелепипеда, сыть гав- 

на 1# 977 см 2 * 

Указ ание . См.решение задачи * 9 из X раздела. 

7. Тлеется много одинаковых правильных треугольников. Верши¬ 
ны каждого занумерованы в произвольном порядке числамл I 0 3 
(разные вершины - разными числами*'. Треугольники сложили произ¬ 
вольным образом в треугольную стопку ж нашли суммы номеров вер¬ 
шин, попавших в каждый из трех углов стопки. Может ли сумма но¬ 
меров в каждом углу стопки равняться: а^ 25; б^ 50 

У казание . Ом .решение задачи ?Тэ 9 из I раздела. 

8. Можно ли увезти 50 камней, веса которых равны 370 кг, , 

372 кг, 374 кг., 376 кг.. 468 кг, на семи трехтонках 7 

ТУ. ЗАДАЧИ ДШ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО ШШШ 
А. За дачи на п остроение . 

В задачах $ 1-9 требуется построить треугольники по указан¬ 
ным данным» Для сокращения углы его обозначены через А, В, С , 
противолежащие стороньв - через Л , О 9 О ; проведенные к этим сто¬ 
ронам ВЫСОТЕ - через Па, П1,Пс ; медианы - через Ша , *Пі , 

, биссектрисы - через * периметр - через Р 
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1, а, 8, т л . 

2. Ь, С, 8а.. 

3 . и, п & , т.а, л 

4, По,, /За, А, 

,.а. М А. 

10. а) Сколько есть положительных чисел, меньших ТОО, 
пи*ры которых расположены в возрастающем порядке? 

Пр имечание : * числа, меньшие 10, записываются с 0 впереди. 
Например, 9 записывается 09. 

6^ Сколько есть положительных целых чисел, меньших ТОО, 
гийры которых расположены в убывающем порядке? 

Сколько есть положительных нелнх чисел, меньших 100, 
тшТрз которых -расположены в неубывающем порядке? 

іО Сколько есть положительных целых чисел, меньших 100, 
пи<*ры которых расположены в невозрастащем порядке? 

11. Сколько есть пелнх неотрицательных чисел, меньших 100, 
іт*ры которых расположены в возрастающем порядке? 

12. Ответьте на вопросы б) ж & задачи 10 для положитель¬ 
ных целых чисел, меньшжх 10000. 

13. Дан треугольник АВС ф причем угол А больше или ра¬ 
вен углу В , угол В больше или равен углу Ч . Возможно 
ли, что: 

а> А * 75° ? А » 50° ? 

б> 6 = 80° ? 6 = 95° ? . 

в ^ 0 = 75° ? с = 50° ? 

14. а^ В каких пределах может меняться наибольший угол 
треугольника? (для каких Л существует треугольник, у которого 
самый большой угол равен Л ?). 

б) В каких пределах может меняться средний по величине угол 
треугольника? 

і0 В каких пределах может меняться наименьший угол тренож¬ 
ника? 

15. а^ Дан квадрат. Найдите множество точек, расстояние от 
которых до центра квадрата меньше, чем от каждой из его вѳрншя. 

б> Дан квадрат АВСТ) , Найдите множество точек внутри 
квадрата , которые ближе к стороне А в , чем к сторонам в О , 

СѴ , 4Я. 




•йр 
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16. Имеется 7 точек. Каждая пара из них соединена либо сшей 
дугой г либо квасной. Всегда ли можно выбрать из этих точек такие 

три, что все ЛУГИ, соединявшие их друг с другом, йудут одного 
цвета? 

17. Тот же вопрос для 4 точек. 

18. Решите задачу 16, если имеется 5 точек. 

19. Решите задачу 16, если имеется 6 точек. 

20. Пусть каждая пара из 6 точек соединена красной или 
сшей дугой. Всегда ли можно найти два треугольника, образован¬ 
ные дугами одного цвета (разрешается, чтобы эти два треугольника 

имели общую дугу^ ? 

21 . в компании из 6 человек некоторые знакомы друг с другом. 
Докажите, что в этой компании либо 3 незнакомых друг с друіом 
^еловетса, либо 3 попарно знакомых. 

22. Про два неотрицательных числа 'А и В известно,что 
Д + &-1 й А ъ Ез . Какие значения может принимать А 7 

Более точно, для каких неотрицательных чисел А можно найти^ 
неотрицательное число Ё) * чтобы А+Ь-1 и А * В ? 
Укажите все такие А . 

23. А ? В,Р - неотрицательные числа, удовлетворяющие 

условиям: АъѣъО А + Ь+С^і . Каково множество до¬ 

пустимых значений /\ ? 

24. 9 одинаковых книг стоят II рублей с копейками, а 13 
таких же инкг - 15 рублей с копейками. Определите точную стои¬ 
мость одной книги. 

25. Лестница, стоящая на гладком полу у стены, соскаль «Ы*- 
вает вниз. По какой линии движется котенок, еидящ«* на середине 
лестшшы? Более"очно, коннн отрезка длиной сС скользят по 
двум сторонам данного прямого угла. Каку® линию описывает сере¬ 
дина отрезка ? 

- 26. Точка в лежит на отрезке 

точек п , .для которых МЬС -2 

27е Даны две точки на расстоянии I друг от друга. Найдите 
множество точек М , расстояния от которых до каждой из точек 
А и Ь выражаются целыми числами. 

28. Сколько острых углов может иметь выпуклый 5-уголь- 
ник? Перечислите все возможности. 


да? 


Найдите множество 


II 






Какое вообще число острых углов может тлеть выпуклы* 
$1щ угольник? Предостережен ие: ответ на вопрос зависит от 

п. 

23. На плоскости даны 5 попарно непараллельных прямых. 
Докажите, что среди них найдутся две прямые, угол между 
которыми не больше 36° . 


30. Имеется многочлен. |ля краткости обозначим его через 

Р(Х). (Нэшииер, Р(*)=Х* + Х-{ , Р(х^Х*-5 \ 

а' Пусть РМ « х *'+ і . 1М*ците Р(*+і) , Р( х ) . 


бі Для любого многочлена Р(' г ) положил Р ± (*) ~ Р (** ш і)~Р$ 

Р г (ф Р ± (х Н) -Р і (х) , Р 3 (Ф р л ( х*і)-Рфх) и т д> 

ІІжсть Р(х) — Х^ в ЬаДдктс Р% &), % ( х ), (х) . 


Пусть Р(х) ~ Ж , ЬаРдктс. 


? Д Р(х)~х(х-і) . наедите Рі. Р х ) (см.пункт б'И. 

г' Р(Х)= X (х-1)(х~2.) . Найдите р ±( х ) 

, 0 р(х) = х(х-і)(х-г)(х-з) і ' .Наедите Ц,( ж ) 
е' Р(х) = х( х-і) (х-2) . .. ^ < йяндите 



Найдите Л и ^ . 

Не боитесь скучных выкладок. У этой задачи красивы 7 " ответ. 


32. Можно ли расположить на плоскости шесть точек и соеди¬ 
нить их отрезками так, чтобы каждая точка была соединена отрез¬ 
ками с четырьмя другими точками и отрезки не пересекались друг 

с другом ? 

33, После окончания спектакля "Ревизор* на опеке Бобчннский 
и Добчинский начали препираться по поводу того, кто первый ска¬ 
зал "Э". 

Еобчинский: зто вы, Петр Иванович, первый сказан "Э"!. 

Вы сами так раньше говорили. , 

Добчинский: Нет, Петр Иванович, я так не говорил. Это Вы 
семгу первый заказали. Вы и сказали "3!**, А у меня зуб во рту 
со свистом. 
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Бобчшсккй: Что я семгу первый заказал, это верно. И вер¬ 
но, что у Вас зуб со свистом. Но-все-таки это Вы первый сказали 

Выясните, кто нервы* сказал: "3!", если известно, что из 
девяти произнесенных в"этом разговоре ^раз нечетное число верных. 

34. Найдите четыре числа, если известно, что произведение 
любых трех из них на 120 больше оставшегося числа. 


35. Докажите, что если в треугольнике совпадают какие- - 
кнбудь две точки из следующих трех: Р пентр вписанного круга; 

2^ гентр описанного круга; 3) точка пересечения медиан, то тре¬ 
угольник разносторонний. 

36. четыре девочки: Катя, Лена, Ііаша и Нина «- участвовали 
в контенте. Оки пели'песни. Кажяѵ**пестн исполняли тол девочки; 
-Катя спела 8 песен - больше, чем все остальные, а Лена - 5 песен 
- меньше, чем все остальные. Сколько песен было спето ? 

37. Верно ли, что при любом натуральном 4 число 

+ (Ч + І)** простое ? 

33. Наедите величину угла & в треугольнике если 

длина высоты (СИ) вдвое меньше длины стороны (А в) 9 а вели¬ 
чина угла 4 равна 75°. 


39. Допишите к числам 10, 12, 15 ещё семь гелых чисел так, 
чтобы наибольший общий делитель любых двух из десяти написанных 
чисел встречался среди $*рлх и чтобы наименьшее общее кратное 
любых двух кз написанных чисел тоже встречалось среди этих дисел. 

40. Локаявт?, ,т» ем, Б*(С-О.) +сЧ*--б>-0, 

то какие-то два из трех чисел и, §, € равны друг другу. 

41. Найдите все значения р и 0- , при которых многочлен 

%У+рХ*^ 17х г + ^х + /$ может быть представлен в 

виде квадрата некоторого квадратного трехчлена от X, 


42. Элементами множеств А , Ё) и 0 служат числа 
1,2,3,...,9. Известно следующее: ^ , 

АЛЬ- {/;2} . Аий-(4;2,*;б}7;6}, 

ЙДР= {З)?} , А0С= {і;А;3 ЛІ*>7іЦ . 


Найдите множества А , 6 и ^ . (Здесь АЛЕЬ - пересе¬ 

чение множеств А и В , Аі/Ь - объединение этих множеств'. 

43. Про некоторую Фигуру на плоскости известно, что при 
повороте вокруг точки 0 на угол 48° она переходит в себя. 
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Можно ли утверждать, что она переходит в себя при повороте во¬ 
круг точки 0 на угол: а) 90° ; 6 * 72° ? 

44. Разложите многочлены на множители: 

^ Х ч ~ Чх ь +Ях & + х + 6 ; 

л .. х ѵ -Ліх 3 + -і'РЗх^-УУЗх +У6& , 

решите уравнения: 

Б > х ц - ЧХ*+& я’+ Х + 6 * 

г > х ч - яъх*+№* л - мп± +46* • 

45. Докажите, кто ^ - составное число, где П- - 

натуральное число, большее!. , 

і 

46» Про некоторую *игуру на плоскости известно, что при 
повороте вокруг точки 0 на угол в 19° она переходит в себя. 

Можно ли утверждать, что она переходит в себя при повороте вокрут 
точки 0 на угол в 61° ? 

47. Вычеркните из множества чисел Т,2,3,4,6,8,12,16,74,48 

три числа так, чтобы естеь&и/иіс.* гисе~< 

следующими свойствами: НОД любых двух его чисел встречался среди 
чисел этого множества и НОК любых двух его чисел тоже встречался 
среди чисел этого множества. 

% 

48. Какие из чисел 1,2,3,4,5,6,7,8,9 входят в множества 

А,а,е, ® , если известно следущее: АОЬ =[і, 2,3,5,6,8,9^1 

АЛО = [&] АѴ& =[і,2,5,6,8,9^; АФ-Къ,# 

виС -|3,4,5,6,7,8.9І ; мк &} . 1 1 

49. Угол между осями симметрии Фигуры равен 30°, Совпа¬ 
дает ли она сала с собой при повороте вокруг, точки пересечений 
этих осей на угол: а) 60° ; б) 30° ? 

50. Б делении, выполненном столбиком, все цйФры, кроме 
ги^р частного, заменены буквами: одинаковые - одинаковыми, раз¬ 
ные - разивши. Цийры частного заменены вопросительными знаками» 


СВИНИНКА 

"СААВСК 

ОСАНОК 
~ ПУСТО 

ТУШІПА 

ГУАІІОКТ 

. СУИК0 


ПУСТО 

9 9 9 


а) Какие буквы соответствуют диорам частного? 

б) Восстановите все ди^рн, если известно, что буквой С 
заменена ги^ра 7. 


51. Можно ли построить на плоскости замкнутую семопересе- 
кающуюея ломаную линию, пересекающую каждое свое звено ровно 
один раз: а) из 1976 звеньев; б’> из 1977 звеньев ? (Вершины ло¬ 
мано^ не могут лежать на других её звеньях". 

52. Расстояние от пункта А до пункта 6 кратно 5 км. 

Автобус едет от А до а со скоростью 60 км/час., ^ерез каж¬ 
дые 5 км он делает остановку на 5 мин. Велосипедист проехал от 
А до в с постоянно# скоростью за I час. В пути его обогнал 
автобус проехал мимо этого автобуса, стоящего на останов¬ 

ке, потом автобус снова его обогнал, и больше он с эцрм автобусом 
не встречался. Потратил ли автобус на путь из А б & 45 мин. 
или больше 9 

53. Можно ли расставить девять чисел: 1,12,3,4,5,6,7,8,9 

но кругу так, чтобы сумма любых трех чисел, стоящих подряд, дели¬ 
лась на 3, и была: больше 9,; б) больше 12 ? 

54 * Дан прямоугольник с углом между диагоналями в 30° и 
квадрат со стороне?, равно# половине диагонали этого прямоуголь¬ 
ника. 

Докажите, что площади этих йиттр равны. 

о) Разрежьте прямоугольник на такие части, из которых, перед¬ 
винув их, можно сложить квадрат. 

55. На доске были написаны 4 числа. Их сложили всевозмож¬ 
ными способами по два и получили следующие шесть сумм: 2,4,9,. > 
14,16. Какие числа были написаны на доске ? 

56. Докажите, что при любом натуральном число 

УІ® + Ц 1 * + і - составное. 

57. На сколько чаете# могут делить плоскость 4 различные 
прямые? (.Укажите все возможные значения и нарисуете примеры). 

58. По дороге едет телега. Диаметр её колес - I метр В 

одно колесо вбит гвоздь. Каждый раз, когда гвоздь ударяется о 
90 р® іу. раздается щелчок. Щелчки повторяются каздую секунду „ 

С какой скоростьюедет телега ? 

59. Три прямые пересекаются в одно# точке так, что каждые 
две из них образуют угол Точка */М находится на расстоянии 
3 ом от одно# прямо** и на расстоянии 5 см - от друге**» На каком 
расстоянии от третье# прямо# может находится точка &/У 

60. Какую ги*ру означает каадая из букв М* И, Я, 4, Н 
в равенства НАІШМ х 4 - /И4МАН ? 

61. Какое наибольшее число точек самопересечения может иметь 



замкнутая ломаная линия, состоящая из 7 звеньев' 

62, Сколько существует п.а^ пелых чисел ( х > , удовлет* 

воря'адих первенству ^ ^+2Г+2 1976 ? 

63, Дедушка с внуком пошли вместе кататься па лыжах, Ячбуш- 
ка знает, что по ровному месту оба едут со скоростью 7 км/ч 

под гору 2 дедушка - 8 км/ч, внук - 20 км/ч; в гору: дедушка - 
6 км/ч, внук - 4 км/ч. Оба проехали по одному и тому же ?ларшруту. 
Может ли . Лг ^ушка определить, что больше - протяженность спус- 
ков или подъемом на их пути,- если первым вернулся внук; 

<$? дедушка? 

64, Сколько сторон может иметь многоугольник, являющиеся 
пересечением; о> объединением треугольника и выпуклого четы¬ 
рехугольника у (Укажите все возможные значения и нарисуете при¬ 
меры^ . 

65, Можно ли вписать в клетки таблигы 3x3 числа 1,2,3, 4,5, 
6,7,8,9 так, чтобы каждые два числа, стоящие в соседних клетках, 
отличались не больше, чем на 2? (Соседними называются клетки, 
имеющие общую сторону^. 

66. Можно ли разрезать квадрат на несколько остроугольных 
треугольников? 

67. Наедите три числа, каждое из которых равно квадрату 
разности двух других. 

68. Докажите, что при любом натуральном ^ і число 

П,* + Ц** +1 - составное. 

69. На плоскости нарисованы три конгруэнтных отрезка. 
Сколько осе# симметрии может иметь это множество (Объединение 
данных трех отрезков^ ? 

_ 70. Укажите три последние ди*ры стали + 2 - + 

4 100 + ...+ 999993™ + 999999 100 . 
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Предисловие 

Вы приняты в ШШФ - ®мадші мехашко-математический факультет? 
!ёёйФ - отделение Всесоюзной Заочной Іатшатачвокоі шкалы При МІУ* • 
Вое учащиеся ВЗМШ жз 48 областей РСФСР» в том числе и из Вашей 
области, обучаются на малом мѳхштѳ® Выпускников малого мехмата 
ми с удовольствием будем видеть и на самом мехшшко— математичес¬ 
ком факультете* Это, конечно, не значит» что все учащиеся ШШФ в 
дальнейшем пойдут учиться на мехмат МГУ - математика нужна и бу¬ 
дущему биологу и будущему экономистуо Квалифицированный токарь 
д н и тракторист также найдет в математике доброго помощника* Обу¬ 
чаясь на Малом мехмате. Вы сможете узнать не только о математику 
но и о нашем университете, о его студентах и ученых* 

В течение трѳж лет да будем посылать Вам задания и пособия 
дая самостоятельных занятий* Занятия в ШШФ потребуют от Вас вни¬ 
мания и настойчивости, ж, как да надеемся, помогут глубже усвоить 
школьный курс математики, а также дополнят и расширят Ваши знания 
в различных областях элементарной математики* . 

Мы будем стремиться к тому, чтобы от сравнительно простых 
задач ж упражнений' постепенно переходить к бол&е сложеніе задачам, 
чтобы помочь тзйм овладеть красивыми и сидьнши пр ием а м и решения 
задач, научить строго И точно' излагать доказательства штемвтачес^ 
еих фактов® 

Главное .для Вас*- последовательность, настойчивость, желание 

работать* ~ 

В первом разделе этого выпуска помещены задачи для семиклас¬ 
сников 5 поступивших в ВЗМШ АПН СССР при ‘НУ в 1979 году * 

Во втором раздела даны решения вступительных задач* Изучите 
ѵ* : проанализируйте свои ошибки* Обратите внимание на то, 'как 
офо рмлено -решение - Вы даюшы научиться также оформлять свои ре¬ 
шения. Советуем проработать эта решения даже тем- кто решил зада¬ 
чи» чтобы узнатьз возможно» какие-то новые идеи или приемы, поу¬ 
читься четкости в записи, а также, увидеть свои недочета®. 

Трети! раздел - первое задание для тех, кто подучил извеще¬ 
ние о приема в ШШФ® ■ 

бступительную' работу составили: • 1 «Н«Бернштейн, Н ® Б® Васильев, 

В Л эГутенмахёр, Ж.М.Раббот, АД.Тоом. П-раздел ншшсан АД.Тошсм, 
Н®Б.Васжльешм § В.Л оГутенмахером, Ж.М.Рабботом. і ж 17 разделы 
составлена А.А.Панчшпкишш ж Е.Т.Шазгулвдзе® 

Необходимые еведенш об оформлении работ» присылаемых на 
проверку в ШШФ, изложены в Инструкции”® 


к 


I» Заката в сдгшгальной контоольной работа я взм в 1979 г. 

Точки 4 » В і ■ являются вершинами неравнобедрвнного прямоуголъ— 
ію,ш треугольника* Скольким способами можно поставить на пло¬ 
скости точку Д так, чтобы множество точек М .* &.С.М} имело* 
а) центр симметрии; б) ось сшметрии7? в) Изменяются ж ответы 
на вопросы а) и б), ешш в условии задачи заменить олово 
"пршоугожшого” на олово '"непрямоугольного” ? 

2 с Рассмотрим всевозмошше девятизначны© чжшха, в зшшеж которых 
каадая ив цифр 1,2,3,...,9 встречается по одному разу* Опре¬ 
делите наибольший обвді делитель этих чисел * 

3* Можно ли на клетчатой бумаге закрасить 25 клеток так, чтобы 
У каздой из них было нечетное число закрашенных соседей? 

(Клетки называются соседями, если у них общая сторона)* 

4* Андрей бегает на лыжах быстрее Вжтш, но медленно Ж§іш. Они 
одновременно побежали по круговой дорожке из одного места в 
одном направлении ж бежали до тех дар, пока снова не прибежа¬ 
ли все трое в одно место* 8а это время Женя обогнал Витю 13 
раз. Сколько всего было за это время обгонов ? 

В одну строчку выписали 25 чисел* Суша, любых трех соседаиж 
шоеж положительна* Может ли щж этом суша всех 25 чисел 
быть отрицательной ? 

6® Еайдіте все жары целых чисел Я | » для которые выпол¬ 

няется равенство м г + 1 = 2 п * 

?ф Рассмотрим на плоскости мноуголышк, являющийся объединением 
трех жарашіажограшг в: ОАМВ , ОВЕС , ОШ,. 

а) Обязательно ж этот мнощрюдьних выпуклый ? 

б) Сколько сторон мои иметь этот многоугольник ? 

ш) Какой периметр мшит иметь этот многоугольник, ешш 

|0А | + |0В | + |0С| = I ? 

8* Загаданы два целых дадажитадмшх числа® Математику А сооб¬ 
щена іх сумма, а математшу В - сумма ш квадратов .ОЕели А . 
и-В оо ѳдшмшт свои знания* то они, конечно, определят оба, 

числа. Но ош узнали эти числа в процессе следующего разгово¬ 
ра! 

В® - Я не знаю, каете это числа» 

А* - Их суша больше десяти. 

В, - Тогда я знаю, какие это числа. 

Найдат© ж Вн эта числа. 


V 




3-, можно ли нарисовать на плоскости прямоугольник и точ¬ 

ку М так, расстояния от точки М до точек к г В, С,'и 5) 
равны соответственно: а) I, 2 § 3 ж 4; б) I, 4 :; 8 ж 1 ? 

10* Имеются два автомата. Если в первый жз них бросить 5 копаѳв:, 
то он умножит данное -ему число на 3. Если во второй автомат 
бросить 2 копейки, то он прибавит к даннощу ему числу число 
4 . Какую минимальную сумму денег надо шеть, чтобы с помощью 
этих автоматов получить жз данного числа I число 1979 '? 


П. Решения задач вступительной ваботв- 
I. а) . Ответ: 3 способа. 

Решение. Пусть точка 0 поставлена так 9 что множество 
точек ІА,8,С,®! имеет центр симметрии. Центр симме* 


точек [А» 8 ;С/0§ шеет центр симметрии. Центр симметрии* 

не может совпадать ни с одной же этих 

'л)* _ 7) 3 .4 точек® так как тогда остальные три не 

К ; не могли бы разбиться на взаимно-симметрич- 

\ I \ ннѳ парк точек. 

\ I \ Чтобы каше- то две из данных точек 

^ в были симметричны друг другу, надо э чтобы 
ч ' | центр симметрии был серединой отрезка, 

4 I соединяющего этж два точки. Поэтому центр 

Рус 1 • симметрии нашего множества - середина 

одного из трех отрезков! АВ, ВС или СА . В каждом из зтмх 
^р@х случаев точка "О определяется однозначно - см® рис* I® там 
соответствующие три точки ^ ^ ж % образуют прямоугольный 

треугольник, в котором детине точки А, В ж 0 образует трш сре~ 

б) Отел 5 ■ екоеобов 

•Р яииятай. Вусяь «жка 50 поставлена так» чр множество 
точек {АДС,Щ имеет ось симметрии. Тогда» шѳ этой, оси может 


\ і 
мф. 
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лежать лишь четное количество жз этих 
четырех точек (то есть четыре, две или 
жуль), иначе они на смогут разбиться на 


Рый 2 


все три возможности. 

I) Все четыре точки лежат вне оси® 
Тогда ось - середанный перпендикуляр к 
©дао! жш сторон треугольника АВС , а 


точка Я) симметрична противолежащей этой стороне віршне® Та^ 
еш сбшіом *и получаем „два способа пос тавжть точку 0 - точке 
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Я; И % на рис® 2 (серединные перпендикуляры к катетам Л С ж. 

0С дают нам одну и ту же точку Я г , так как, эти перпендикуляры 
являются осшш симметріи прямоугольника В0А% К 

2) Две точки нашего множества лежат вне оси® В этом случае 
точка*® лежит вне оси, так как одна мв верти треуголь¬ 
ника АВС лежала бы на серединном гіерпекедшсуляре к противопо¬ 
ложной ей стороне, то есть треугольник АВС был равнобедрен¬ 
ным® что противоречит условию® Итак® в этом случай ось симметрии 
нашего множества проходат через две точки жз трех точек А, В® С,а 
точка Сй симметрична третьей ив этих точек 1 относительно оси. 

Мы получим еще три способа поставить точку ® (точки 0? , ж 
на рис® 2) 

3) Нж одна жз точек нашего- множества же леэшт вне оож. Это 
значит, что все они лежат на оож, в частности, на это! ос® лежат 
точки А, В и С , но это невозможно по условию. Итак, в этом 
случае наша задача ж имеет решений. 

Легко уцедится, что все пять подученных точек , Я )^, • • •, 
отличны друг от друга® 

в) Ответ на вопрос а) не изменится* Ответ н а вопрос б) 
изменится будет таков: в способов® 

Решение * точно такое жш § как в пунктах а) ж б) Р но в случае 
I) пункта 6) сѳреденные перпендикуляры к срезкам АВ , ВО и СА 
дадут три различные точки. 

2® Ответ і ИОД = 9® 

Решайте, По признаку делимости на 9, все эти числа делятся 
на 9, так как суша цифр каждого жз них равна 1 + 2 + 3 +. .. 

+ 9 = 45 и поэтому делится та 9* Поскольку вое числа делятся на 
9, то для их наибольшего общего делителя (обозначим его через 
X ) справедливо неравенство X ^ 9 (I). 

Поскольку все даннне числа делятся на то и разность лю¬ 
бых двух из них также делится на X • Рассмотрим два, та¬ 
ких числа* у которых вое цифры, кроме двух последах, совпадают, 
а две последние цифры одного из .нж 21, а другого -12® Разность 
этих чисел равна 9 ж должна делиться на X % поэтому справедли¬ 
во реравенотво 9&Х (2). Из неравенств^(I) и (2) имеем ^-Э. 

3» Ответ: нельзя® 

Решением способом ”от противного”® Допустим, что 25 клеток 
закрашены так, что у каждой из них нечетное число закрашенных 
соседей® Назовем всякую общую сторону двух закрашенный клеток 
двойной”. Итак, пусть у каждой жз 25 закрашенных клеток 




нечетное число "двойнбос" сторон (на ри@« 3 закрашено 8 клеток, 
нх •'•двойные стороны отмечены бвлшш дугами,? * Налижем ігаздой 
закрашенной клетка число её 55 двойные сторон» Вычислим сумму на» 

писанных чисел двумя способами. 

О одной стороны, эта сумма нечетна, так как ®та суша двад¬ 
цати пяти нечетных чисел, ншшошных в клетках. 

С другой стороны, эта сумма - удвоенное число * ? двойных" сто¬ 
рон, поэтому она четна. 

Полученное противоречие и доказывает утверздѳние задачи. 

4. Ответ: 25 обгонов. 

решение. Те 13 моментов времени, когда Женя обгонял Витю, 
разбивают вое время их движений на 14 промежутков, ж за каждый 
жз этих промежутков Женя опершая Витю ровно на один крут# Зна 
чит, Женя-пробежал на 14 кругов больше, чем Витя. (Заметим, что 
число кругов, которое пробежал каадыі мв них, не обязательно 

целое). 

Иными словами, ізшш А — число кругов, котрое пробежал 
Андрей, В - Вита» Ж - Жена» то Ж - В = 14. Кроме того Б<1 С Ж, 
Аналогично получается» что Андрей обогнал Вита (А - В - I) разу 
а Женя обогнал; Андрея (Ж - А - I) рая* Позтому общее -число 
обгонов разно 

13 + ІА ~ В - I) + И - А - I) = »-В) + II = 25 о 

5 . Ответ; монет. 

Ряяйиия. Наймет): -9? 8; 5;.-9; 5? 5; -9; 5;,5;...» -9. 

Здесь 16 чисел равны 5 я У чисел равны 1-9). Очевидно, что сумш 
лнзбнл трех'соседних чисел равна I» а сумма всех 25 чиоел равна 
(- 1 ). 

Замечание. Когда док&шваеш» что нечто возможно» достаточно 
привести пример. 

6. Ответ; а чя щдаг- (Ог 0) » (I? I)» (“■!» I)* 

■ Уейеше. Ешш п<0 . *> равенство невозможно» так как его 
правая чаетъ меньше I, а левак - не меньше I. 

■ Если Уі = 0» то» очевидно» ю = 0. 

Если л > 0, то, очевидно» что т - нечетное число» то ееть- 

. / . тогда данное равенство принимает вид 

гО.~ т - ■■ 

//А 1 -* Чк* 2~ % 
п = I, то X = 0 или К = -I. 

Если Г, > I» равенство невозможно» так как его правая часть 
делится на 4, а левая - нет. \ 



7» а) Ответ; не обязательно. 

Рашйст?а; П рим ер нешпуклого мноугольяика показан на рис.4 
(на атом рисунке он заштрихован). 


б) Ответ: 6 или 8 сторон. 

Рвшйішй. ВОЗМОЖНЫ ТОЛЬКО Тр® Случая. 

1) Вое три параллелограмма не налегают друг на друга (ом. рио.,5» . 

В этом случае, очевидно, 6 сторон. 

2) Один параллелограмм налегает на два других а полностью 
покрывается ими (см. рис. 6). Здесь» очевидно» тага® 6 сторон. 

3) один параллелограм налегает на два других и неполностью 
пок рыв ается ш (см. рис. 4). Тогда 8 стороз» 

в) Ответ; периметр равен.2. 

рмгьяий. в случаях. I) и 2( пункта б), доказательство очевидно. 

В случае 3) надо дшш» заметать» что четырехугольник Ве'МЪ ш 
рис. 4 - тоже парадлежсграш, откуда легко получается, что перимет 

в этом случае равен 2» 

Ответ: числа равны 4 н 7. 

рйямгя^й. Пуск к .у - искомые числа, причем ж + у - П * _ 

+ ш р . Тот факт»-что В, Зная Р % не знал X и 
у „ означает, что число р иеединотвешгам образом представ- 

гаетш в виде щтт двух квадратов. 

Узнав» что И > 10, В шог определить & и у . Зто оз¬ 
начает» о одной стороны, что Р единственным образом представ¬ 
ляется в виде суммы квадратов двух чисел, сумма которых больше 10, 
ж»е другой стороны, что число р к тому же представляетвя в виде 
е уиин квадратов двух таких чисел» оувма которых но больше ІѲ. 


« ода! сторвнн» шодо р представляется в вадо + % 

где Хі + Уі > Ю, поэтому р = Х?+ у? > ( Ж 4 + % 
с другой стороны, число Р представляется в виде % г + 




где 4 ІО, поэтому р = & г + < ( &г + ?г) 4 І0 °* 

рипяляд вое чкола р , расположенные между 50 ж 100, 
ігоедставимые в виде суммы двух квадратов нушш образом, наедем, 
что диигь одно из них допускает нужное представление: 

65 = І 2 + 8 2 = 4 2 + 7. 2 

а) Ответа нельзя® 

Решение. Предаоложш® что нам удалось нарисовать прямоур*>~ 

льник АВС и точку М так, что /АМ/ = I, /ВМ| = 2, 

|СМ| = 3 , |Я М| = 4. Проведем ось симметрии € прямоуголъ-^ 

ника - серединный перпендикуляр к срезкам АВ ж С® 1см„ рис« '<) 
Ці\1 А_ 6 


^ е ѵ и? 

Прямая і> делит плоскость на две полуплоскости $ девде ^ 
(содержаще точки А и 9> ) и правую (содержащую точки Б ж С. ). 
Из того, что |ам| < |ш| следует, что точка М должна лежать 
в левой полуплоскости (где находятся-во® точки, рашсаожандае 
блкй к точке А , чем к точке В ), а из того, что \ѣ Ш | >|СМ1 , 
- что в правой» Полученное противоречие приводит к ответу. 

б) Ответ: можно*. 

Решете у Пример изображен на рис*. 8. 

З амеча ть Условие разрешимости наше! задачи в общем олу* 


чае: 


| см 1 2 = {вм | 2 + \т^ 


{ вто легко доказать, например, с помощью метода координата 
10о Ответ? 37 копееко 

Решение. Покажем сначала, что на 37 копеек можно из шт іа 
I получить число 1979. 9 та, следует ив' схемы, изображенной на 
ржоо 9." (горизонтальные стрелки означают умножение на 3, а вер¬ 
тикальные - прибавленіе числа 4). 
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Докажем* что меньше! суммой обойтись нельзя о Начнем строить 
схему решения с конца. Поскольку число 1979 нѳ делится на 3, то 
последним действием схемы должно быть прибавление числа 4, то 
есть пре дп оследнее тасло схемы равно 1975. Точно также, перед 
числом 1375 дожно стоять число 1971. Число 1971 делится на 3, 
поэтому оно могло быть пожучено как умножением на 3 числа 657, 
прибавлением числа 4 к числу 1967® Допустим, что число 
1971 подуч ен о прибавлением числа 4 ж докажем, что эта приведет 
к заведомо менее выгодной схеме, чём предложенная на рис с 9. 

Число 1971 нельзя получить из шала I одними только прибав¬ 
лениями числа 4, так і сак разность 1971 - I = 1970 - не делится 
на 4* Пусть поэтощг перед тем, как получитъ число 1971, сделано 
Ж щщбанлеашй числа 4, а перед ними - умножение на 3 6 Число, 
подветэгнутое этому умножению, равно 

(ШгМ = ^57- 

Поскольку число дожно делиться на 3? то и число К дожно де¬ 
литься на З э то есть К = Зж, где ж - целое число. 


Итак, 


д57 - х “ б5" 7 - Цт 


Поскольку .шесто того® чтобы сначала удаожить это число на 3, а 
затем X раз прибавлять число 4® выгоднее сначала ѵп раз при¬ 
бавить число 4, а затем умножить на 3 (в первом случае мы запла— 
ш автомату (5 -в- 2М) копеек, а во втором — (5 + 2ж) копеек, но 
К > т в поэтому первая орта больше второй) ♦ 

' • Итак, подучить число 1371 прибавлением числа 4 заведом© 

шенее выгодно, чда умножением на 3. 

Аналогично мшно доказать, что и в остальных пунктах невыгод¬ 
но уклоняться от предложенной на рис о 3 схемы. 



Задание Л I состоит т задач І.І., І.З.ѵ 1.8., І.І2., І.І6о 5 
І э 20® ЗУ раздела. В этом задании содержатся задачи как по алгеб¬ 
ре»' так и по геометріи. Для жж решения вполне достаточно тех 
сведений, которые имеются в учебниках по математике для 6 и 7 клао 
ІООВ* 

0 Не огорчайтесь, если какая-либо задача не получается. Сове-. 
Чтем Вда повторять указанные пошхе нее в скобках разделы учеб- 
шшав. 

^ ' Осшшм Ш учебники даются в шдѳ : 

(Геом. п.ЗЗ) - ?т© значит! учебник ^Геометрия” для 7-го класса, 
пункт 33.1Г 







Решения надел задания й I Вы должны оформить в соответствии 
о присланной "Инструкцией" и выслать в МШФ не позднее І-го ок- 
таош 19УЫ года по адресу: Москва, В-234, Ленинские Горн, МГУ, 
мехмат., ийф. 


1У. Задачи для самостоятельного решения. 


1.1. шутри треугольника АВС берется произвольная точка 0. Дока¬ 
зать, что имеет место неравенство 

-2<\оа\ + \оВ\ + іосі< Р 

где Р - периметр треугольника. (Геом. п.7). 

1.2. Доказать,что сумма углов звездчатого шиіиугольника равна &і 
(см. рис.) 


(Геом. рис.) 

1.3. В выпуклом четырехугольнике АВСД диагонали АС и Щ пер¬ 
пендикулярны. Точки М , М , Д , Л являются серединами сторон 
АВ , ВС , СИ) , И2) . Доказать, что четырехугольник ММ я 
будет пршоуголышком• (Геом. іх.47, 38) . 

1.4. Сколько диагоналей можно провести в выпуклом восьшугольнике? 
(Геом. п.39). 

1.5. а) Доказать, что суша расстояний от произвольной точки, взя¬ 
той внутри равностороннего треугольника, до его сторон равна высо¬ 
те треугольника. 

б) Верно ли, что в любом треугольнике сумма расстояний от 
внутренней точки до его сторон не зависит от выборе этой.точки? 
(Геом. п.19,^53). 

1.6. В двух треуголшжках АВС и №' ІАСІ=Ш 

/в€І=ІВ'С'І, вас = в^с 1 ... 

Обязательно ли эти треугольники конгруэнтны? (Геом* п.25). 

І®7* Лестница, стоедая на гладком полу у стены, соскальзывает 
вниз. По какой лшжж двшетси котенок,- сидящій на середин®* жѳстш- 
ды? Более точно* концы отрезка дащоі сі околшят по двум ©торо* 
нам данного прямого угла. Какую линию описывает середина отрезка? 
(Геом. п.47)»- 





1.8. Точка^ В лает на отрезке АС . Найти множество точек М , 

дл^ которых МВС — ЯМ АС . (Геом. п.2о* о2) 

1.9. Доказать, что в прямоугольном треугольнике биссектриса 
прямого угла делит пополам угол между медианой и высотой, опу¬ 
щенными на гипотенузу. (Геом® п.23, 33, 4?і® 

І.ІУ. Доказать, что из трех медиан прямоугольного треугольника . 
нашенъшрз длину имеет та, которая проведена к гипотенузе. 

(Геом. п.47, 88;© 

ІДІ. Разложить на множа тели многочлен {* НХ 
(Алг., 7 ши, п.I )о 

і/ \ у. л®** ^ ^ ^4 Ж * 

І.І2. Пусть дан многочлен і&) - Л» * * ■■■ 

Числа а» , а».,, . а о называются коэффициентами 

многочлена .<(60 • Найти сумму коэффициентов шогочлена 


= (X* Ю) 6 , ! ■ 

Х.із, Построить график функции: /и — СС л + 
(Алг., 7 кд., п.І2). 

І.І4. Построить грашик® функций: 

• л) 4/ - 


(Алг., 7 кл. ,п.І) 

І$х г . 


а > У- 


х-г 


. л . !Х*й\+І 

б) У = Х + 3 


(Алг., 7 кл., пп. 12, 55). 


> -/ 


ІД 5. Решить неравенство: —-/ 

(Алг., 7 кл., пп..18-20) 

ІД6. Известно, что разность:- __ 

УіШгШіГ- . Д 

является цвДййм шелом. НѳДджтв это число* (АдГо, 7 кло ? ши43—45) 

ІаІ7. Доказать, что числа ѴТ. и Ѵ5 -^ТЗ иррациональные, 
то вотъ ях 'вйш представить в-дяде дроби- % » где р , % - 
целые числа, 6* 0 * . ' ! 

X.18» Даян два целых щола. Известно, ^®о сумма ж квадратов де- ■ 
литоя на 3» Доказать, что и каждое из зтше чисел делится на 3. 

І.І9. а) Построить графин функции: •у = \Ж* М\ + ■,IX*В/ 

й) Решить уравнение: і | Х^'М \ + Г <*> 


І.І9. а) Построить график * 
б)' Решить уравнение': 
І о 20» Решить уравнение: 


1,21. 


цедае числа. 




э что корни многочлена & 

эти корш. (ДлГэ, 7 52^-53). 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В первом раздала разработок помещены задачи вступительной 
контрольной работы для семиклассников , поступавших во Всесоюзную 
заочную математическую школу Академик педагогических наук СССР 
при МГУ (ШУИ) в 1980 г. 

Во втором разделе публикуются решения этих: задач. При напи¬ 
саніи ранений сановное внимание обращалось на четкость ж полно» 
ту 2 иногда вначале приводятся наводящие соображения, помогающие 
решить задачу. По-видимому, внимательно прочесть решения будет по- 
давно дате тем школьникам, которые правильно решает задачи, 
чтобы поучиться четкости в вашем решений, увидеть характерные 
ошибки в рассуадениях, узнать какие-то новые приемы ж идем* 

• Третий раздет - первое задание для тех учащихся, которые 
вцдерадш вступительный конкурс ж получили извещение о приеме в 
ВЭМШ. Ош должны решить помещенные в атом разделе задачи, оформить 
решения в соответствии с присланной "Инструкцией" ж отправить реше¬ 
ния в ВЗЮ (-жж в соответствующие Филиалы ВЗМШ) к 25 сентября 
1980т* Обращен внимание ©тих школьников на то, что в задачах 
этого раздала можно использовать многіе методы, применявшиеся при 
решении вступительных задач. 

Четвертый раздел содержит много задач для самостоятельного 
решения. Этот ршдаж рассчитан на работу в течение долгого време¬ 
ни» Его' эадачж носят самый разнообразный характер: среди ш 
есть ж легкие, к трудные« ж средніе по трудности задачи; похожие 
задачи т обязательно стоят радом,- поэтещу не стараітееь решать 
все задет нсдрад* Если какая-нибудь задача Вас заинтересует, а 
решить■ её во уда§теж 9 отложите на врет -решете, порешайте другие 
эадачж» а затем веретѳоь к отложенной» Как правио 5 саше инте¬ 
ресные ж полезные задача шѳнно те, которые не удается решить 
сразу* Ь?дж надеяться, что каждый т Вас сможет найтж здесь 
задачи на ©вой вкус® 


Выпуск составили: Н 0 Б.Васильев, В.Л.Гутенмахер, Ж.М.Раббот, 

А.І.Тоом. 

. Методическая Ксшсеш ШШ советует всем школьникам, мяте- 
ресущшся математикой и физикой, подписаться не научно- популяр» 


мш 


под названием "Квант". Этот журнал содержит интересные статьи ■ 
«аоадот» разкообраавта: задан по различным разделам математики и 






І в Зада*5® вступительной контрольной работы в ШИН 

1980 года» 


1, В кружке, где Акя изучает математику, занимается более 
94 ^ мальчиков» Какое наименьшее число школьников может быть в 

этом кружке? 

2. Можно ж жз цифр ОД,2,3,».• ,9 составить десятизначное 
число так, чтобы вое его цифры были различные ж чтобы оно дели® 

лось на 1980? 

3 ? Пешеход, велосипедист ш мотоциклист двшутся но шоссе 
в одну сторону с постоянными скоростями. В тот момент, когда 
велосипедист я мотоциклист находились в одной -точке, пешеход был 
на расстоянии 10 ш впереди них. В тот момент, когда мотоциклист 
догнал пешехода, велосипедист отставал от нет на 5 км. На сколь¬ 
ко километров мотоциклист будет обгонять пешехода в тот момент, 

когда пешехода настигнет велосипедист? 

4. Найдите три числа, если каждое из них равно квадрату 

суммы двух других. 

5 о В хадой вершине правильного восьмиугольника и в его 
центре поставлено одно'из девяти чисел І,2,3,..*»9 так, что все 
эти числа использованы. Обозначь через с наибольший общи! де- 
яитель четырех сумм троек чисел, поставленных по кощой шж четы»* 
рех диагоналей, проходящих через центр» Укажите все значения, ко¬ 
торые может принимать С 

6 а Можно ли расположить на плоскости пять кругов одинаково¬ 
го радиуса К, , К г * К ь , , К у так, что пересечения 5 

Я., п К$ и К 0 Кц пусты 5 а все прочие непарные пересечения этих 

кругов непусты ж конгруэнтны между собой? 

7. Существует дж тысяча различных целых положительных чисел 
таких, что каадый два из них шаеют общий делитель, больший еди~ 
ниш, а вое числа в совокупности не шет общаго делителя, отлич¬ 
ного от единили? 

8. На стороне ЙЪ квадрата йвсі взята произвольная точ¬ 
ка М и проведана биссектриса угла МЬС Д° пересечения со стороной 

С$ в точке К . Докажите, что разность длин отрезков МВ и 
йм равна дайне отрезка СК 

9. Существуют -жж такие десять положительных чисел, что 
сумма квадратов этих чисел равна I, а суша всех ж попарных про¬ 
изведений меньше, чем 0,01? 
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ІО, а) Пара чисел (п, ; П г ), аде п, 4п г , навивается 
ооукрствшоі, золи квадрат и с® не разрезать прямой , ироходздвй через 
его внутреннюю точку, на Ч, -угольник и /? г -угольник. Сколько таких пар? 
6) Четверка чисел л,;«^ 5 я 3; п ѵ ) • где я, п г 4 

■4 П 3 4Пі, навивается осуществимой, еетж квадрат можно разрезать 
нарой прети, проходящих через его звутренш)® точку, на П/ « 
угольник, п г - угольник, іг 3 - угольник Ж Г;У - угольник. 

Сколько таких четверок? 

П. решения задач вступительной контрольной работы . 

Задача I . Ответ: I? , 

Решение, Пусть в круже № мальчиков я "Ъ девочек. 

По условию задачи 

■ М > 94 
М+Ѣ 100 3 

откуда М> 15 §%) . 

Поскольку в кружке занимается Аня, ?о , откуда 

^ 16 • 

Итак, в кружке может бить само© меньшее, 17 участников: 

16 мальчиков а одна девочка - Аня. 

Я рдяча 2. Ответ - решение. Можно, напркмер, 3192567840, 
Замечав». Чисел, ужовлетворящи условию,много. Покажем, 
жак жокать трзбуешв чжета. Прежде всего,ясно, что ноль должен 
стоять в конце. Откинем его и одновременно вычеркнем ноль в чже- 
л© 1980. Получжм следующую задачу: 

да і всех 2 ,9 с оставить де вяти значно е число, 

д елящееся щ ІМ-1 іі . 

Іа 9 наше число бет®® Делиться при любом расположении цяйр, 
поскольку суша его цифр будет равна I + 2 + 3 + .. .+9 » 45. 

(по язвѳетнощу признаку делимости на 9 число делится на 9 
тогда и только тогда* когда суша его цифр делится яа 9'. 

Делимость на 2 тоже легко обеспечить: дш этого нудно, чтобы 
. последняя цифра бита четна. 

Остается обеспечить делимооть на ІІ. Существует щшнак 
делимости на II. 

Число тогда и только тогда делится на II, когда на II делит¬ 
ся разность между суммой его цифр, стоящих на нечетных местах, 


и суммой его цифру стоящих на четных местах. 

Например» для числа, указанного в ответе, эта разность 

равна 

(Зг 9 1-5+ 7 +4) “ (1 + г +6 + 8 + о) --- Л 

Итак, надо расположить ки*ры 1,2,3,..,,9 так, чтобы разность 
между суммой 5; цифр, стоящих на нечетных местах, и суммой <5 г 
пяфР, стоящих на четных местах, делилась ка П. 

Пусть эта разность равна п. в этом случае 

~ 75^ , - $ г т ц > 

откуда 6, =28 -17 . 

Легко подобрать четыре ненулевые хшФры, сумма которых равна 17, 
например, !+ 2 + 6+ $ = 14 , Расставляя цифры Т,2,6,8,0 

на четных местах, а остальные - на нечетных, прячем так, чтобы 
перед нулем стояла чети ля ішФра , получаем нужное число* 

Задача 3» Ответ* 10 та.. 

Решение. Обозначим через тот момент времени, когда 
велосипедист и мотопшсяист находились в одной точке, через — 
тот момент, когда мотоциклист догнал пешехода, через Ь 3 - 
момент, когда велосипедист настигнет пешехода, 

В момент і-і велосипедист отставал от прихода на 10 км, 
в момент — на 5 км, а в момент т 3 велосипедист догонит 
пешехода. Отсюда і г - Ь, - Ь 3 -- і Р 

За промежуток времени ± г ~ мотоциклист удалился от 
велосипедиста на 5 км. Поэтому за время ~с 3 - і г мотопиклие. 

удалится от велосипедиста еще на столько же, и всего расстоя¬ 
ние между яши составит 10 км» 

2аяиа4. Ответ: \ (О- V; 0), (I ; \ ; і )] . 

Решение д Покажем, что обязательно выполняются равенства 

Обозначим чзраз $ сумму сс * Тогда условие можно 

записать так: д 

(отевда следует, что ас, у и * , а поэтому 5-х , $.ц 

ж 3 ?. - неотрицательны). 

Пусть ,х >„ у ^ 2 >, О 


тоща (из условия) 
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- ? - 

5-Х » 5- V » 5 , 

откуда X ^ у й 2 , 

Сравнивая последние неравенства с наш* предположением, по- 
лучзем X- У - % . (Точно тшже приводится к противоречию 

любое другое предположеніе о неравенстве чисел X, % на ~ 

пртаѳр, У* % >, 1 так как заданная система уравнений 

симметрична относительно неизвестных ) , 

Если X^ У = X , то х= 4сс г или х(4х-/) = 0 , 

откуда либо я-О , жабо сг =4 ; и ш получаем указанным 

ответ. 

римя тафіа . Мояно решить задачу иначе, например, вщшж. 
одао уравнение и» другого, раскладывая полученные уравнения 
на даѳжитети и рассматривая различные случаи. 

Задача 5 . Ответ: все числа от X до 18 мшйнтеяьно, кроме 
7» II, 13, 14, 16, 17= 

Решение. Обозначим через X дифру, етояедю в центре» а 
через $ . , 5І , $ ѵ - суши троек чисел, ноетазяешшх 

по диагоналям. Тогда $, +$ г +5$ +&у *• 45+ Зх » ^й® 

4 & X. <9 

Наибольшее возможное значеніе 45+3х равно 72. Поэтому 
наименьшая из суш 9,, *$э , , 8 ч не можвт быть больше 

18 (иначе все они больше 18 и &, +$ г +^! 3 + 5> ч > ЧИ. ; « а 
потсод и ,число С - МОЮ (&{, &г, &з ,*5Ѵ ) т мо * 8 * 

быть больше 18. 

Переберем теперь все числа от I до 18 и посмотрим, можно лк 
расставить цифры так, чтобы число С получило заданное значение. 
Сведущие рисунки дзет ...все возможные'значения С , указанные 
. в ответе: 
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Покажем, что о не может равняться 7,11,13, 14,18,1». 
Если с= 7 , то ,$ч Делятся на 7, отку¬ 

да 45+ Зх делится на 7,где 1 ^ Х^З » Такое число. - 
только одно: 63 при . Итак, в центре должно стоять 6. 









В каком-то углу стоит 2. Напротив должно стоять такое число 
у , что 2 + 61 - у делится на 7, ко среди чисел от I 
до 9 в этом качестве годится только 8, а 6 уже стоит в центре. 

Если С = // „ то 45"«у- 3 ос делится на II, откуда 

X - ? . В каком-то углу стоит 2» Чтобы сумма на ©той диагона¬ 
ли делилась на II, в противоположном углу должно тоже стоять 
2* что невозможно* 

Чтобы не перебирать отдельно случаи С = 13, 14, 16 ж 17, 
заметим, что при С;? /3 сумма чисел по каждой диагонали должна 
равняться С , В самом деле, сумма трех различных цифр не 
может быть больше У + 8+ 3 = 29 э а поэтому она не мо¬ 
жет быть равна Рс^2б и вообще АС при К > 2 * Итак, 

в этом случае (при С & В ^ должно выполняться равенство 

9С = 95-+Зое , но это возможно лишь, если 0 делит¬ 

ся на 3 Сто есть с - /5 или с * Л? 

За дача Ответ - решением можно. Примеры показаны 
на ржо.і: Кі , ж касаются друг друга, Кц отличен 

от Кі и касается и М 2 , %" отличен от ^ и касает¬ 
ся К 3 и /Су ж на рис.2: ^атампийские кольца’ 9 . 



Рис. 1 


Рис.2. 


Задача 7 . Ответ - решение: да. Например, пусть 
р, , рг рз . . р код ~ тысяча различных простых чисел 
(как известно, простых чисел бесконечно много, поэтому тысячу 
из них можно выбрать), Обозначим их произведение через N : 

А/ - Рірё Рз - • • ' РіОйО 

ш возьмем в качестве искомых следующие числа: 

А/ ЛР Ж _// 

Р* * Рг. ? Рз * ' " ? Ріооо 

Очевидно, эти числа удовлетворяют условию. 


Задача 8- Доказательство. Пристроим ж нашему квадрату 
треугольник ДВР , полученный из треугольника СВК поворо¬ 
том на 90° вокруг точки В (см. рис.3). 



Тогда /іВР- МрК- КВС - , 

а так как АЗМ = 9С~2оі 

то #М~8 = 2оС и 
ВРр = 90-сС . ^ 

Итак, ВРМ. - РВМ 
откуда треугольник ВМР 
равнобедренный и | 8МГ/РЩ 
= [РЯН- / А М| = ІСКІ+ ІАМ|. 


Рис.З 


Задача 9. Ответ: существует. 

Неформальная идея: надо взять одно число близкое н I, а 
остальные числа - близкие к о. 

Іеиекйе. (Точная конструкция). Пусть девят ь из наших 
чисел равны ІО’ 7 , а десятое число равно /у- ‘Гіс~ 8 ' < і 
Тогда суша всех их попарных произведений равна 

3' //-9ЛГ 8 - /0~ ‘ + ?іА •/0~ & < ІО ~ 3 + >0 6 < 10~ г 

г > 


что а требовалось. 



а) Ответ; 


четыре пары. 


Решение, Если прямая проходит через верргау квадрата, то 




II 


она либо проходит через противоположную вершину, либо - через 
сторону квадрата (см.рио.4а,б). Это дает паре (3; 3) и (3; 4). 



а ) / 'I) І>) г) 

Рис 


Если прямая не проходит через вэрищу квадрата, то она 
паресэкает либо две его смежные стороны (это дает пару (3; 5)5, 
либо две противоположные (это дает тару (4; 4)5 - ом. рис.Ав.г. 

б) Ответ; девять четверок. 

Решение. Общее количество сторон у навях четырех много¬ 
угольников складывается из: 

1) сторон, лежащих на сторонах квадрата; их столько же, 
сколько точек на контуре квадрата, служащих т кощаш; ©та 
точки - четыре вершины квадрата я четыре точка пересечения пря¬ 
мых о коктуро.м квадрата, всего не белее восьми. 

2) сторон, лежащих на секущих пряшх; их число - удвоенное 
число отрезков, высекаемых на этих прямых, т.е. восемь. 

Итак, если (п іг п г И 3 . пЛ - осуществимая четверо 

ка, то 

+ П у & /6 . (і) 

С другой стороны. 

3 $ П, 4 Л г & й п ч . ( 2 ) 

Перечташи все четверки целых чисел, удовлетворящие неравенствам 
(Г) и (2). Это удобно делать в лексикографическом порядке, то 
есть так, как располагается олова в словарях: сначала придать 
И ь п г, п з нашенмше возжмшые значения и перебрать 
все возможные значения Пу , потом увеличить Из на едшяпу и 
снова перебрать все эначенш Нц , потом снова увеличить Пі 
на единицу и т.д. 


- І2 - 

Исчерпав комбинации П$ ж Яу , увеличить Дг на 
единицу и сделать то же самое, потом скова увеличить на 
единицу и т.д. Исчерпав комбинации л ? > и йу , увели¬ 
чить И і на единицу и т.д. Получим следующий список: 

( 3 ; 3 ; 3 ; 3 ) 

(3; 3; 3; 4) 

(3; 3; 3; 5) 

(3: 3; 3; б) - нет 

(3; 3; 3; 7) - нет 

(3; 3? 4; 4) 

# (3; 3; 4; 5) 

?■ ' (3; 3; 4; 6) 

(3; 4; 4; 4) 

(3: 4; 4; 5) 

I; (4? 4; 4; 45 

В этом списке девять четверок осуществи; дающие жж рас¬ 

положенія щшшж показаны на рис, 5. 



Ряс.5 









13 


Закончим решение 5 доказав от противного, что две четверки* 
снабженные пометкой "'нет”, неооуществжы* 

Допустим, подучилась четверка (3%3; 3; 7), то есть одна 
из частей - семиугольник * Лишь две его стороны могут лежать на 
разрезающих прямых, значит ? остальные пять должны дожать на коп¬ 
ту г а квадрата, что невозможно, так как у квадрата всего четыре 
стороны. 

Допустим* получилась четверка (3; 3; 3; В К Значит, одна жз 
частей - шестиугольник. Два его стороны лежат на разрезающих 
прямых, значит ? остальные четыре - на всех четырех сторонах квад¬ 
рата, Тогда получается расположеніе, показанное на рис.5 и 
дающее четверку (3; 3; 4; 6), что противоречит предположению. 

Ш. Задание II I для поступивших в Б 3 М 11? . 

1, От того, что Дня начала ходить в математический кружок^ 
процент мальчиков в нем уменьшился на о. Какое наименьшее число 
учеников’ могло быть вкружз? 

2, Пешеход, велосмпедаст и мотоциклист движутся ко шоссе в 
одну сторону с постоянными скоростями. В тот момент, когда пеше¬ 
ход и велосипедист находились в одной точке, мотоциклист был на 
расстоянии 6 км позади них. в тот момент, когда мотоциклист до- 
гкал велосипедиста, пешеход отставал от них на 3 км. На сколько 
километров велосипедист обгонял пешехода в тот момент, когда 
пешехода настиг мотоциклист? 

3, Найдите три числа, если известно, что квадрат каждого 
из них равен сумме двух других чисел. 

4« Существуют ли такие десять чисел, что суша всех их 
попарных произведений равна I, а сумма квадратов этих чисел мень¬ 
ше, чем (^),01 ? 

г5) * каких /г существуют такие я чисел, что суша 
всех их попарных произведений равна I, а суша квадратов этих 
чисел меньше, чем 0,01? 

5. а; Пару чисел (п,; п г ) , іде П і & п а , назовем 
осуществимой, если треугольник можно разрезать прямой, проходя- 
? а * че Р ез его Щутренн жю точку, на п , - угольник и П, -‘.пч4ышк. 

л) 

?аким значком мы обозначаем более трудные задачи. 
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Сколько существует таких пар? 

6) Четверку чисел (п,; п 2 ; п 5 ; п у ) » г Д е 
/*_, ё п г * й , назовем осуществимой, если 

треугольник можно разрезать парой прямей, проходящих через его 
внутреннюю точку ѵ на — угольник, М 2 — угольник, И$ — уголь' 
еш и Яц - угольник. Сколько существует таких четверок? 



гпштельно! сабо ты в ВЗМП 1979 г. 


I. Точке Л, В,С являются вершинами неравнобедренного 
прямоугольного треугольника. Сколькими способами сложно поста¬ 
вить на плоскости точку 2) таі {! чтобы множество точек 
шало 2 а) центр симметрии; б) ось симметрии? ъ ] Изменяется ли 
ответы на вопросы а) ж б) , если в условии задачи заменить слово 
"прямоугольного” на слово "непрямоугольного" ? 

2 @ Рассмотрим всевозможна девятизначные числа, в записи 
котсрш; каждая из цифр 1,2,3,... ,9 встречается по одному разу. 
Определите наибольший общій делитель этих чисел. 

3® Можно «жж на клетчатой бумаге закрасить 25 клеток так, 
чтобы у каждой жз нжж было нечетное число закрашенных соседей? 
(Клетки называются соседями, если у них общая сторона). 

4. Андрей бегает на лжах быстрее Вити, но медленнее Жени. 
Они одновременно побежали по круговой дорожке из одного места в 
одном направлении ж бежали,- до тех пор, пока снова не прибежали 
все трое в одно место. За это время Женя обогнал Витю 13 раз. 
Сколько всего было за это время обгонов ? 

5. В одну строчку випжсшш 25 чисел. Суша любых трѳж ооеед- 
стт чисел положительна. Может ли при этом сумма всех 25 чисел 
битъ отрицательной ? 

6. Найдите все пары целых чисел * Дл* которых 

выполняется равенство пг г + 1 = Я п 

Рассмотрим на плоскости многоугольник, являющийся объеди¬ 
нением трех параллелограммов :0ЛНВ , 0В&€ и ОСМЙ . 

а) Обязательно ли этот многоугольник выірісяый ? 

б) Сколько сторон может жметъ этот многоугольник? 
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э) Какой периметр может иметь этот многоугольник» если 
|<М| +І06І + |9С| = і ? 

8. Загаданы два целых положительных числа. Математику Д 
сообщена юс суша, а математику 8 - суша их квадратов. Если 

Ашѣ соединят свои ененю, то они, конечно, определят оба 
числа. Но они узнали эти числа в процессе следующего разговора? 

В, - Я не знаю, кагае это числа, 

A, - Их суша больше десяти, 

B. - Тогда я знаю, какие это числа. 

Найдите ж Вы эти числа. 

9 # Можно дж нарисовать на плоскости ишмоугольнж Й&С2) 
ж точку М так, что расстояния от точки М до точек А, 8 , С 
ж % равны соответственно? а) 1,2,3,4; б) 1,4,8 и 7 ? 

ГО. Имеются два автомата. Если в первый из них бросить 
5 копеек, то он умножит данное ему число на 3. Если во второй 
автомат бросить 2 копейки, то он прибавит к данному ему числу 
число 4, Какую минимальную сумму денег надо иметь, чтобы с 
помощью этих автоматов получить из данного числа I число 1979? 

б) Разн ые задачи. 

I. Пусть А - множество точек на плоскости. Докажите сле¬ 
дующие утвержденіи, 

а) Если прямые і ж пь - оси симметрии А 8 то и прямая, 
симметричная прямой € относительно прямой 971 - тоже ось сим¬ 
метрии множества А . 

б) Если множество А ограничено { то есть если существует 
такое положительное число Ш , что вое попарные расстояния между 
точками множества А меньше этого числа), то оно имеет на 
более одного центра симметрии. 

в) Если вшожество // ограничено и шеет более, чем одну 
ось симметрии, то все его оом симметрии проходят через одну точ¬ 
ку* 

г) Если множество й ограничено ш имеет конечное число 

осей симметрии, то его оси симметрии делят плоскость на конгруэнт¬ 
ные углы. 

д) Сколько осей симметрии может шеть множество, еоотозщее 
из 1979 точек плоскости? 
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2 ѳ В строчку выписано ^ чисел. Суша любых К соседних 
чисел положительна. Может ли при этом сумма всех Л чисел быть 
отрицательной? (Ответ зависит от И и )• 

З ф Можно ли получить из числа I число 1979 умножениями 
на 4 ж прибавлениями числа 7, производимыми в любом порядке? 

4. Какие числа можно получить из числа I: 

а) умножениями на 2 и прибавлениями тола 3; 

б) умножениями на 2 ж прибавлениями числа 5; 

в) умножениями на 4 и прибавлениями числа 5; 

г) умножениями на 4 ж прибавлениями числа 7? 

5 с Жайти все пары чисел (/ч; /г) , для которых, выполняется 
равенство т. 2 - П г * 2^ . 

6, Имеются два автомат а • Если в первый из них бросить 10 
копеек, то он прибавит к данному ему чжощ число 10. Если во 
второй автомат бросить 2 копейки, то он прибавит к данному ему 
числу число 3. Какую минимальную сумму денег надо иметь, чтобы 
с помощью этих автоматов получить из числа I іи ело 1979 ? 

7, Загаданы два целых положительных числа* Математику А 
сообщена их сумма, а математику й в произведение. Затек сос¬ 
тоялся следующий разговор? 

В. - Я не знав, какие это числа. 

A. - Их суша - четное число. 

B. - Тогда я знаю, какие это числа. 

Аг Тогда и я знаю, какие это числа. Их произведение 

делится на 1979. 

Определите и Вы, какие это числа. 

8 Три ромба на плоскости имеют попарно общие стороны. 
Величшн всех ж углов кратны 30°, а все жж стороны -имеют длину 
I» Определите, какие.значения может принимать площадь фигуры» 
являющейся объединением всех трех ромбов. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РАЗРАБОТКИ 
дан учащихся I курса БЗиШ 

"системы дйЩііНьос уравнении" 


Составитель В.І.Гутеимахер. 


Системы линейных уравнений часто встречается в разных прило¬ 
жениях математики (например, к физике, химии, экономике)* Ниже 
рассказывается о простейших способах решения таких систем и ос! 
универсальном способе - методе Гаусса. 


Задание & 

обязатель ные задачи ; Іа; Ю; 2; За; 36; Зв$ 4а; *»с; 

. 6; Ь; 9; І2;І4; 16; Іь; 25а. • 

Дополнительные задачи :іи& 7; Іиа; ІІЮ; 20а; 200; 20 н; 

'> ТО; ГЗп 


За; 30; 
20г; 21а; 


Обязательные задачи: 


К ритерии оцено к 

чзачет*' * решено не менее 10. о0нзателш;ых 

3 Н.ц'-іЛ» , 


“4 5 * - решено не менее 14 осязательных .задач 
« 5 " « решены все 16 обязательных задач* 

Пополнительные задач и; “4 11 - решено 4-6 дополнительных задач; 

“Б 11 - решено 7-10 дополнительных задач. 


Срок присылки задшшя № 


Исключение переменной 


Понять метод лучше ьсего на примере. Рассмотрим систему 
(2Х+ Ц~5 , 

I + 5у -1 . 

Чхобы её решись« исключим с помощью первого уравнения переменную 
X аэ второго уравнения. Цодгоіовии для мсго оба уравнения 
*ак» чтобы коэффициент ври л у них были одинаковы. Умножая 
первое уравнение на 7» а второе на 2* получаем 

( «ас +*ІЦ *35 , 

(их + КУЦ - і . 


Теноръ оставил первое уравнение нейрону ті, а второе аниеш.а ни 
рааноовь иежду первый и вмрыв уравнениями: 

[ІЧХ+2ІЦ -35 , 

"Г 33 -- 


(ІркДадч* тс-іи^ь первому я^тньнш его іщ. вйиэчальнь'и ьи.ц, а 


г 


второе разделим на II: 




П оде та вл > іл. значение Ч- 3 * первое уравнение, находим 

}л=-2 , 

1 8-3'..; 


Ожвет получен, система уравнений инеет единственное решение - 
пару чисел (-2; 3). 

Задачи 

I, Методом исключения переменной решите систему : 



2® Две точки движутся по числовой оси со скоростями 
И --іг км/ч и V- 12 м/с® Вначале их абсциссы были а. » 3 км 
уі # « -5и0м. Где и когда они встретятся? 



Одним ив основных приемов алгебры является замена одних 
переменных другими® Этот прием позволяет сводить задачи к более 
простым. Пусть, например, кеш нужно решить систему нелинейных 


уравнений 




Полагал 




, мы получаем линейную систему с 


новыми переменными К * ѵ I 


2и + 3{/~= 5\ 
Іи *51Г ~і 'і 


Решая ее, находим и = -2. * Ѵ’*5 * Возвратимся теперь к 

старым переменным: ~ - -2. э у = .3 » откуда X = " - 
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« 1»ет:од.ы замени переменных решите систему ; 
I .7 ■ 


. і і _ т _ 

&І ^2х+Зу-5 + Лс-8у + /2 

] Н _ *ч 

{гх+зу-х ~ 5х~-8у+і 


_—- - у . 

5х -8Ц-Н2. 1 


{ Ж*+ХУ -5 , 

(ЗХ г =23; 


. с асЦ- _ 8 1 
в )ІЗЗс + Зу *' • 

= 1. 

- | ?х+Ц 


Гноцеточчесійіі-і сиысл душевн ого уравнений 

Чтобы наити уравнение прямой у = КХ + $ , проходяще и 
через точки с координатами (I; 2) и (3; I), иодеіавиы в ура.*лс- 
нне У ~ КХ + В вместо Хну координаты данных точек, ьы 

получим систему 

|_і * Эк.+8 • . 

Решая её, находим К, - -§■ , 8 • ***** образом, искомое 

I 5* - 

уравнение у - - ^ X ^ . 

Но может случиться и так, что соответствующая система урав¬ 
нений не имеет решении. Пусть, например, данные точки имеют коор¬ 
динаты (I; 2) и (I; 3). Подставляя эти значения в уравнение 
і| « ісх + 6 , получаем систему - .< 

3 /2-х+ 8, 

^ 3 * »с + I 9 

не имеющую .решении (ведь из уравнений системы следует 2= 3). На 
первый взгляд, это немного удивительно - ледь через две точки, 
всегда прохода прямая,. Оказывается, уравнение прямой, проходящей 
через точки (I; 2) и (I; 3), но- записывается в виде у ■** НЕ + $ 

её уравнение X - і • ‘ 

Таким образом, мы выяснили причину недоразумения - задача 

была неудачно с»рормудированаі в условий предполагалось, что 
уравнение прямой на координатной плоскости всегда Шшм & вид 
у =і \ІХ + 8 , однако для прямых*, параллельных оси ординат, 

это не так. В езяіш о этш обстоятельством уравнение произволь¬ 
ной прямой записывают в виде сгж-^В^ — С • Таком вад позволяет 
охватить уже вое прямые та координатной плоскости* иалримар. 
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если положить Сі $ ~ I , С - ^ ,, поручится уравнение 

парзой найденной наш прямой,- а если 1 вз’ятй = і , В-б^ в* 
уравнение второй прямой.^ 

Рассмотрим теперь систему 
: ОЬ + іІ&у =$3 
■ {20^+2Ц 

Решить ее - это на геометрическом языке значит нейти общие точки 
прямых, заданных уравнениями & Ф\№у =і/1 , ѵ ГХ 4 ^у = і/р* . 

Решим эту систему методом исключения переменной: умножим первое 
уравнение на \[2 и вычтем из второго: 

(ѴІос+ги *\Ге , Ш-аи-гиш^ 

I # X + 2 ,' =/ 6 • [ ^ 0=0 . 

В результате нам осталось только одно уравнение. Это означает ? 
что система, имеет бесконечное число решении и прямые совпадают. 

В процессе решения мы обнаружили, что второе уравнение - это 
первое, умноженное на ѵ? ? что сразу можно было не заметить. 

В разобранных задачам мы столкнулись со всеми возможными 
ситуациями: система имеет единственное решение, не имеет решений^ 
имеет бесконечное число решение* Так же обстоит дело и в общем 
случае. Система п линейных уравнений с п неизвестными, кай 
правило, имеет единственное решение. Но когда одно из её уравне¬ 
ний является "линейном комбинацией" остальных уравнений илй 
противоречит им, она иыеет бесконечное число решений йли Ш 
вообще нет. 


І1 * Найдите уравнение прямой, проходящей через точки: 
а) (I; 5) и (г,- 3); б) (6*1) и (6; 5). 

>* При каких /С ш 6 прямые у-КХ =<?, и 2ц-6х ~в 
а ) совпадают? б) не пересекаются ? 

6о При каких а система 

| 2-Х + (9а г -2)и = За , 

\Ъьу = і * ; • 

не имеет решений? 

7. Докажите, что система 


Г о 9 х -/ в, и - С/ ■ 
\ а я х + 4У ~ е г 


тсідч и только тол да лысот единствеиное решение, когда 


^ізываетон 


( 2/ 8 г - б г іі Ф О . (Число б, В г -\.9г Д/ 
сбпределптеле^ сиотеш)« ■ 

Ошибки. і ши с&ц.ѵглении 

При решении задач на ЬВш могут ьадв#ка&ь удццитадъпыа сю* 
Классической иллюстрацией этого дщпьШя решение системы 

(Х+У2І/-Л, ■ 

| ф&* 2у -0 . ш 

Эта ,<жсжем**, жйк ,т 1Ш убедншна ? .и,^ет боццднечаои .число рші- 
-ций. .Однако, ерди решать ее -на.Э^И^оиа .будет иметь... единствен¬ 
ное ірещецце:! ідо происходят пютоцу, что ЭНы но умеет ..опериро- 
вадь .о числами вида Л2 ~ они заменяются ъ пои на десятичные 
і(нди двоичные) приближенна. _ 

Если, .например, числа {Ц , Ѵз р у о заменить на их деся- 
данные щрийлпже йт о одной цифрой поело занятой: /2 ^ ; 

Н>0 ;і № * 2 ,*і система ліришет .вид • 

( х + !ЛЯ , т 

4 С чь + гЪ * 2,4 . ^ 


іРещідв её, мы дщлуним .одно ршецие Д .і - • 

де оставить четыре;злака .после запятой, долуцаетая 

Г г А / ///^л м ^ / нал 


4 Ш2Х * ёу = г,ѵ*т } 


( 3 ) 


.иыоющал тоже одно, (но' совсем другое) решение: 00^0,51 №,у~1 . 

.Интересно что, какими бы десятичными приближенияый мы ни • 
;эаыэншш число.л/2 4 всегда будет получаться единственное реше 


іние. 

Докажем это. Заменив в системе (I) буквой сі , получим 

Г х+ аи 

1 ах+гЦ-Я/ 

* • 

Покажем, что при , Сі^ 2 система имеет единственное решение. 

Если а~0 , это очевидно^ Пусть теперь и ФО • Ушашя пер¬ 
вое уравнение на и вычитан иь пего второе, приводим спетому 


к виду 


і ас + йу = /з , 
ца*-2)у* =аѵ^-«Г„ 
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Так как 


Я* У 


принимает единственное значение 


а/з'- /б 

а 2 ~а 


Подставляя его в первое уравнение, находим единственное значе¬ 
ние X . Таким образом, если в качестве и взять не само число 
Ш 9 а его какое-нибудь приближение, то <Х г Ф2 - значит 9 
система обладает единственным решением* 

Остается напомнить ("Алгебра 7 П п*2Ь) э что само число ИіН 


не представляется в виде конечной десятичной дроби (и даже в 
виде любой дроби ^ , где Р и Ц, целые числа)» Из-за этого 


мы и получили парадокс, связанный с решением системы (I) на ЭВМ» 

Обратим внимание на то, что даже в случае, когда все коэф- 
фициенты-дёсятичные дроби, при их округлении решение системы 
может сильно измениться» Так* система (2) получается округлени¬ 
ем коэффициентов системы (3)§ и при этом их решения совсем 
разные» В системах с большим числом переменных ошибки, возникаю¬ 
щие при округлении, том более могут приводить к существенным < 
изменениям решений. 

Оценить ошибку и указать процедуру решения, гарантирующую 
наименьшую погрешность, - важная и далеко не простая задача» В 
начала прошлого века её ікгшд изучать великий математик Гаусс, 
а существенные дальнейшие продвижении в этом направлении были 
сделаны только в последние десятилетия. В связи с основополагаю¬ 


щим вкладом Гаусса в эту область его именем назван простой и 
универсальный метод исключения переменных. 



Последовательное.исключение переменных - наиболее удобный 
способ решения систем линейных уравнений на ЭВМ. Продемонстрируем 
его на примере системы трех уравнений с тремя переменными 

ОС і + 2 ОС* . = ” і. 2 , 

і гя І -« г +2а: э = -4, \ ■ 

1 , **» +Х.2 + НХ* =-г . 


Первый шаг состоит в том, что с помощью первого уравнения пере¬ 
менная Хі исключается из остальных уравнений: первое уравнение 
оставляем неизменным; из второго уравнения вычитаем удвоенное 
первое; из третьего уравнения вычитаем' учетверенное первое$ 
подучаем: . ' • 
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+2Ху = -1 ^ 

-5х*-2зСз^-2; 
— 3 ос$ — н х$ ® 2 , 


Второй шаг состоит в том, что* с помощью нового второго уравнения 
переменная х г исключается из третьего уравнения: первые два урашѳ 
оставляем неизменными; из третьего уравнения вычитаем второе; 
получаем і Г Х) + ЭСг+2сСэ= _ А> 

% в, 

{. -2х з . 

Теперь кз последнего уравнения находив: гс 3 = ~2 . Подставляя 
это значение в предыдущее уравнение, находим Х г =8 . Подстав¬ 
ляя Х г -2 и #3 '-«? в первое уравнение, находим X, *» і , 
Итак, у нас готов ответ: (I; 2; -2). ’ ' . _ • 

Аналогичным образом можно решать любые системы линейных 
уравнений. Грубо говоря, метод Гаусса заключается в следующем: 

С помощью первого уравнения переменная ОС/ исключается 
из остальных уравнений» Эатем с помощью нового второго 
уравнения переменная исключается из всех следующих 
уравнений. Потом с помощью нового третьего уравнения 
исключается переменная Х 3 . і так далее, пока мыле 
получим в последнем уравнении значение последней пере- 
манной» После этого находим переменные в обратном по¬ 
рядке, подставляя их известные значения з уравнения» 

Мы видим, что это - почти готовая программа для ЭВМ» По, 
чтобы этот метод срабатывал, нужно/чтобы на К - м шага шшэѳ 
К -о уравнение содержало К -ю переменную (ведь о его помощью 
нам нужноисключить эту переменную из остальных уравнений). Если 
оказывается, что это не так, приходится переставлять (перену¬ 
меровывать) уравнения или переменные» 

Может случиться также, что о некоторого места последние 
уравнения превратятся в числовые равенства вида О-в . Если 
хотя бы одно из этих равенств неверно (&ФО) , то система не 
имеет решений. Если же все эти•равенства верны, то система 
имеет бесконечное число решений» (Все такие ситуации предусмот¬ 
рены в реально используемых программах для ЭВМ). 

Од-метим, что в ЭВМ вводятся нѳ уравнения, в а таблицы коэф¬ 
фициентов - так называемые матрицы системы. Например, системе, 
которую мы только что решали, сопоставляется матрица 


'і 











4 іі. 


ч здѵ 


г I -х\ 
г ! н»| 

4 ' -а/ 


Два шага метода іГау.оаа, которые ми едедшщ .при решении, 
можно шэ обратить так.: 


г 1 2 

і( г чі 2 - м ! 

V * И -2/ 


/ н и Д 
| ,0 3 3 ' ~2 І 

\і0 -0 Чі 2/ 


і і 2 “I 
.9 -Ъ '2 -2 
О 0 


Кстати сказать, когда системы с тремя и большим числом 
переменных решаешь вручную, а не на ЭВМ, то томе удобнее дейст¬ 
вовать с матрицами - меньше шансов ошибиться.* 

Вадача В а .Ведите .систему, предлагавшуюся сеци&щоашкам 
на 2-ы туре М ^ооновской .олимпиады : 

Г л*, +2Жі +2х 3 * 2ЛУ + 2 Л> ~і 
[ Щ *ъх г + Шз + УХѵ* - 2 , 

і) ЯС, + ЗХ г +5ХЗ+&ЗС1І = 

’) о> + Ъ я* * Гл 3 +К.Щ,* *•■*> т * > 

К X/ ■+ ЗХ г +Щ> <+ • 

Разные задачи 

.9,* Математик вышел гулять - сначала гш дошел ; ш) .ровной 
.дороге, ; ватам поднялся в гору, повернул •насади .пришел,домой 
той же дорогой* Он знал, что гулял .всего .5 д, дао &рр ящ( іЖ№ 
ш {ровной -дороге .равна 4 км/ч, в гору - 3 кц/.ч и .при р-аугиіс о- 
горы -*6лш/н. .Оев за стол и составив одно уравнение с двумя 
‘Перемоннши : X - пройденное в оба конца расстояние м Ц' - 
длина наклонного участка, математик с удивлеішеш обнаружил, 

' что ттт найти Дб' . ІІайдите ѵТ . 

Ш, Ба круглы^ столом сидят 4 гнома. -Перед ікавдш стоит 
кружка с молоком. Один из гномов переливает ^ .своего молока 

соседу справа. Затем сосед.справа делает то же са^ое. Ватам 
то яа самое делает следующий сосед справа и, іяа *тщ 9 четвертый 

ѵішш | оказавшегося.у него ыодойа наливке* Во всех 

кружках вместе молот 2 л. Сколько молока было первоначально 
. «кру&ках* если : 

а) в конце у всех гномов оказалось молода опрошу? 

б) в конце у Всех гномов оказалось молока столько, сколь¬ 
ко было вначале?, * 
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II* Определите Чйбэдш а % § АС так* ч'тобж Секция 
ах^бзй +е имела тайшед аяаченйй 

[ л- \~Щ/ \ щ 

■ к цйШ ■ ■ 

Решение *" Подставляя й'оследова’тела&в^' данные значения Л? и и 
^ формулу ^ азе**$& Щі получаем І* ё*о*с^ * ^ 

І ы 0і'І *6*І + с у - й*2%ё-2*с •• Решив эту систему уравнений, 

находім: С = І^ * $ = -|г • Следовательно, функция 

имеет вида. 

г- Л}-'". 


І2ѵ Определите числа & , и- с так,, чтобы функция 
~ ^ ‘ ® 1 ^ ^ 4 с і * "<Х* йяела таблицу ана 

чеішй 


л? 

о 

/ 


У 

/ 

а 

—■ і 


ІЗѵ Определите числа ^ с и ^ так, чтобы равенство 

(& - г/ (ах +в) + (х 2 + л, -■ ^ = і 

ВьшОшшюоь при всех значениях а: # 

Решение .- Бели равенство выполняется при всех значениях % ? 

То оно выполняется, в частности^ йрй х~ 1 , при СС ~ О , 

При ОС=~І й при іТ = 2 • Лодставжш'их коследозательно в это 
равенство і получаем-: а-сі « і * * I -, -Ш+Уё + с 7 -б( = I * 

ьб У’/^с +5с(= & . Решив эту систему уравнений от¬ 

носительно а^ВіС^сі , находим: а~3'‘ % в=& г с ~ -3 , 

• Подставляя их в исходное равенство и раскрывая скобки, 
проверяем, что оно верно при всех значениях # .* 

. Замечание , Мы подставили только четыре значения , так 
как этого достаточно, чтобы определить четыре неизвестных» С 
другой стороны, последний шаг решения (проверка) тоже обязате¬ 
лен (рассмотрите равенство (а? -і) 2 (аяс 4в) 4 (х г + ас- /)сх =■ 1 
ѣ торсах ? Т~ I 0 - -і ■). 

14^ Определите числа сі , $ и с так, чтобы равенство 
(ес г ~зх*г)а ь(зх-*)(0х. + с}~1 



ІО 


выполнялось при всех значениях X . 

15. В треугольнике Я ВС вписанная окружность касается сто¬ 
рон ВС , С Я , ЙЪ ъ точках Р % Ц , Я (рис Л). Наедите 



СЯ = ед ~*2 9 если ас=а, с*-* у 

ЯВ - С * (Замечание. ЛЦ 9 ЯК, , 


В& 9 ВР іа СР 9 СР , так как касательные 
к окружности мз одной точки равны). 


Решение . Из рисунка I получается 


система 


‘ (х+</=с , 


Она, конечно 9 легко решается любш на 


вшеукаэщнш: способов, но красивее и проще постудить иначе. 
Сложим все три уравнения. Получаем 2х + 2і/ + 2% -а+ё+с в 

откуда х+р+%. * ^ + 2. • Вычитая из этого уравне 

кия каждое из уравнении системы, находим »■ г— х-іг , 

&+с-В ^ л+ё-с 
3 * ~1 ' * - а * 


16. На основании равнобедренного треугольника #8С 
взята точка ^ . . Н треугольники и вписаны окружнос¬ 

ти, которые* касаются отрезка €Е ь точках К и Н соответст¬ 
венно. Наадите длину отрезка ПН *, если ЯЕ-а , Ев - В . 

Д7. (Предлагалась восьмиклассникам на МШ Украинской олим¬ 
пиаде в ІЭЬЗг.) Прямоугольник разбит на квадраты так ? как пока¬ 
зано на рис.2. Известно, что сторона заштрихованного квадрата 
. равна I. Найдите стороны остальных квадратов* 

Решение . Обозначим искомые стороны через и, и 
(ш.рис.2). Тогда МН-^и+1 % М~Х=у+і , = . 

^ Подставляя у~ин. во второе соотношение, исходам Х—1/+2 е 
Подставляя х~У+2, і третье соотношение, находим ж = 1/^3 .. 
Теперь запишем равенство противоположных сторон данного прямо- 
. угольника: Хі-2. - у +ё$і ; подставив сюда X , и и 2 , 

получаеа (и+2)+(и+з) - {"я*/) *-2и , оікуда //=* , 

Теперь находи.: Х= 6 , у = 5" , г = ? . 

,18, Прдаоугоя&рк разбіга на" квадрат так, как показано 
ка рисунке 3. Известно, что сторона заштрихованного квадрата 
Г"®на 2. Наадите стороны оотадьних квадратов. 
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В двух следующих задачах речь идет о разветвленных .элект¬ 
рических цепях, составленных из проводников единичного сопроти¬ 
вления. Каждая цепь подключена к источнику в двух точках 
(полюсах)# Токи подчиняются правилам Кмрхгоуя, которые для рае- 
шатрйваемыж цепей можно сформулировать так. 

1) Сумма токов, входящих в любой узел*, равна сумме тош®, 
выходящих из него (полюс узлом не считается)® 

2) В любом замкнутом контуре сумма токов, идущих по часовой 
стрелке* равна сумме токов, идущих против часовой стрелки г 

19э На рисунке 4 изображена электрическая цепь с полюсами 
Я , С и узлами 8 , 90 *. Найдите токи во всех проводниках 
этой цепи, если известно, что ток в проводнике 9)в равен 2* 
(Стрелками обозначены направления токов). • 



20. На рисунке 5 изображены электрические цепи с полюсами 
Я и С . Найдите токи в их проводниках, если известно, что 
б каждой цепи ток в проводнике С7) равен X® Некоторые токи 
у вас получатся нулевыми и отрицательными, что это означает? 

'*)Правильнее сказать, что одинаков^ суммы падений напряже¬ 
ния, но, поскольку вое проводники имеют единичные сопротивления, 
можно говорить и о токах. 



* 





ііф Двое играют в та^ую игру; в системе 

I* л, + *у - * 


они поочередно вместо какой-нибудь звездочки ставят какое-нибудь 
число.Первый хочет, чтобы полученная в конце система имела 
решение, а второл хочет, чтобы система решений не имела* Кто 
выиграет при правильной игре?фА кто выиграет, если наоборот, 
первый хочет, чтобы полученная система не имела решений , а вто¬ 
рой - чтобы наела? ,« 

22» (Предлагалась в восьмом А десятом классах на ХШ Бсасоюз 
вон олимпиаде и вошла в задачник "Кванта 11 под номером &578* 
“решите с ноте му ( ци в данные числа) 



23* Решите систему : 

а) |^+г+і. «а, 6) Іжиі-иу+у& - ужи } 

\л.*Ь±х^В 7 I эи+эш ~ них, 

\і + х +у=.с, ! Л У + уи+их - ихи 

1 Х. + У і-ж •а/ ) і с/ ж + х у%\ 


Ртаряк* ШИШ АЛИ СССР 
ШИТ, Мш&», ул* Я»н©«ш«, 4 
Ііш ІООЬО 




іішдачшокйЕ разработка 

для преподавателей В8Ш и руководителей 
групп “Коллективный ученик ВЗЫ1І" 

Ответы и указания по проверке задания по теме 
“Системы линейных уравнений" 

.' 'З адам и е «ь 
Обязат е льные за дачи: Іа, ІО, 2, За, 30, Зв, 4а, 40, 5а, 50, 6, 

8, 9, 12, 14, 16, 18. 

Дополни тельны^ зада -іи : Юа, 100, 20а, 200, 20з, 2иг, 2 Іа, 

210 * 

Критерии оцен ок 

За обязательною част ь: “зачет 11 решено 9**12 задач; 

М 4 Н * решено 13-16 задач; 

?5“ * решены 17 задач. 

За дополнительную часть : “4“ - решено 4*7 задач; 

“5“ * решено 8-9 задач. 

Обиде соооранения • • . 

Прежде чем приступить к проверке этого задания, внимательно 
изучите следующие, указания. 

Каждая оценка* кроме V* (полное решение) и 0 (не брался 
за задачу), должна сопровождаться комментариями на полях. Рецен¬ 
зий в конце работы должна нацеливать ученика на преодоление его 
слабых мест: арифметический счет, логика* способность изложить 
свои мысли на бумаге и т.к. Особенно недопустимы в атом задании 
армірметіческие ошибки'* за них следует ставить оценку не выше 

и., і» 

+ э • •-•'.■ 

Особое внимание обратите на следующее. 

1} Каждый пункт каждой задачи оценивается отдельно. 

2) Не следует снижать оценку за округление в ответе* но 
нужно попросить учащихся в дальнейшем воздержаться от округле¬ 
ния, если,по условию задачи'это не требуется. 

І) Задача № 21 состоит из 2~х частей''- они должны оценивать¬ 
ся отдельно. ' * * 

Указания ао конкретным задачам 

& 2. Если ход решения задачи верный и первые 2 значащие 
цифры ответа при округлении правильные, ставить *Ч*. 

№ 36 « Если 07 Ш 0 из решений потеряно * етавитА не вше |, - | \ 

* К- Зв , Если решение не рационально, указать на короткий * 
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способ решения: п перевернуть" уравнения. 

Ш 5а » За верный ответ ставить V. 

Ій. 56 ... Если ответ имеет вид двуі равенств К, - *. . % 

^ в > ставить V 1 . 

№,0. Если получен "правильный ответ при нечетком рассужде¬ 
нии - ставить м ^ и е Если ответ нтт вид* в- ±% -довод* я* выаге V*' 

% 7 . Если не разобраны все случаи, но проведена правильная 
алгебраическая выкладка, ставить 8 Ѵ*. 

ш 10 а.б . Указать на возможность арифметического решения 
я о конца" * 

№ 14 . Если получены значения неизвестных, но проверка 
ве проведена - ставить и - й . 

116 . Если ответ ке содержит знак модуля - ставить 
• уЩ а-в . Указать на возможность использованія симметрии 
чертежей. 

№ 21 . Ба верный ответ без доказательства ставить п - п . 


т в е т ы. 


.[Ш »)(ІІ) і «>(тЬ 1 ) • 


т /03 , ,ІУ 

?Т| Точки вс третятся в точке Л =• -щ км черев г -у^чш. 


Ша) ( 2 ; І){ 6) (10) С-І; - 4 ); в) . 

53 а) Ц - -2эс+? ; б) а* = 6 . 

Е» Х = 3 , 6 =4 } б) К-Ъ , ЪФЛ] Г?Г\ а = -§ • 
@3(1; -|{ I* -І; I). 03 20 км. 

1Ш « = о, 9 5 6 = -0,3 . е-о,в . Щ кн = ,а : в Ц.л 

(ИЗ ЬС=36 , Ѵ~ 1, ѵ= 5, р-іб^ЪЩ 

Ш а) х-у=ігш± ■ ,2-0 ; б).х = |, «|=^а=о ; 

„> -Т = ь и = г = 4 . ИТ-М ІІ - т ■* - І9І 

' <3 ■ Э » Г) ,У С 249 ) і"Гч9 -’ 2 ' -?Ѵ9 ' • 

240 249 ’ * гуд > Р"^ , Чг~ ^т> 


гчз 

2 ш * Н , 5 - 202 ь . ІИ о „ Ч* 

Л9 ' <?Ч9 ’ ЗЧЪ ’ /ч » 

ЩЗ В обоих случаях выигрывает второй. 


Разработ ки сост авили: В.Л.Гутшшшеер* С. іі. Табачников, 

Готшірмт НИНОП АПН СССР А.Л.Тоом. 

123.137. М&скда», /&»мек&я ( 4 

Э.М. »^»р«|«>оо Методическая комиссия ВВШ. 
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академия педагогических наук ссср 

Всесоюзная заочная матвматнческан школа яра іігУ 

/Я5 "-'Г 

Л0ГШФШ1Ч№ИИЕ И ШЖаЗДТЕЛЫШЙ 
УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА 

мэмдичебкив разработки для учащихся ВЗЫШ 



Москаа - 1385 
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Логарифмически© и показатель вы© уравнения и неравенства : 
Методические разработка да учащихся ВВмШ. Б.П.Г^йдмаи - М., над. 
АПН СССР» 15 о ). • Щ 

Разработки предназначаю для учащихся Всесоюзной заочной математи¬ 
ческом школы Академии педагогических наук ССОР при Московском 
университете им* М.в.Ломоносова (вЗмМ) - выпускников общеобразова¬ 
тельных школ и ОПТУ® $ * Й. « -ѵ 

Приведены основные схемы решения показательных и логарифмичес¬ 
ких уравнений и неравенств, разобрано 2Ь примеров, дано 5 тестов и 
дана контрольная работа на проверку качества усвоения матеріала, 
указаны критерии ее.оценки* >. 5 

Оглавление 

предисловие.*«, *.. 

§ I* Равносильнооть и следование предложении ....... 

§ г» логарифмические и показательны© уравнения .*.*. 

§ 3* Логарифмические и показательные неравенства ••• 

§ 4. Некоторые частные приемы решения показательных 
ж логарифмических уравнении и неравенств ...... 

§ 5. задание № 18 .... .*....... 

ключ к тестам.... 


(с) Академия педагогических наук ООСг ( аПіі Оіил*), І9з5 г® 

« і 

г у 
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Настоящее пособие построено до следующему плану® 

В § I мы напоминаем некоторые основные понятия* 

2-4 посвящены логарифмическим и показательным уравнениям 
и неравенствам, основной прием решения которых состоит в построе¬ 
нии цепочки равносильных переходов.*^ После нескольких переходов 
мы приходим к простейшему уравнению или неравенству, системе или 
совокупности простейших уравнении и неравенств. 

Пять тестовых задании, помещенных в тексте, помогут Вам на¬ 
учиться осуществлять равносильные переходы. Ключ к тестам (номера 
правильных ответов) Вы найдете в конце пособия* 

Пятый параграф - задание № 18, которое Вы должны выполнить 


Советуем использовать как дополнительную литературу материал 
&& 1-6 главы УД "Сборника задач по алгебре и началам анализа для 
9-10 классов”, пособие для учителей, Москва, "Просвещение 11 , 1978, 
авторы! Ивлев Б.М., Земляков А.И. и др* 

В качестве справочного материала приводим перечень основных 
формул по данной тем©* 

Действия со степенями . 

о'-а*. я'’**, Сэ 6)*-а? і р ; ГаУ- а'* 

*'« а*. Г*/- # 

(Здесь а и 4? - любые положительные числа; р и ^ - любые дей¬ 
ствительные числа). 


*' Под равносильным переходом понимается переход от данного 
предложения к равносильному (см. $ I настоящего пособия). 

2.-24*53 








Основное логаришм ичѳское тождество. 

@ (здесь- а>с 


(здесь • а>о, аФІ; € >0 ) . 


Действия с логарифмами ,, 

«У» г і ео^.к^и. 

‘Ѵ* ($) “ &у.г } го$ а и _ |йь? . 

(здесь <&>«?; & Ф1 ; $>0; ІФІ и>0; ѵ>0 
К - любое действительное число)® ^ 

§ 1* Рав нос ильность и след ование предложений [ т 

!• Если множество решений одного предложения (уравнения* нера¬ 
венства или системы) Д принадлежит множеству решений другого пред* 
ложения В 0 то второе предложение называется следствием первого* 
Это обозначается так: Д *=> В $ читается^ " из Д следует 3 ". 

^Теот І,| В одном из приведенных ниже примеров неверно постав¬ 
лен знак " и . Укажите этот пример. 


X « ё-ОСГ ф 
X » 2-Х> г . 


2 

2- зс, г > о ѣ 
^ * 1 . 


©вс^х- йу, (г-х 2 ) 

© і - 4 

© (г-х‘)< I 


Х< г- X 2 . 


Ѳ *„*-**, 

© йу, ® Га-ж 2 ; =*■ х< *-»*. 

2°. Предложения /г и В называются равносильными,,, если мно¬ 
жества их решений совпадают. Это обозначается так: “ Я<=^В 1 \ 

[Тест 2.1 Одна из следующих пар предложений состоит из неравно- 
сильных предложений® Укажите эту пару. 

© іо х — о И х *і . 

ф сс. г &о и г х >о. 

® ёсд } х >1 и х >2 . 

© и ос ‘~^' 

Ф 2 х + 2- х ~ і я 
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[ТестЗГІ В одном из приведенных ниже примеров неверно постав¬ 
лен знак " -4=Ф- 11 . Укажите этот пример. 

*» Г от»У \ л 


© ейр л (2-х>~& <^1% >оГ 


ф (ЗІПОС. + &) 


СС-ф I 


і <$±> /Г5//»Х^5<1, (5тХ.+<&> 1 

X >0, | х^о . 


(?) X 6 эв г Л = О - 4 =$- (X ■ О или &>с>2 х " °)‘ 


§ 2. Догаишиические и показательные уравнения . 

При решении показательных и логарифмических уравнении можно 
пользоваться такими равносильными переходами : 


А р -а+ 
а. > о, 
а, ф і 






р = ^, 

еі> о , 

ссф 1. 


и=гг } 
и>о $ 

й. >о р 

а* I 


и- ѵ ■ 
ѵ>о, 

&>о, 

й#і. 


(I) 


( 2 ) 


Равносильность следует из строгой аонотониости как показатель¬ 
ной, так и логарифмической функции. 

Имеет место равносильный переход, выранающий определение лога 1 

рифма: Т _р /р 


а><?/ (Р щ У а #*УУ* 

(Л, ^ і 


( 3 ) 


'* 
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Рассмотрим насколько примеров решения доказательных ж логари¬ 
фмических уравнений, с которыми Вы встречаетесь на уроках алгеб— 
ры ш начал анализа . 

п т . 

Пример I . С = 4 . 

Решен ие» ^2 Х ^ Ж+У а3 6 ) ( х “ Зх ^ ^ 8Г ^) - 

Здесь мы сделали равносильный переход (X): доказательная 
функция ^ 9 — возрастающая, ѳ, потому каждое свое значение она 

принимает тОоТіько один раз* Решая уравнение х^-Зж-^4 ~ 9. , 

получаем ответ* 

Ответ ; { і } 2} . 

Пример 2 ® ,3 х " 3 » ? • 

Решение » По определению логарифма,имеем: 

(З х ~ 3 ш ?) <&>(&-3 «■ ^ ?0<=*■> ('л = 3 *■ ?9. 

Ответ м^шнсГзаписать по-разнойут~ 

3 * воо ѣ ? ^ или і вся з 1 3 9 1 . 

/ С 0 гх-і ***-* ѵ 

/ Пример 3 * ■= ^ 

Решение.» Показательная функція не обращается в нуль ни при 
гсаком значении аргумента, поэтому 

(г г *-<- з г *-') *+( (і)**' - і) . 

По определению логарифма^последнее уравнение равносильно такому; 

(Вое -ІтО) <&> (* ш іг)\ 

Ожвет ; 1 "к } ■ 

Можно решать это уравнение, "логарифмируя” обе части его,, то 
есть пользуясь равносильным переходом (2). Покажем этот способ ре¬ 
шения на следующем примере. 

, - ос+ / *-Х-2 

Пример 4» о ~ О 

Решение * Воспользуемся равносильным переходом (2): логарифми¬ 
ческая функция строго монотонна,поэтому каждое свое значение она 
принимает ровно один раз® 

(3 Х+ 5 Х ' г ) 3*"= ^ 5 Х '^ ^ 


ѵ 




- ? - 


І' (хн)ё% 5 » г Т-г)€^ 3") .ф%> {х.ЩЪ-^5) =-& ■■■>-?ва 


(*- 


#* 5 ‘- ^ 


у 


ши так: 


л / 

Ответ можно записать в таком виде: < —*-*■— г 

Тй.гп Г 1 9*: У*' 

и так: І > і или так; ,| 2 ф* 5“ I 

1 ^ і • ( &>$і 5"- / і ' 

Теперь рассмотрим примеры 5-9, в которых равносильный переход 
(2) постепенно “набирает силу". 

П ример 5 ® ‘Соф#-(х-2) ш 1 . 

Решение « (б0^(х-г)** і) (эс-2. = *Г) (X = ?) . 

Ответ; м 

Пример 6® еод ? &>/* х - О . 

Решение * (еор&у ь &$ г х -о)** (бу л &>рх~і) 

«й=> Г &>о. Х~3) <5=> (Х~2'). 

Ответ; ш* ' • . 


Решение® 




/''л: - Чх+к) -Ж. , 

® , „ . //'х-Ѵ'зг + Ѵ'-ж-ч 


І х-5х+4 5=$ 

х. =/ I 


Ж -^ или Х**Х, 


и. 

Ж>0, 

1 


<И> (Х.-Ѵ) 


Сйвеі; 03 • 

Пример 8 . ^?2. С 32, " 3X (2 х “ЗО . 

Решение . (("х-Зх+р <Еод г (2х.-з)) ФФ 

*+(&%>;***’)*({*?У"’ 


({ 


X — ^ или Х ж і 
Х> "Іг 




<Ф=г> 


Остановимся подробнее на решении следующегоуравнения. 


- 2дУЗ 






- 8 - 

Пример 9 . 2.x, ^ " 

Решение * Логарифмическая функция определена на множестве поло¬ 
жительных чисел, поэтому необходимо выполнение условий СС - 2 ос > О 
и 

Основание логарифмической функции - положительное, отличное 

от единицы, число, отсюда 2ос. >О ш 2эс.ф 4 • ^ 

Б силу строгой монотонности логарифмической функции из уравне 
аия вытекает еще одно необходимое условие! X. - 2х. =* 2х. 3 • 

Учитывая, что из а г -гх-2х-3 и Р.х.-3> О следует 

. ас г ~ 2 ос >0 , приходим к равносильному переходу (2): 

\ / гл г -гх» гх-зД 

Г- гх > = %2х <' 2Х ‘ 3 7 ^ ^ л-а ^ Г**’ 


( ^2* ( х1 гх) ~ *%2х ^ х ' з; ) ^ ( ч 


2 ос "> О 9 
гх,Ф і 


х - Ѵх ігЪ-О, 
х> % 


/ Х« 2 

V 1 сс> 

' V 


X е 3 мл а эс — 4. 
СС> 3 Д 


Ф=?> (х *=■ з). 


Ответ* {*}. 

Замечан ие, Вместо цепочки равносильных переходов часто исполь¬ 
зуют переходы к следствию. При этом возможно появление посторонних 
корней, которые в хонде решения необходимо отбросит», например, » 
помощью проверки. Проиллюстрируем это на том же примере 9. 

(0°$2х. “ в°$гх. ( 2х ~ 3 )) Г х " ггс 2ж " а ^ 

^ (Ж & ~</ссі~Ъ = О) ■*=> ( х=г $ " л * ■ 

Проверка 6С ~ 3 является решением данного уравнения, так 

как при х=3 уравнение обращается в тождество &д 6 3 “ 3 * 

эс. і. нс является решением данного уравнения, так как 

логарифм отрицательного числа не определен* 

Ответ а і ЗЛ # 

Обратите внимание, что в цепочке переходов от одного уравнения 
к другому один раз встретился знак следования " =Ф> " (все осталь¬ 
ные переходы были равносильны), поэтому получившаяся совокупность 
уравнений { Х~Ъ или ,5с = 1 ) является следствием данного урав¬ 
нения, 

В примерах 10-12 надо выполнить некоторые действия над лога¬ 
рифмами, входящими в уравнение (см.формулы из справочного материа¬ 
ла) . При этом приходится следить за равносильностью переходов. 


г 9 - 

Советуем предварительно выполнить задания теста 4, 

[іёс т 4«Л В одном из приведенных ниже примеров неверно постав¬ 
лен знак "«$=> "* 

Укажите этот пример. • 

®3&# л ё - с ++еод л в = с . 

(2)-^-С Ь$а,І~ С ' 

Ф &9а.Ѵв . 

<§) & вод о. в ** с <*=> 

(5) ^ ^ ^ ^ ^ • 

Пример 10 * Сд X +ёЬ(Х+Э) <*■ /. 

Решение * 


Л *(*«>«/<>,■) 
^ у 

* V 


Х+ЗХ.-/0- 

сс>0 


’)-({?> 


=г-5 И/1М 


> 


Ф&(ж*і) . Пояснил равносильность первого перехода* Здесь мы вос¬ 
пользовались формулой €су?^ У~ т @0§а.(и1Г) % левая часть ко¬ 

торой имеет смысл, когда К>0 и %Г>0 , а правая часть - 
когда ѴѴ" . Поэтому после перехода появляется дополнитель¬ 
ное условие ’ЦуО или 1Г>0 • 

Замечание . Советуем запошить соответствующий равносильный 
перехода 




йу*г»іг;«с; 


&}$ е (ѴѴ)~ с, 

гг > о . 


(б) 


Пример II . вод е \С&-г * Ь во$ 6 (х-н) = А. , 

Решение. (і&д 6 <*-*) + 

*і%( х -")-0 ^ С% «х-д+ьд, (*-Ф -!)%*■ 


~({ Х С>7*" < ) **<*-*>■ 


Замена выражения на дает возможность 

перейти к равносильному уравнению, так как область определения 


і 








- «о - 

зтшс выражений одна и та же (ом. (?) пример тцета 4). 

Равносильность перехода ) обсуждалась вше - (6), 

Ответ : {й} . • ' ' 

Поимев 12. X V{ х+і) - е^г Л €ор 5-. 

Решение » Воополъзуемся тождеством й?^^*** $ 

(сравните с ѳ примером теста 4} и заменим выражение ^9ч ^ 
ш &ф г /ж/ . В результате получим равносильное уравнение: 

&>§■& /хі + &>д г СЛг ѵ ~&^ г і . При следующем переходе мы 

ЗК/ГТ' Л +* > ° < № ), так как из уравнения 

|ЖН Х гг.) ^ ± следует, что о я х + 2> О 


Итак, ( |х|-(х+а) = 1) 

& 


а хъ О, 

Х+2ог-І = О ил 

* 

\Д Х = -**\ЯІ и/ 

Ответ ; ^г-і| 


ОС ^ 0^ 

х-Чгху-і = о 


г х^о. 
і Х г +2а 

г х<:0, 

г сх+о г - 




І ЙЛИ X’* 


§ 3. Догащіми чесіше и показательные неравенств^ .. 

Мз строгой монотонности логарифмической и показательной §унк- 
цма следует равносильность таках переходов; 


іа р > ^ Г Р > <\, 
{а > і ’ ^ (а > ЗД 

/а р >а^ ^ Г р^а, ? 

М >л> О ) < > а> г 


(?) 




а > і 


I <>л> 0. 

л ^ Г и > гг, 
** < ^>0, 
I а- >і . 


( 8 ) 


( 9 ) 


*»%*■* >ч* ѵ > 

< > а > о 


и>о, 

/ > а, > я 


(іо) 


я 


)Хест 5.| Среди приведенных высказываний найдите истинное; 

(Г) ({5~і) Х -С { Л<0 • 

@ х ^і^>Х>ѵ'3~і . 

(з) &>9 Л (ѴЗ-/)>4^ у[5-1 > 5С ’ 

© (Я-і) х > і <^> а>о. - 

(?) х>і 

Приведем несколько примеров решения показательных и логариф¬ 
мических неравенств. 

Пример 13 . 2 Х 

Решение . ( 2 ЗЗС ^ 2 х + V ^ ^ ж + <0 * 

Здесь мы сделали равносильный переход (7): показательная 
•функция у - 2^ - возрастающая* Далее решаем квадратное неравен¬ 
ство Л 2 -«Зх 2 > О. 

Ответ: ]- іГ У + * 

Пример 14 . Логарифмическая функция " ѵ^ьшающая. 

Имеет место равносильный переход. (ІО): 

{%,< х '0>ЬЗо, ;&-*'$)■** Ц *Ѵ/>0*’7 ^ 




г ? 


х> -і . 


Ответ : ^ - і ; . 

Пример 15 . ^) 2Х <с 2 . 


““““-- ГЗУ ■ ■ п \^°$ л - г 

Решение . Заменив в правой части 2 на(д) 3 и-воспользо¬ 
вавшись убыванием показательной функции У =■ (/ , приходим к 

неравенству 2, 'ХУВод^ 2. (равносильный переход (8)). 

•Лйй1 : 3^гй^. й 2 і+°°1 . 

Пример 16« 

Здесь следует обратить внимание на то> что переменная ><, в?;о* 
дит в основание логарифма. 

Решение . Логарифмическая функция возрастает* когда основание 
больше единицы (равносильный переход (9)) и убывает,, когда оно •' 


и воспользо- 
приходим к 
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положительно но не меньше единицы (равносильный переход (10)) 

(***У**- ({ ^>5 ил “ I 

ч '- I 2-ж>0 ' 


/М»ас> 0 , р>іЛ 

и*<* 

Ответу 3 0; і [ У ]і^[ , 


(1>х>0 или 2>х>і) . 


§ 4. Некоторые частные приемы решения показате льных 
к логарифмических уравнении. 

Распространенны,, способ решения показательных и логари фми чео- 
: ;х уравнений и неравенств - закена переменной, сводящая уравне¬ 
ние или неравенство к алгебраическому (без логарифмической и по¬ 
казательной функций). 

После решения алгебраического уравнения или неравенства оста¬ 
ётся решить совокупность или систему простейших показательных или 
логарифмических уравнений а неравенств. 

Пример 17 . _ 

бдение. "Прологарифмируем" уравнение по основанию 2. 

(*>?/■* - х) 

<^(&у 2 Х = О ил « Со^ОС -3 &,а г Х-Ц = 0) ' 

Решением первого уравнения этой совокупности является ОС —Л 
Делаем замену -л для второго уравнения, подучаем 

или а = -і , откуда 6С = 16 или х = —■• 

Д*веі: ; і ; /е] 

Замечание.. При решении этого уравнения способом сравнения 
степеней о одинаковыми основаниеыи; 

$П,У А *Р — % Рл/9 Т — Л” . 4 


Х* 0 $г*' 5е0 ^' 5 ' =Х~ 1 


довольно часто теряется решение X = і (приравниваются только 

показатели степеней, а случаи равенства основания степени единице 
не рассматривается)* 

і 


- 1Ъ - 

Пример 18 . э ~ Х + х - 1 . 

Решение . Приведем все логарифмы к одному основанию. Тогда 
уравнение примет вид: - ||^ +4>$з Х * 1 • 

Сделаем замену Л • й°ДУ ЧИмв 

^ ({^^ (г+ ^ =0 ^(^і^Г 0ИУ,1< «г• 

и.», («у,*-*"" “л** 5 * 

(■ Ж= 3 или Х = и ^ и х " і ' • 

Ответ: і А і . 

Пример 19 . 16 х + 36 ой =■ 2 * 81 . 

Решение . Так как І!%0 при любом значении переменной X 
то данное уравнение равносильно такому* 


з-(§) х +(^Т~ 2 ' 


•1 

#/ > 

ас. 

у 

( 

</ 

мл»? 

1 Ч *= • 


у~і)- 


или 


«) - 1 


. Первое уравнение 


решении не имеет, так как (^>0 при любом значении X , а 

решением второго уравнения является 0С = тр 

Ответ: ш- .. 

Пример 20 . (Ч+уЛ*) +(Н-'ГІ 5)' - 62 . 

Реше ние. Заметим, что (4+і (4-^/ - * • ^ 

Сделав замену (4 * *-Ц « пол У чи “ УР^еіше у+ф ~ 62 

решениями которого являются числа 31±В^~ • Следовательно, 

Решениями этих уравнения являются соответственно числа 2 и (-2), 

так как 31 ~ . 

Ответ : 2.^ * 



















4=^> 


2 ж -і і-г*-' . 

Шт. Сделаем замену 2 х- '. и . Тогда 

(фг < %) ((^^5 - о ) 

-#=Ь- ((2 Зу^ ~і)0~у)< (?)-Ф5> (у-*-~2 м * _4 * ^ ^ і ) # 

Н*ак„ |<? < і. ил® < 2 і) «*=*> 

(х<о ИЛИ воо г ф 

Дм м> ?8 ~ % « |/^Г, Ггя >7. 

!**■ *щж) 

0ми “ 8ШМ у г .„ оччш . ** Л 

( г‘ 4 «»,/гі>^о, ч 

ЧГ 3 ^ 0 1 ^іъ(у-н)і) ^ 

Ф*> (--Ъй^<-1 МЛИ Ч+улі)**. (-ЗЛѴАІ), ’ 

аак, (-5^6^24 1)^/(1>х>о, г х> і \ 

I 1 ® » г, ил« # а:' 3 й г ) 

^ н®^ 1***у 

& {/>4 или Л". .> 2 )„ 

] 0;П ] и [г; + <*>[ 

“ ейее Стандар ™ ш сп °°°<^ решшоіся следующие у РаМбМр 
Дримеп 2 ^., з % ^ 44,6 Уравнения. 

решение. Воспользуемся тем, что Л 

переменной * , и перейдем к равносиік^ ЛРИ «*ом значении 
(А)%і'ч.)х-_, ■ Равносильному уравнению 

уравнении п что зс - 2 - решение этом 

уравнения. Покажем, что других решений нет. 

Функция Цх.) = /Ч У’І /і: ) * 

ипю ,„ ' К б) \5) пак сумма двух убывающих 

функции является ѵбывяітмА? 

мвающеи, а потому каждое свое значение она 
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принимает только один раз® 

Ответ: І г У* _ . . 

П ример 24 . 2 $ 5 •+ & ~ 

л &>& х. 

Решение . Докажем, что 2 . ** ~ 

■ ёс*г Х А 4у*%- 

Дейоевиіельно: 2 ” *2 


= 7-4 


і®>Іч 


= (гу,*)&г = 




Учитывая этот результат, получим: * •». . , &,ьх \ 

Ответ : {5} * 

Пример 25 » Сколько решений имеет уравнение с 881 •*> ? 

Решение » Уравнение € х *л 2 равносильно уравнению 
Покажем, что зто уравнение имеет единственное решение® 

I* Рассмотрим функцию : ^(х)гге х - л 2 э её производную 
/(х) «е х -2л обозначим через ♦ Эта новая функция 

имеет единственную критическую точку х-&2 Г Я У*°) " $ 

4 ^г е^2-0 вп & )* ^ ж 

В точке ос- бъ 2 функция ^Оъ)* я & ~2х. непрерывна и прини¬ 
мает значение а(впіі)^ 2-&і% . При значения 

отрицательны* а потому убывает на 

промежутке .При X 2 значения $ *(эс) 

положительны - функция §($&) возрастает на промежутке ^6лЁ;+^[ # 

Следовательно, $(Сп2) " наименьшее значение функции <$[<&) • 
ё(х)>/д(@а&) >0 (действительно, 2^еи2у0^=> 

Ф$>€^> & ® ч ' х '° очевидно, так как в-2,?... >2 )« Прихо¬ 

дим к следующему результату: производная О (х) функции принимает 
только положительные значения, а значит возрастает на всей 

числовой прямой. 

2* Функция $(эс,) может принимать как положительные, так м 
отрицательные значения. 

, а Цо)-і. 

Б силу непрерывностм функции существует, по крайней 

мере, одно значение Ж$ такое, что і * о • А так как, 
по доказанному, 4 (X) - возрастающая функция, то каждое свое 

значение она принимает только один раз. Это означает, что данное 
уравнение имеет единственное решение. 




4=^ 













< 


- 16 - 

В заключи ие несколько слов по поводу уравнѳний 3 в которых 

встречается "степенно-показательная" функция (№>) Ѵ(Х) . 

Мы будем считать, что эта функция определена.* если ^ (х) > О . 
Возможны и другие определения* Едином, общепринятой договорен¬ 
ности в этом случае нет© Если Вам встретилась задача с такой фун.ѵо- 
дней, надо обязательно четко указать.* какого определения Вы при¬ 
держиваетесь* Так, при нашем определении значения ЭС~д и Х, = ~1 
не являются корнями уравнения X = ж » так как х ^ Э 2 И зна ~ 

чения не входят в область определения функции у - ^ • 

§5. Задание № 

Обязательные задачи 
Решите уравнения (№№ I— 10). 

«. 7'5 х - 5 Хі ' г - =1 -до . б. * Х + 5 гх+1 = бЮ Х 

2. 2 ЗХ І = 5-3^ Х ' а . 7. Я+*** Х - і/ас . 

5 . з *-2 х **=г*-г** @. х(1-е$5) */г). 

Ч . ( х *- е )+0°# 3 (х-2)~ 2 . 9. (&у х (9х г )) • ёо^х. = 4. 

г 2 ѵ ^-2 , ‘^ =4. «>.(УГ ~Ш) х +4, 


~х - 2 . 


Решите системы уравнений (№& II,12) » 

II. Г з* 2«^ + 

I « «2 . Ю - 5". 

Указание * Прочтите и разберите пг м меры параграфа “Системы 
уравнений" учебного пособия “Алгебра и начала анализа, 9-10% 
Решите неравенства (ійв 13-18) . 

»• % тзйг * 1 • 16 *У- ° • 

». зЧгШ ■ гг. 

«■ **■*-«■&?+^> 0 . <8. 2 гх * 2 >ё^г.з^' г 

19©Найдите наименьшее значение функции лйгЛ - хёя 
на отрезке ^|| 5^ 


а гх+2 >^л.з^ 2 
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дппг>лните льн цй аадачж 

Решите уравнения (« 20-24). 

5%/» х - 5 - + * •* °* 

20- * 


гі . 5* * **' “* вв ' 




X - ^ ** ^ • 


24 


2+1/3 


2* 


Реввте системууравнвнии. 

г у- х - х ~ > 

25 ’ 1 е^у-^Г 3 ^ 

Решите неравенства (к* 26-31) . 


26. X 


27. 


$*> 


/0Х 


'Ф х +3. 


/5Х 


^ 5 


32 . м» р««“ “ ве ;дд“Г^«»»«“«“» раои “ в ' 

.«««■ и " г ° юрв: ‘° ,а ' 

ния, объясняющие равноси 

Срок присылки задания » " 

ѵ * _* _»* ппйНОК 


29.%*^*'^ * * ' 

30.5^ *' 6 >2ІГ ' 

Й Ѵ-^> Х ‘ +4 * 


менее 9 задач? 

о « я затедш е--ЗШШ ; ,, _ 1 ешеи0 й е менее 14 ЗД ач * 

•5" - решены воѳ ^ аЧ д ; да о быть 

При выполнении обязательной части 

решено не менее трех иараю“ от *; вяо не менее 4 задач? 

„ _ р еш ено не менее Ь зада.. 

— Ключ к тѳс тац 


Номер теста 


^Правильного ф @ © © __ ® 

ответа .-.-----’ 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РАЗРЖСШШ 

для драподаваіелей ш курса ВЗШІ по проверка задания 

по теме "Логарифмические и показательные уравнения я 

неравенства"® 

I. Общие замечания ® 

Цель заданий - помочь учащимся хорошо овладеть навыками 
решения показательных и логарифмических уравнений и неравенств* 
Основной прием решения таких задач состоит в равносильных 
преобразованияхусловия, пртаодящих к решению простейших уравне¬ 
ний млж неравенств ? их систем шш совокупностей. * 

Следует внимательно проверить равносильность переходов, 
вшолшемых учащимися при решѳшш упражнений этого задания, в 
особенности при решении неравенств. Если учащиеся шреходшш 
не к равносильному предложению^ а к следствию, а затем проводи¬ 
ли необходимые раоеуадения для выделения решения данного уравне*-» 
Нин или неравенства (учитывали ОДЗ, делали проверку и т*д*), то 
разумеется, такой способ решения считается верным© 

На том или шом этапа решенш логарифмических и показатель¬ 
ных уравнений м неравенств приходится пользоваться монотонностью 
как логарифмической, так и показательной функции. Отсутствие 
ссылки на свойства ©тих функций является недочетом ш оценка за 
соответствующее упражнение должна быть снижена до у, 

П. З амечания по проверке некоторых задач . 


Условие 


Указание 


ЕЗ 


йбт шшш&гтт^ 



Ш 




Боли нет решения Х%і , то 


ставить "г" 


Не следует снижать оценку за отаель- 
ное решение неравенств. >0 

(так называемое ОДЗ) и > 

но стоит обратить внимание учащегося э 
что неравенство 13 равносильно не- 

яству У ”5 * * он °Д®~ 


равенству 
^ал ли 


ш: *, • 


работу. 


1 
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Условие 


Ш ^*(г-2)бо.. 


щ(ц х 2}$0^ х 2) .а^х>1 


Указание 

За нерациональное решение (разбор 
случаев эс>*1 и 1>Х>0 ) оценку 
не еншать* заметить учащемуся*что 
данное неравенотво равносильно 
системе (х-г>о так как вы- 

С*-**! 

ражение боа* Сэс- &) имеет 
смысл при х-г > о 8 то есть 
при Х>2,, 


Обратить внимание на грубую ошибку* 
которую допускают учащиеся, заме¬ 
няя неравенство типа ^ ^ | не¬ 
равносильным ему неравенством 

си»й • Пда наличии такой ошибки 
ставить не больше *Ѵ М » 


Л Дополь 


„ _эс„ 
:•*. й**- 


[Я] 5*'8 та =100. 

® ш ЯхРі 


4 * 




г 5х 4 


Если учащийся не справился с этим 
упражнением,то рекомендовать ему 
разобрать пример 24 пособия. 

Если нет одного из двух решений, 
то ставить V 5 * 

“Г 

Есля учащийся не справился с этим 
упражнением,то рекомендовать ему ра¬ 
зобрать пример 23 пособия* 

Затруднение вызывает решение нера¬ 
венства >5 , до которого уча¬ 
щиеся, как правило, доводят решение 
неравенства 26. Если это неравенст¬ 
во решено неверно, то следует поста¬ 
вить г - и и пок|зать в как решается 

неравенство 

Сделав замену у * 5 ^учащиеся* 

как правило,, неверно шшш иррацио¬ 
нальное неравенство \/|Г(^Н) & - %, 

Следует им напомнить* как решаются 
такие задачи.. Вызывает трудность еще 
один момент % как решать двойное 

неравенство — і ^ бс^ 5’ & - ? 

Следует показать,что имеет место та¬ 
кой равносильный переход; ~2 

откуда сразу получается реаіениѳ 
X > * 


витъ и показать, как решается 
неравенство 


694 


Условие 


Указания 




Ш ч%) г ^Ч. 


т Ско ль ко решений л име ет 
уравнение 8и2.зе~|р ? 


Если учащийся не справился с эщрм 
упражнением, то следует показать, 
что оно равносильно такому двойному 
неравенству: А . 

Если учащийся на справился с этим 
упражнением,^ то рекомендовать ему 
разобрать пример 16 пособия. 

Если учащийся не справился с этим 
упражнением* то рекомендовать ему 
разобрать пример 19 пособия* 


Разработки составил В.П е Гейдман , 

Методическая комиссия ВЗМШ. 
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МЕТ ОДИ 1 ІВ0КЖ РА7РАЧТСЗ 
для учащихся П курса ВЗМП 

(тема "Метод координат в геометрии"^ 

Н.Б.Васильев* В.Л.Гутенмахер, Ж.М.Раббот 

Одним т самых общи* методов математики является метод коор¬ 
динат. Он позволяет переводить гѳометри эскиѳ задачи на алгебраи¬ 
чески^ язык и наоборот* алгебраические задачи представить гѳоме 

рически. 

В настоящем г тдаиии собраны основные сведения о методе коор¬ 
динат которые у Вас имеются, чтобы охватить одним взглядом прой¬ 
дена ы # ма тернал. 

т> з части задания,, "Основные Формулы метода координат 11 » Вы 
увидите, что список этих Формул сравнительно невелик* 

ВО П части, "Расстояние от точки до плоскости", мы подробно 
остановимся на новой для Вяс Формуле, которая часто помогает при 
решении задач. 

Применение метода координат требует определенных технических 
навыков. В Г части собраны разные задачи по стереометрии т иколь^ 
кого учебника л материалов вступительных экзаменов в ведущие вузы 
Москвы* Часть из них решена в тексте, часть - снабжена указаниями. 


Задание 


и: *» 1,3,4,5.6,7.10,12,14,16.18, 2ІаЬ 
эти : ** ГЗ.Т7,20,2:<5', 22.23, 


Кри терии опенок . 

обязательные задачи: " зачет” - решено не менее 7 обязательный 

задач: 

ѵ, 4 ” - решено не менее Р обязательных задача 
и 5 » « решены все 12 обязательных за.Дач,- 
Поп мнительные задачи: ”4” - решено не менее 3 дополнительных задач 

”5* ѵ - решено 6-6 дополнительных ваде^, 





* 
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X, б сиоічше *оруул ы метода кооздят 
А. Коогдлна № т^-чэк. 


На плоскости 

Как только на плоскости лкбоена 
система координат ОХУ, каждой точке 
Я плоскости ставится в соответствие 
пара чисел (X; у) - оё координата. 
Соответствие между точками плоскости 
и парами чисел взаимно однозначно 
(т.е. кяждгг» точке соответствует одна 
пара чисел к обратной 

Середина отрезка между точками 
Я, Пу(Х,^) ішзе? координаты 

(-'-г *} . Вообще,точка,делящая 

отрезок /> /} г б отношении />, .* р г 
имеет координаты 

/ Р ? : Х/ І А ; *г , РХІіХРЕіІй ) 

( Рі 1 Р г ' ?і * рг. ) 
Расстояние между точками 
к /у ^4) Равно 

^' **«/* • 
Отсюда следу с » что множество точек 

( Х Ф коорххинаты которых удовлет¬ 
воряют уравнению (X-Х*) г -*-(у~у */- 
есть окружность с центром з точке 
радіуса ^ » 

Множество точек, координаты 
которых удовлетворяют уравнению 

а^г г г с = О- 

ІСІ'І С - неі. т< же числа, причем & 
и 8 не равны кулю одновременно), 
есть прямая»Обратно 9 каждая прямая 
задается уравнением сох +- і С — 0 , 
При атом числа а, 6. С определяются 
для данной прямой однозначно с точ¬ 
ностью до пропорциональности (если 
умножить их все на одно и то же 


В пространстве 

лак только в пространст¬ 
ве введена система коорди¬ 
нат О ХУ2 , каждой точке 

й пространства ставится в 
соответствие тройка чисел 

( Ж /У;2) - ' 


Серед;гла отрезка между точ- 
калпт ГЛТ,; и ( /2^ к у і ^ 

имеет координаты 


'Ѵ** 'ІДУ* 
і а ' г ' ~г~ , 


Расстояние между точка- 

ми Цх ,1 У, ; 2 ,)и Лг{4Г*у; 2 г ) 
определяется по формуле 

х а <,м 5 Ф&-%г 

Множа тво точек (х,у,х.) 
координаты которых удовлет- " 


воряют условию 

/ 'V <Ѵ< ^ ’Л / г / 


уЯ>* ’)*(у~у°У*№ У в) 2 Г* 

- сфера радиуса 7 с цент¬ 
ром з точке ♦ 

Множество точек, коор¬ 
динаты которые: удовлетворяют 
линейном уравнению 

і 0%, + сІ ~ О 

(0 ; ё, с, с/ - некоторые числа, 
причем я, 7 ё г + С г і О > ^ 
есть плоскость « 
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, то подученное урав- 


чмоло Д' , то подученное урав¬ 
нение Как +кёу - О 
будет определять ту же прямую). 

Расстояние от точки М (Хо ; у*) 
до прямой Е , задаваемой урав¬ 
нением аяс & ІУ+ & - О % равно 


■< Ѵа'.« Г 

Б. Коорди наты 

На плоскости; 

^сть на плоскости задана пара 
взаимно перпендикулярных единичны* ж- 
торовКаждой вектор ц на плоско¬ 
сти можно разложить по векторам 

Гв «7Х - ~ 

и-хы-Мі ^ 
то есть каждому вектору и от а,- . 
витая в соответствие пара чисел 
(X; у)* Эти числа называются его 
координатами 

Длина і и. I вектора іі - ( х, у ) 
равна + . 

Пусть заданы два вектора 
'й = (Х І ;у І ) ш гР-*(Хг;у е ) у 
Скалярное произведение 

гг г /и/ /іг/' 

зтих векторов внчшожяется по 
^рмуле 

К'Г ш СС, Хь + у, У2, . 

Величина угла ^ мезду векто- 
раш и и [г вытасжется о по- 
мощью Формулы 

ет \І^Р*р^ + ѴгЩ , 

^ 

Если г с ~ О — 

уравнение некоторой прямо#, то 
вектор е коордішатами /а $ 
перпендикулярен зтой прямой 


Расстояние от точки 
^ ; ац) до плоско оти 

сіх. *-Ви +С& -нА=0 

^ шо )а*+*ь**х.+4\ 


ѵ«?теч с*’ 

векторов . 

В поостоанстве 
Пусть в пространстве зада¬ 
на тройка взаимно перпенди¬ 
кулярных единичнщ векторов 7, ^ 7 
Каждый вектор 2* в пространст¬ 
ве можно разложить по векто¬ 
рам I ,у и ^ : 

і? = хРС + у/*- %к у ^ 

то есть каждому вектору Ж 
ставится в соответствие тройка 
чшо@ж(Х/^'Х) щ ?"*и что па. 
называются его координатами. 

Длина | % 1 вектора ІІ * (х • у; %) 
равна 

Пусть заданы два вектора 

^(Х(, ц,і г,) И іг*(х*і$ж; іі ) 

Скалярное произведение 

ѵ- гг= (■иІ'Іѵ’І- ш % 

этих векторов вычисляется по 
Формуле 

Г * 

Величина утла У* меящу векто¬ 
рами % т яг вычисляется с 
помощью Формулы 

МІ/. з***р^5*« . 

„ 1х?7^Щ^1хТТуТЦ 

Если ^ ^ у с У. -+с( «г. ^ — 
уравнение некоторой плоскости 
то вектор с коордшаташ (ЯуВ;С ѵ 
перпендикулярен этой плосжости 


< 
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(этим свойством обладает и (этим свойством обладает и лю- 

любой коллинеарный ему вектор бой коллинеарный ему вектор 

(6а; 64) V. (4а; 46; 4с) V. 

И. Расстояние от точки до плоскости* 

малт^ттттт мм і мміиіммімяшкмвймиіяіі вш* аммм^І 

В учебнике "Геометрия 10 й есть несколько задач* в которых 
требуется найти расстояние от заданной точки до заданной плоскос¬ 
ти. Как ни странно, эти задачи вызывают некоторые затруднения 
у школьников (несмотря на то, что одна из таких задач - 2В, 

с.ТО - решена в тексте^* Поэтому мы остановимся на этом вопросе 
немного подробнее. 

* Пусть А(х<} у*) &о) - точка в координатном пространстве 

Оху%, и оі • плоскость, заданная уравнением аж + ёуг €%.+$'*О. 
расстояние от точки $ до плоскости аі находится 


по формуле „ «, 

р(| М/Я 



Эту Формулу можно описать словами так (вывод её приведем 

позже 

Надо в выражение &Л'+&у+сЛ +СІ вместо переменных X > у, Ж 
подставить координаты точк и Я . Взя ть модуль полученного числа 
и разделить его на число в*+С 2 * 


Три ы е р к 


Т.*' Найти расстояние от точки Л (-1) Ъ)0) до плоскости сА , 
заданно® уравнением х- -22 +5*-О 
Решение . По Формуле (&) получаем? 

о/' а М^2±± 21І1 - ІЛ - X 

~ .гтттггтг ~ ~ ^ * 


і + Ъ г + 2‘ 




2. Вычислить расстояние от начала координат до плоскости 

Цп + Ъу-Бѣ +14 ^0 , 

решение , Нам надо найти расстояние от точки Л (О; О; О) . 
По Формуле (&) получаем : 

о (А, .О = І^О^Э’О-б-О + ИІ = л = ^ 

\/гЧ з г + б г * 


* Ѵ Это задача к 298, из учебника "Геометрия ТО". 
Ото задача $ 29,2^ из того «е учебника. 
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3, Вычислить расстояние между плоскостями 4 к . задан¬ 
ными соответственко уравнениями; 

.3* Ѵ&+М ~ О 

ж 9х+6у+ /2% ~5~= О , 

Реш ение. Разделив обе части второго уравнения на 3, видим, 

ЧТО ПЛОСКОСТИ оі И р « *+ <2^ /* УЯ ІГ НО и 

3 X ±“2.у + ?% - у- ~ О параллельны. 

Возьмем любую точку А (*-{&;&) • пршадяежащую плоскости^ : 

положим, например, X? =(7 * тогда ~ 72; « 

Легко понять, что расстояние между плоскостями и ^ 

равно числу р/А^оі) , где 4 0; ]&) * Применив 

Формулу , получим г , 

/ !3*©т2-0+* Ѵ-та**м _ ЪВ_ 

$(<Ю 9 Я Ѵ>* —Тртуг^Г" “ ІТрГ ' 

Замечание,. В общем случае расстояние между параюшльншш 

плоскостями ^ и 

0’Х+ёу+-С/1Ь+<1 1 - О 

сьос +■ бу ГСАЬ + с{ г - О 
находится по Формуле . 

• с* *•> 


С**) 


Выведите формулу (* *) , повторив решение задачи 3. 

В ывод Формулы М . 

Опустим из точки // (%о; у*; ^ ф ) перпендикуляр ^3 
на плоскость <& , заданную уравнением Оух т ву +СЛ-+СІ -О 

Пусть 6(х,;Ці;*') № ’ точка пересечения этого перпенджуляра 

с плоскостью оі . Тогда | ЛБ| - расстояние от /і до (см, 

ряс.ІІ. Поскольку вектор ДВ - (Х,-Х> / I 2,-2.,) 

♦ пѳрпеадикулярѳн шюокости он колли- 

неарен вектору л- = озна- 

^ к чает, что Я& ^ь ~ , воли 

^ ЙВ Пп . а Ш*® ^ ^ “ ~1 Я ЬІ' Ш 

I, - ( /ід^Тг | “ I ЛВІ^|а| # 

_ь-у Перепишем это равенство в коорд инат ах? 


р ис | |(*,-х,)а+^,»в+СѴІ.)®І = МВіѴаѴвЧс* 
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Но точка .поэтому й,Х, + +СХ., =-а 

Формула (*) доказана,, 


І в Вычислить расстояние от точки А(.ГзІ*і) до плоскости 

2. Вычислить расстояние от точки /?(Т;2;3) до плоскости 

3» Найти расстояние от точки А (Хсі^і о) Д° плоскости 
0/х + Вугсі-0 (решив эту задачу. Вы найдете Формулу 
расстояния от точіш для прямой на плоскости - подумайте, почему), 

4, Найти уравнения плоскостей, находящихся на расстояние I 
от плоскости & + у + 2. -О . 

5, Какая Фигура является пересечением сФеры 4 

ж плоскости 

%) а >,• ;у % * / • ,$)3х -ѵу -2 ~б ; ё) Зх + чу ~5Г ? 

У казание . Радиус данной сФерн* имеет длину I, центр её - в 
начале ко рдинат. Найдите расстояние от центра еФеры до заданных 
плоскостей. 


И | ЯБ| = 


/&%* -нЦ 


0^1-$*+ с & 


•' » / 
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Щ, Разные зад ачи^ 

6. Пусть плоскость ѵі проходит через три различные, не сов¬ 
падающие с началом координат, точки Й(а,0,0) , В(0, в, о) , С(0,0,с) 
(лежащие соответствен!© на осях ОХ , ОУ , 01 ) , Доказать, что 

'Ь- * а 2 * в* * С* , где р расстояние от точки О 

ДО ПЛОСКОСТИ оС 

7, Известно, что в треугольной пирамиде все плоские углы при 
вершине - прямые» Найти длину её высоты , если длины её боковых 
ребер (выходящих из указанной выше вершины) равны а , 6 к С « 

В- Дан куб А&СЯЛ,8,С,%, с ребром длины I, На его боко¬ 
вом ребра Л#, взята точка Е так, что | ДЕ| = 4 * *' а 

вс взята точка ‘ так, что !8РІ = І , Через центр куба и 

точки Е и Р проведена плоскость сС . Найти расстояние от 
вершины В, до плоскости 

Реш ение о Введем систему координат с центром в вершине о 




1 \ > 

\% 

кіх 


Ркс.2. 


(см.рис.2). Тогда 

Е -(Ъ°;$)> р *(°> І*°)> ѣі * ( ° : ' 0;і) > 

о = (і>{'і) . 

Найдем уравнение плоскости вС . 
Пусть это уравнение 

/?х-’ &уфС%+І0 -О. СО- 


Заметим, что оС не проходит через начало координат, поэтому 

и уравнение (I'* можно разделить на Ю ; получим следую¬ 
щее уравнение: „ . * 

+ 4:!/*■&*+*■ 


ИЛИ 


4 ах + + 1 - с 


Для определения неизвестных коэффициентов а , в й с 
подставим в уравнение (2) координаты трех точек в , в и (7 * 

удовлетворяющие этому уравнению (так как эти точки лежат в плоскос¬ 
ти Л ). Получим следующую систему уравненийг 

Г «• / + ё'0;+ С +1 * 0 } 

< аф + С’О і- I ^ о, 

( а ^ +■ в ^ г с 2 -г і ~ 


^ « 




ІО 


углов называются направляющими косинусами вектора % 

14. Вектор % образует с осями С ж и Оу углы по 60°. 

Какой угол образует вектор % с осью 0% ? 

15. Вычислить угол между биссектрисами координатных углов 

сге?«/ и • 

16. Рентр нижнего основания куба соединен прямыми с четырьмя 
вершин шли его верхнего основания. Вычислить углы мезэду этими 
прямыми. 

17. Найти величины углов между прямыми» соедішящикіи точку 
пересечения высот правильного тетраэдра с его вершинами. 

18. В правильной треугольной призме боковые грани - квадраты. 
Через диагональ боковой грани и середину параллельного этой грани 
Рокового ребра проведена плоскость. Найти угол ей наклона к плос¬ 
кости основания. 


З амечание , возможны различные решения этой задачи и совсем 
не обязательно пользоваться методом координат (это относится и 
к другим геометрическим задачамЧ решаете задачи так, как Вам 
удобнее, 

19. Основание пирамиды 8 ЛЬС - правильный треугольник со 
стороной длины 445 , . Боковое ребро $С длины 2 перпендикулярно 


плоскости основания. Найти величину угла и расстояние между пря¬ 
мыми, одна из которых проходит через вершину $ и середину ребра 
6С , а вторая - через точку С й середину ребра //в - 



Реше ние, Введем систему координат» 
как показан'" па рис,''. Пусть М, - се¬ 
редина ребра /іО . К - ребра АЗ . 
Искомый угол будем искать как угол 
между векторами $М и Г/0 . Имеем 


о, й ' с (О, О; о); « (С;гк,о), 
М (у/г; \Гв; О) - 
см,рис, 8. 

Поэтому ВМ - ( \Іг ; \Гб ; - 2) ; 

ГЖ - /6»; У/б; С?) , 

0-1^ 0‘(~2) 42 _ _ 

: ** ' = {оТ^ЧІ ' м ' ^ ^ 

откуда •/ - б М ; (Ж ) - ^ • 

Для нахождения нужного расстояния 
проведем прямую МЫ параллельно 


II 


прямой С/С , тогда /V - ( /2у 2\Св / О) - см.рис.8. 

Найдем уравнение плоскости 8ММ « Для этого в уравненіе 
+- ~ & подставим координата точек Д* , М 

В? . В результате получим уравнение 

Жі/2 + -О . 

Ищем расстояние от начала координат до плоскости : 

20. Основание пирамиды $ ЙбС - равнобедренный прямоуголь¬ 
ны^ треугольник Й6С » длина гипотенузы $3 равна » Боко¬ 

вое ребро 8С перпендикулярно плоскости основания ш |8С|'^ 
Иа*ти величину угла и расстояние между прямыми, одна из которых 
проходит через точку 8 и середину ребра АС , а вторая - через 
вершину С и середину ребра АВ , 

21. (Подача 33 из учебника 'Те о метрик 10”^. Выясните, 
пересекаются ли сферы, заданные уравнениями® 

х*+(^- 2 )'Ч{г-з'/ = і и (а-і)%у г + г 4 - </; 

б) ,%> ^ + г * - ях = о и хЧу г + х г - ѵх-бг+ч=о. 

Іказанке. а' Найдите расстояние между центрами с^ер. 

6') Сначала запишите уравнения с^ер в "каноническом вида-* 

(ж~а) г ► (у- в) г + (і -с)' г = я Г , 

22. Наедите уравнение плоскости, относительно которой симмет¬ 
ричны точки й 5(3/^ 2). 

указание. Искомая плоскость - множество точек, находящихся 
на одинаковом расстоянии от точек // и 8 . 

23. Докажите, что для любых чисел 4.$* 

справедливо неравенство 

(а, у а г 0 г / /г. ( й і 2+ а * + а з)(^Г >+ &г *■ &з) • 

Указ ание. Рассмотрите векторы л(а г ; О г. > О-з) и 

І (6 • Вз) . Какой геометрический смысл имеют тогда 

левая" и правая части неравенства? 


V. 






~ и - 


О применении метода координат в гвшетріти^ 


Н,Ю,ВаЙсман 

Приведем примеры задач, которые очень удобно решать с помо¬ 
щью метода координат и которые достаточно сложно решаются чисто 
геометрическими методами, 

В одно из первых заданий ВЗШ1 по брошюре "Метод координат” 
входят такая задача. 

Задачах Найти множество точек плоскости, сумма, квадратов 
расстояний от которых до двух противоположных вершин данного пря¬ 
моугольника равна сумме квадратов расстояний до двух други:-: его 
вершин, 

решение» Введем на плоскости ся тему координат так, чтобы 
её начало бшіо центром данного прямоугольника, а осе были парал¬ 
лельны его сторонам (см.рис.іЧ Пусть М(Х;у) - произвольная точка 

искомого множества. Применяя формулу 
^ расстояния между двумя точками, по- 

А(' а; — - |6(а;0 Л |МАІ а -*-ІМС.І** (Х*4*{^-6) 4 +(ж-Л-) + (^ + 0 г , 

-| М у« + щі , (х-а) + (* - Ь)%(Х+а) г +(Ц, + і 3 е . 

<%(-агв) С(а;-6) Приравнивая правке части полученных 

равенств, получаем тождество* 

. РисЛ Оувет - вся плоскость, 

В пособиях "Прямые и кривые” и "Планиметрия", по которым дава¬ 
лись задания ВЗШ по планиметрии, предлагались следующие задачи. 

Задача 2 , Какую линию описывает середина отрезка между двумя 
пешеходами, идущими по двум взашлно-периендикулярнш дорогам с 
одинаковой скоростью? 

Решение, Пусть первый пешеход движется вдоль оси Ох из 

точки Я(&}0) со скоростью ЧГ , а второй 
- из точки О; 6) с той же скоростью 
(см,рис.2^. Тогда в момент времени і пер. 

\ / вый пешеход находится в точке , 

/ а второй - в точке (О/ Ь ' + ѵі) „ Координат г 


В(М> 


Я>(-а,р6) с(а;-6) 

Гисі 


■3(0,6) 


Л{а;о) 


середины отрезка между двумя пешеходами 

Г і ѵ я 3. V 6 і. 

] - ~Т~ ' 

11= 6, |- - 


Рис 2 
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, ; 2'Х-СС 4 _ 

Исключим из этих равенств % : ъ - —г~г“ , ъ 


откуда 


2х-сх _ 2и^Л- 

9Г ~Ѵ 


или 


-г Х + 


б -а. 


Мы получили, что искомай 1 линия- прямая, параллельная биссе¬ 
ктрисе угла между направлениями двлженш пешеходов. 

Отметим дополнительно, что если скорости пешеходов не равны, 
то аналогично полученное уравнение искомой линии будет иметь вед 

*г* - ’ т - е - это тоже прямая, но угол на¬ 

клона этой прямой к оси Ох. уже будет иной (здесь и ?5* — 
скорости движения пешеходов^ * 

Зад ача 3 . На*ти множество середин отрезков, конпы которых 

лежат на разных диагоналях квадрата. 

Решение ^ Выберем систем коорди¬ 
нат, как указано на рис.З, где 
Й&С9) - данный квгофат. Пусть 

точки М (Оф г, Л / (9С;0) - произволь¬ 
ные точки соответственно на отрезках 
ОВ и ОС - половинах диагоналей 
квадрата. 


б(0;&) 



€(«,©) 


гав 


РмсЗ 


я (о,-а.) 


Тогда 


(06 Х6&, 

\0бу<*, 


отрезок 


МУ 


• где 


лежит в I четверти и середины 
отрезков НМ бущт иметь координаты 


0 4 ~ г. А= 

2 ~ * ? 

О ^ ■с Ѣ- 
2 & 


т.е. будут заполнять квадрат ОСТР , Воспользовавшись симмет¬ 
рией данного квадрата, получил, что искомое множество - квадрат 
с вершинами в серединах его сторон, 

С помощьметода координат легко решаются и многие задачи 
из школьного учебника. Приведем пример* 

Рассмотрим задачу из школьного учебника "Геометрия 8” (раз¬ 
дел "Задачи на повторение к гл. IX, § 8^. 

З адача,4 . Даны две окружности, имеющие внешнее касание. 
Какое множество точек образуют точки, из которых можно провести 
к этим окружностям касательные равной длины? 











Геометрическое решен ие. Легко показать, что точки» принад¬ 
лежащие прямой, перпендикулярной линии центров и проходящей через 
оЙщуш тъчщ ища окружностей * обладают указанными свойствами. Действи¬ 
тельно» по свойству отрезков касательных, проведенных из едкой 

М точки к окружности ; 

ЛМА|.|« С 1 \ ^. )ИЧ , |МЫ 

' Ѵіксі-імві , 1 


т 


Ж 


(см.рис.4). 

Далее надо доказать» что точки, 
не принадлежащие этой прямой, не об¬ 
ладают рассматриваемым свойством. 

Для этого возьмем произвольную точку 
' ис *^ А' плоскости, не лежащую на перпенди¬ 

куляре к линии центров (00?) , проведенном через С - общую точ~ 
жу двух окружносте (см.рис. 5). Проведем прямую А/С » 

По теореме о произведении длины секущей на её внешнюю частъ 
получаем: |М1| г - |^СІіДбД| и |Д/В! 2 = }А/сН/УЕ| » т.ѳ. 

\т\ I /ѵа * 

Итак, искомое множество точек» из которых можно провести к 

этим окружностям касательные равной 



длинъ , есть прямая,, перпендикулярная 
линии центров и проходящая через общую 
точку этих окружностей. 

Возникает вопрос? каково множество 
точек.» из которых можно провести к 
двум окружностям касательные равной дли¬ 
ны (' для произвольно расположенных ок¬ 
ружностей)? 

Если взять две пересекающиеся в точ¬ 
ках С и окружности (см.рис.6), 
то легко показать, что длины отрезков 
касательных, проведенных из точки N 
прямой 0% равны (речь идет, разумеет¬ 
ся, о тех точках этой прямой, из кото¬ 
рых можно провести касательные). Дейст¬ 
вительно, по теореме о произведении ддшш 


Следовательно, 


отрезка секущей на её внешнюю часть : 


!АМ( 2і I МФІ* 1N С \ и |Н6І 2 = |М*>|--)МС|. 

I ЙМ| |М6| . 


15 


Теперь надо било бы доказать, что вне прямой СЮ нет 
точек» обладающих указанным свойством. Однако оказывается, что 
это доказать чисто геометрически уже трудно. 

Если че рассматривать эту задачу для случая двух шшереее- 
кающихся окружностей, то оказывается, что при решении трудно опи¬ 
раться на приведенные теоремы о свойстве касательной и приходится 
искать новый метод решения, особенно если учесть» что теорема о 
квадрате длины касательной не входит в обязательный школьный 



Итак» надо решить такую задачу. 

Даны 2 окружности. Какое множеот- 
Бо точек образуют те точки, из котор ых 
можно пр овести к этим окруж ностям 
касательные равной длины? 

Если (М Ы) и (МР) ~ касательные 
к окружностям с центрами 0 Г и Ор 
(см.рис.?), то надо найти множество 
точек М , таких, что |М$І - IНР| . 
Яаме тйв, что ] МА/І* * | МР| 2 ’ 

\т\ г — | м0|) 2 ~ |0|Ѵ| 2 * 

| МР! 2 - |НОа \ ~ |0*Р|*, 

получим, что условие задачи можно 
переписать так? 

|М0,і 4 - 10,^1*= Ш0г\ г -}О,Р1 г 

"лк |мо,: г -|мо г | г = |о,лгі 2 - |о*р| г , 


а так как \о,м\ ? ' - ю г Рі г = и г -% г - с = соях! , 


то задачу можно иначе сІ^р^лкро.вѳть та:'. 


п с дач а 5. ѵ,0*т$ множество точек, для которых разность ква¬ 
дратов расстояний до двух заданных точек О, и О г постоянна. 

Рещние с пом ощью метода коорди нат^ Направим ось абсцисс по 
прямой 0 ( 0 г и иача. > координат выберем в середине отрезка 0 9 0^ 

(см.рис.в). ІТ^сть 10 { 0 а | = сі , тогда координаты точки 0 { (-& : о) 

а точки 0 2 ~ ; О) . Возьмем произвольную точку плоскости 

М(х,у). По формуле расстояния мекду двумя* точками получим: 

|М0,| г = (**|) г + у*) |М.0*|“ (Х-|)Ѵ#* , 

отскща | М0,| 5 - |МО г | г = (Х+^)+ Ц* - • 


г 
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(0 Е©жі окружности являются концентрическими, то искомое 
множество - пусто. В самом деле , множество точек, из которых 
можно провести к первой окружности касательные данной длины - 
окружность, концентрическая данной; для второй окружности - 
тоже концентрическая ей окружность, но другого радиуса (см. 
рис. 14\ 0 бщих точек у этих множеств нет. * г 

__ * Замечание: Прямая X « —- 

I радикальная ось двух окружностей. 

I \ С ) ) I Из каждой ее точки, внешней по отно- 

шению к данным двум окружностям, мож- 
4 -- х но провести к ним равные касательные. 

^ Тепеоь можно без труда решать 

такую задачу (чисто геометрическое решение здесь довольно труд¬ 
но) . 

/—"х Задача 7 , Даны 3 окружности, 

( й "X каждая из которых пересекает две дру- 

у дц) \ гиѳ с Доказать, что прямые, которым 

I принадлежат их общие хорды, перееека- 

{ . \\) / ются в одной точке, 

\ Решение . Задача решается аналогич¬ 

но случаю 5^ из, задачи 8 (см.рис.15). 
р мс 55 Точка М пересечения общих хорд окруж- 

костей с центрами Щ и 0 г ж 0 а и 0 3 
обладает тем свойством, что разность квадратов расстояний от неё 
до точек 0, и 0 г ( О г и ^ ) постоянна, а именно: 

|мо,і г -|мсу а = а"-4. г 

Сложив почленно эти равенства, получим : 

|мо,і г ~|мо/= а:-я г 4 у 

то есть точка м должна лежать на прямой, проходящей через точ¬ 
ки пересечения окружностей с тантрами 0 / и О . 

Рассмотрим, как; можно с помощью координатного метода решить 
следующую задачу, предлагавшуюся на вступительных экзаменах в 
1970 году (МГУ, хзш*ак). 


Рис Ш 


Задача 6 . В А ЙвС ЯСб ~ ВО , радиус описанной окруж¬ 
ности равен 2 ІЪ . На отрезке /?8 взята точка 5© так, что 
| Щ - 2 \Ш\ , причем | с^| - . Найти 3 АВ с 


\і ’° 


\ 




ч >- " 


Рис 4Й ‘Л' с і"2 уо . в выбранной системе 

координат точка С имеет координаты 
(*С; у) ; координаты точек О и % - со ответствен л о (С; і!з) 

п { О) 

Для вычисления площади А ЛВС шжь нейти его высоту, т.е. 
ординату точки С , Поскольку течка С принадлежит описанной 
окружности, её координаты удовлетворяют уравнение &) ~ 

~(2\[д) г , Крог/о того, точка С. принадлежит окружности с цент¬ 
ре; ?. точи'; Я) и радиусгм |С?/ І ; следовательно, её координаты 
удовлетворяют уравнению (рС-І) * + у г - 2 . 7?Л нахождения орди¬ 

наты точки С составим систему уравнении 
/ Х г *(у-<Ш) г ^ І2 , 

\(,%чу +у г = 8. 

Решив эту систему, получаем ^ - ѵГ (значение у~-<Гк , .также 
удовлетворяющее системе, не водится, так как в этом случае 
//С.У ■= , что не с-^'твететвует условию задачи'. 

* * г — 


Пусть й -г.ектр описанной 
окружности. Р.зедеѵ, спетому координат с 
началом ь точке сГ (середина / ///^1 оси 
координат направим, как показано на рис. 

X ТВ. Счислим длины некоторых отрезков: 

№\^ Кіъ = Ь : - ‘11 Айі- і } 

И. г " 

ІС^-1 о* Ѵ'З т, -д 


Гтяк, высота л ///>с 


т ‘. '.ѴчѴ г. \1 р • <7 




-- ЗіІ2 


Пгнгедем тепегл ‘для срорпенпя геометр:пзсксе решешт^ зто л 
задач:-? ( ом.ркг,” л гк же, гак и в пор?.'у решении, і:о“дем снача¬ 
ла, что і /і.6| п в , тогда \/] г 1\~Ч , 

- -ѵ. |БХІ :г -2 л •( I - середина хорды //# ). 

/ \ До теореме о хордах, пересекающихся 

| § віг/три круга, 

А _ . | | Ъ 6И I ^ | ■ | , 

^ 1^-1 чад 


Рй( іг 


откуда |^1 - , 2 % я |ся| 

|*С| ? 


т«' есть - середина хорды КС . Отсща сразу полу чается, что 
I ош) 1 [КС"] Пусть СМ - шеота треугольника ЛВС » 

т'гда СЙМ-* СОЮ (аз и того, чт" (се)і {ЯВ) * следует, 
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что рассматриваемые углы имеют соответственно перпендикулярные 
стороны 1 . Но легко найти угол : Іок - 60° ; 

|Ш а |с?|і ■ . . 

“ 2 «об! Ь 0л)/ - биссектриса углах! 

=*> 6'оЬ - 30 е - ст =>• ІСМІ * ? /С»! = ^2 и задача 


- биссектриса углах?## 


решена 


и задача # 


Приведенные примеры показывают, что применение метода коорди¬ 
нат при решении геометрических задач оказывается очень полезным. 

Про преимущества видны особенно в тех случаях, когда решение 
задачи чисто геометричеекил^іт способен словно и тоскует примене¬ 
ния мало изБОСТішх теорем; координатный метод позволяет получать 
решение задачи в общем виде, в то връмя как геометрическое решение 
требует рассмотрения частных случаев в отдельности (например, в 
задаче 8 чисто геометрическое решение при других числовых данных 
очень трудной 
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Введение 


Одним из сшьш: общих методов математики является метод коор¬ 
динат, Он позволяет переводить геометрические задачи на алгебрам» 
ческий язык и наоборот, алгебраические задачи представить геомет¬ 
рически . 

В настоящем задании собрана основные сведения о методе коор¬ 
динат 9 которые у Вас имеются, чтобы охватить одним взглядом весь 
пройденный материал• 

В I части разработок, "Основные формулы метода координат”, Вы 
увидите, чтэ список этих формул сравнительно невелик. 

Во П части, "Расстояние от точки до плоскости" мы подробно 
остановимся на новой для Вас формуле 0 которая часто помогает при 
решении задач. 

Применение метода координат требует определенных технических 
навыков. В Щ части собраны разные задачи по геометрии из школьного 
учебника м материалов вступительных экзаменов в ведущие вузы 
страны. Часть из них решена в тексте, часть - снабжена указания-» 
т. 

Зад ание^ 

Обяза тельные з адачи,: Ш I; 4|5| 6$ 8б{ 10$ П;І4$І5$ 19$ 

21 $ 23 . ■ / • 

Дополнител ьные задачи ! Ш 9$ 18$ 22$ 25$ 26$^'?'$ 28. 

Срок присылки задания № - * 

Критерии оценок 

О бязательные зщти: "зачет" «• решено не менее 7 обязательных 

. - задач; * 

"4" » решено не менее 9 обязательных задач; 

"5" » решены все• І2 обязательных задач. 

исполнительные задачи : "4" » решено не менее 3 дополнительных 

задач; 

- решено 5-7 дополнительных задач. 
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Ііа плоскости 

Как только на плоскости выбра- 
ня система координат Ѳ К У • каж¬ 
дой точке Й плоскости ставится ъ 
соответствие пара чисел ( ос. ; ц ) - 
её координаты* Соответствие между 
точками плоскости и парами чисел 
взаимно однозначно (т в е„ каждой 
точке соответствует одна пара 
чисел и обратно)» 

Ъ®$едры&^у)трезк8. между точка¬ 
ми й ш Аг (*ші $) имеѳт К00 Р~ 

динаты ( 2 ; ^ ) • Вооб¬ 

ще, точка, делящая отрезок Л, Я г 
в отношении р, : рг имеет коор¬ 
динаты ч 

/РіХі + Рт^г . РгЦ^іЩ . • 

^ Рі ' Рг ’ р/ Ъ рг /• 

Раеетоянм© меззду точісами 
А, (Щі </,) я Й г (т, іЦ ,}рав но ^ 

(у, # 

Множество точек (X; у) э 
координаты которых удовлетворяют 

уравнение (:Х-.Тс)*+ (у- у ») 1 - X х , ■ 
есть окружность с центром в точ- 
м (X і р радн/са X . 

Множество точек ,координаты 
которых удовлетворяют уравнений) 

#\Х + к- с ^ о 

( О, в / с - некоторые числа, при¬ 
чем а ш ё не равны нулю, одно¬ 
временно), есть прямаяОбратно, 


В про странстве 

Как только в пространст¬ 
ве введена система координат 
ОХУЕ , каждой точке Й про¬ 
странства ставится в соот¬ 
ветствие тройка чисел 

( х Фі) ■ 


(^шдша^отрезка между 
точками (х % I у ,; г,) и (' т ? ■, ср, ?,) 
имеет координаты 

(*№ : Ц>ІМ’: *«І*Л 

( 2 2 . ' 2 ) 


Расстояние между точка- 

Ш Л, (%і,у '4 Я ‘А2 № 2 ; //.?. і ^ в 1 ) 

определяется по формуле 

КА, , А,) [у, $р(і Г 2 г )\ 

Множество точек 
( X ; у; е) , координаты кото¬ 
рых удовлетворяет условию 

- сфера радиуса 7 е цент¬ 
ром в точке (эо> іу 0 ; ?-<?)* 
Множество точек,коор¬ 
динаты которых удовлетворяют 
линейному уравнению 

ах і $у + * с! ^ о 

( Са } $;€; $/ некоторые чис¬ 
ла, причем # *> ^ V С 2 # О ), 
ость плоскость . 


м* 3 


каждая прямая задается уравнени¬ 
ем ах + Ву к С - О * При ©том 
числа а, В, с определяются для 
данной прямей однозначно с точ¬ 
ностью до пропорциональности 
(если умножить их все на одно и 
то же число & , то полученное 
уравнение + кВу к КС - О 

будет определять ту же прямую)* 

Расстоя ние от точки М (0Со ,у & ) 
допрямой І , задаваемое урав¬ 
нением азе к В у кс — О; 
равно | ах а + ІУ 0 +СІ 

рК«-“ 7 ^г ' 


Расстояние отточкм 
А(х~ц~Х )^плоскости 

ах * Ви і- - О р 

Р авно | дх а + ву 0 

7а*Т? 4 +с*’ 


В, Координаты векторов * 


На плоскости 


Пусть на плоскости задана пара 
взаимно перпендикулярных единичных 
векторов Г, 7* . Каждый вектор а 
на плоскости можно разложить по 
векторам с и ^ : 

то есть каждому вектору и ста¬ 
вится в. соответствие пара чисел 
(ОС; у) о Эти числа называются 
его шо^дмнатаШо 

Длина [о] ве ктора Ц ® ( X; у) 
равна у 1 

Пусть заданы два вектора. 

и(х,іУ,) И V (л.гі у*) > 
С^алярное^^шве^енш 

іГ- іг - /и//г/- сол У 

©тих векторов вычисляется по 
формуле _* . 

зс,*ъ+у,у% • 


Пусть в пространстве за* 
дана тройка взаимно перпенди¬ 
кулярных единшаіых векторов 
« . Каждый вектор 
Д в проеіранстве моуіо^раз ■ 
дожить по векторам ^ , у і‘ 

ОгТ К уу Г- ^ Л , 

то есть каждому вектору 

ставится в соответствие трой-- 
■ ка чисел (Х/^;Ж) . Эти аде» 
да называются его координатами^» 

Длина I ^ I вектора ^__ 

равна ѵ4Ѵу г + 2 ? . 
Пусть задаш два вектора 

Д - (‘ х *' V. у 2,)» іг- #Са; У г ; Иі ). 

2?• гг =/«/*/ гг( • У" 
этих векторов вычисляется по 
’формул® 

«• лг,л» +%іЧг+ 7 >'*? ■ 
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Вадн^на^^тла У между век¬ 
торами ТС и ~%г вычисляется 
с помощью формулы 

саз У - 28 ±ЯЯ а 'Л і Лз __ 

{щ г +у? • ^ :І Ѵ 'ѵу/ 

’ Если <7-Т •/- ^ с о 

уравнение некоторой прямой* то 
вектор с координатами (сі -в) 
перпендикулярен этой прямой 
(этим свойством обладает и любой 
келлкмеарйын ем^ вектор (в<Х; €в)), 


Величюш^угла_ У\ между 

векторами и и гг вычис¬ 
ляется. с помощью формулы 

т*г + у*м + г, *«. 

СО5 Ч -—^ -' 


'«,*-+ у, г + V • і/аг/ *.у .** г/ 


Если г?х + вд + сг і-сі — о 
уравнение некоторой плоскости , 
то вектор с координатами 
(а; в; с) перпендикулярен 
этой плоскости (этим свойст¬ 
вом обладает й"любой коллинеар- 
ный ему вектор (Ра ; €6; ) . 


П. Расстояние от точ ки до плоск ости 

В учебнике "Геометрия 10” есть несколько задач* з которых 
требуется найти расстояние от заданной точки до заданной плоскос¬ 
ти. Эти задачи вызывают некоторые‘затруднения у школьников (не¬ 
смотря на то* что одна шэ таких задач - $ 28 « решена в тексте). 
Поэтому мы остановимся на этом вопросе немного подробнее. 

Пусть 1 * Я(ЗС>; Уоі ^о) ™ точка в координатном пространстве 
Сосиъ и - плоскость» заданная уравнением а ас + 8у + 
рсъ-І-сІ =*=О • Расстояние р( (\ } оі) от точки Й до плоскости </ 
находится по формуле 

ь(А ы.) - 1 а —, (V) 


Эту формулу можно описать словами так (вывод её приведем 

позже); 

Надо в выражение йх+8</*-сг*с/ вместо переменных Х ; у,ъ 
подставить координаты точки й . Взять модуль полученного числа 

и разделить ©го на число /я V 8 2 +с* • 

Примеры 

(Т^ ■ Найти расстояние от точки Я (- Іі 3; о) до плоскости < 
заданной уравнением т ~3ц -2 2 + 5~ О. 


Это задача № 298, I) из учебника "Геометрия 10”. 


■і 


Решение . Но формуле (я) получаем ; 

а л я 2±СГІІ „ ±±1 = А - 

УТГЗГГЗГ «ПЗГ" і/йГ 
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{2^* Вычислить расстояние от начала координат до плоскости 
2х +3у -6ъ+ /4 - О. 

Реш ение . Нам надо найти расстояние от точки Я О) 

По формуле (*) получаем; 

/А а \2р$+ 3 0-60 +І4І )М _ г> 

Р(А,°0 = ==—;- * эГ ~ 2 • 

І2 2 + З г ^6 г 

© Вычислить расстояние между плоскостями и ^ , задан¬ 

ными соответственно уравнениями: 

Зое* 2 ^ ^~ 4 ъ + и р: Зх 12 О * 

Решение* Разделив обе части второго уравнения на 3* видим* 
что плоскости 

об# $>х+-2у+ + 14**0 и ® +2у+Чъ-§ =о 

параллельны. Возьмем любую точку Я (аа>,у 0 ; ) * принадлежащую 
плоскости р : положим * напршер, , тогда 2^, - ^ 

Легко понять* что расстояние между плоскостями е€’ и 
равно числу }>(А,оО , где А= (о,0; * Применив формулу 

, получим ^ 

/ , ч , г . л (3-0 +2-0 + 4‘й Ѵ «[ _ 

У(А,сі)- ^ , з^г * _ 


\ 

Замечание. В общем случае расстояние между параллельными 
плоскостями 

о(% ах+ ву+е^+ оі, ~0 п р ; а-х >-І>у+с% ■* о 

находится по формуле . , л 

| ^ 1 - ■" *' 


Г + с г 


^ *) 


Выведите формулу (, повторив решение зедачи 3 

**) Зго з&ітгГ7і 29,2) иі ученика. 
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Вывод формулы ( а) . Опустим из точки Л( -X,; у .; 2, ^ 
перпендикуляр >76 на плоскость об , заданию уравнением 
ах 4- іу + съ + гі ~ о . Пусть В /2») - точка пе¬ 

ресечения этого перпендикуляра с плоскостью оі . Тогда I 45! ~ 
расстояние от $ до оі (см. рис Л). Поскольку вектор 

3 | А9 - (х, - х, і у ( - у,:. ; -^о) перпен¬ 



дикулярен ПЛОСКОСТИ об « он КОЛЛИНС-- 
арен вектору 7ь (а; 6; с) . Это оз¬ 
начает р что Дб - іг ш І#бІ' \ Щ » ©оли 

М Н а , или ЯЁ П = -ІШ'/ЯІ 
если Я В Н п, , т.е. 

К/” Мв! ■ |п I .. 

Перепишем это равенство в коорди¬ 


натах : . 

)(X,- с^)а 


+ {&-&) в *(*■>-*•№* і ЙВІ " 



Но точка В с сі • поэтому 



Формула (*) доказана. 


3 а 


а ч и 


I, Вычислить расстояние от точки 


/? (І?Х;Х) до плоскости 


717] Вычислить расстояние от точки $ (Х?2?3) до плоскости 

л: ту.**-6 *0 . 

[ЗГ] Найти расстояние от точки Л (X?;у о -о) до плоскости 

ах+6у+(і^О (решив эту задачу, Вы получите формулу расстоя¬ 
ния от точки "до прямой на плоскости - подумайте, почему). 


8471 Найти уравнения плоскостей, находящихся на расстоянии X 

ОТ ПЛОСКОСТИ ѵГ + = О * 

Какая фигура являемся пересечением сферы хѴ^ г 4 I 2 ** 1 
и плоскости: 



Указание . Радиус данной сферы имеет длину I, центр её - в 

начал е координат. Найдите расстояния от центра сферы до заданных 

шГосЖ оСгС и. 
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6, Пустъ плоскость ѵС проходит через три различные® не сов- 
падающие с началом координат- точки Д(а,0;о) , б(ѵ;8-ѵ) 9 С (о,О, с) 
(лежащие соответственно н® ост Ох , Оу % ) а Докаяштѳ, 
что \ ■»- Ѣ + с* ? где }з - расстояние от точки 0 до 

Р О ѵ *” 

ПЛОСКОСТИ ОІ 


± = ± 
ѵ г а г 


плоскости 


ГО* Раздав з адачи 

Т71 Векторы а п 6 взаимно перпендикулярны, а вектор € 
образует с каждым т них угод в 60°. Зная, что | <^І “5 , |?|* $ 
и |с|"$ , вычислить скалярное произведеніе (3° ~ 2@) {в+3с ) 

Решение. По свойству скалярного произведения раскроем скоб- 


( За- 2І)*(®* Ус) - 3<11 -2-в-в 4Зо е - , О) 


Из 


определения скалярного произведения получаем г 


а в - О (т.к. а и в перпендикулярны >; 

е-е-і*І = 25 ; ?-(Г= |а | }с ІСРІ^О* » :|-|а Ис I ” 12 ; 

<Г* С' - НГ| /с/ смбТ)" » і І*І |с I ~ го. 


Подставляя ^тм значения в выражение б *•} ? находим скалярное 
произведение2 

(Уа 2~ё)(6і Зс)^ С-50’-9-12-120 ~ -62 . 

ГС] При каком значении 3 векторы ) и в(2,1,& ) 

а) перпендикулярны? б) образуют угол в 150 ? 

[|7] Найти вектор а ( г / {/; * образующий равные уши 

с векторами в ( ) Эх) ш С / Зое}-Ц) » 0е * й вектор 

& перпендикулярен вектору (і (, |о|~2/Т и угол 
между векторами Й и осью 0^/ - тупой* 

рОТ] Найти угол между плоскостши 

Х-2ц+2%"Ч ^0 и -ёг+і ** о . 

Указание» между плоскостями равен углу У между^ 

вечтораш, перпекдикулярнши к этим плоскостям, если .У490 . 
Еслі же У > 90 е , то угол между плоскостями равен 180 - У . 

{ПЛ Известно, что в треугольной пирамиде все плоские углы 


л 


в 








1 ^* 


а - 


іуш вершине - прямые,. Найти длину её высоты, еслм длины её боковых 
рабер (выходящих из указ вин ой выше вершины) равны іі , І и С . 

[Іё7| Дан куб Я ѢСЯ)Я/В ; С / Я)і о ребрами длины I* На его боко¬ 
вом рефе ЯЯі взята точка Е так» что | Д Е | = 3 . На ребре? ВС 

взята ч&т& Р . так, что \ВРI •* \ ■ . Через центр куба и точки 

Е л Г проведена плоскость оЕ * Найти расстояние от вершины 
В', до плоскости сС , 

Решение , Введем систему координат с центром в вершина 8 
гл В } с (см.рнс.ЯК Тогда? 

. /\ 71 ’ -= о> ь > і )і г ■ (°> і > і? ) 

Т ; У» ъ,*(*)°іОі о=а>±^). 

* \ / с Найдем уравнение плоское» об 

у * Пусть это уравнение 

/*- рис2 /7:ае +Ву + Съ + %)~ О, 


У У* 


рис. а 


Заметим, что об ие проходит через начало координат, поэтому 
## и уравнение (1) можно разделить на Я ; получим следую¬ 
щее уравнение- : 


4 Х *”5Г^ Л * 0 ИЛИ 


о а: + 8у+с% + і = о , 


Дли определения неизвестных коэффициентов а , 8 и с под¬ 
ставим в уравнение (2) координаты трех точек іЕ , Г и О , удов¬ 
летворяющие этому -уравнению (так как эти точки лежат в плоскости 
оі ). Получим ел едущую систему уравнений? 

( а і + в о +>е ^ + | = 


ао + 8 -^ +е о + 1 - о. 

(X • -I 1 ? - ^ Г С* ; ■ + і "Оу 


откуда 




а ' 




с 

2 


Итак, уравнение плоскости «б имеет вид: 


(х-Цф+І'О или ?* + *и-9г.-&*0* 


ИЛИ 
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Теперь находим расстояние от точки В,(0}0; /) до плоскости сб 

ь/'й...,)» . .л.. . 


В 


Замечание . Хотя в общем уравнении плоскости СП 4 коэффиціен¬ 
та» его всегда можно привести к уравнению с 3 коэффициентами деле¬ 
нием на один из первоначальный коэффициентов, как ото мы сделал*? 
при решении задачи (в уравнении (1) хотя бы одно та чисел Я % В 
€ э Я) не равно нулю, иначе это уравнение задает т плоскость, а, 
все пространство). 

(із7| Составьте уравнение плоскости» проходящей черве точки; 

а) М|( 0 ; 2 ;Э), М 2 ( Іі э; 0 ; М ъ ( 2 ,(> 1 )- 

б) м і Оі Іі -0 , М? (1‘, О $ -3) ? ^і 3 ( 2і - 4 ), 

ТО Найти угол между плоскостью, проходящей через точки 

й(ОуОіО) % я (/;/;/) Ш с (3; 2; /)> И ПЛОСКОСТЬЮ, ПрСЖОДЯЩвЙ 

через точки Я 9 8 и %)($> *і 2)* 


} І5»1 Дан куб Я ВСЯ) ЯіВ,С' Я), с ребрами длины I, На его боковом 
ребре /14, взята» точка Е тек* что ІАЕІ ^ .На ребре /?, 5$, 

взята точка Е так, что . Через центр куба и точки 

С и Е проведена плоскость . Точка - проекция е®шш 
Э на плоскость &С . Найти ддмщ? огрвзт ЯК . 


} 15 Л В кубе $8СЪЩй,С,Ѣ 9 с ребром л найти расстояние; 
между пряишз? и С 5 б^ . 
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Указание ,, Если в пространстве заданы две скрешнзммцмбсй пря¬ 
мые т и п. І см,рис„ 4), то расстояние между ними (то есть длину 
отрезка их общего перпендикуляра с концами на этих прямых; можно 
искать так. Проведем через одну из прямых, например, через т } 
плоскость еС * параллельную прямой (для этого достаточно 
через любую точку прямой П провести прямую 6 параллельно пря¬ 
мой п у тогда плоскость, проходящая через прямые ах и 1‘ , 
будет искомой). Тогда расстояние от любой точки прямой п до плос¬ 
кости оі и равно расстоянию между прямыми т и п . 

Рашвнив, В соответствии с указанием,проведем через точку Я 
прямую* параллельную ( ЪС) (это будет диагональ /?В 9 ). Найдем 
уравнение плоскости й,— (Я в,Ъ 9 ) в систем© координат ь указанной 
на рис.З. Цусть уравнение этой плоскости 

ах +- В у + 2 » О (I) 


(свободный чжан в уравнении (I) равен нулю, так как точка // 
начало координат - лежит в искомой плоскости). Для определения 
чисел а и в подставим в уравнение (I) координаты точек 
Ъ, (/;€; /) И 8, (0,1,1) ", 

(я • 1 + В-0 +1=0, 

і#- О'+В- і + і - ѵ 

откуда Я - - I ; , В = |1 

Итак» уравнение плоскости об % 


эс+^-Х -0, 

Ищем ■ расстояние от точка 7) ( і, 0; 0} 

И»; -0 - , о1 

3 4 \П+ш 


ДО ПЛОСКОСТИ ОІ % 

и е 


Замечание , Эту задачу можно решить ж бт метода координат, « 
Для этого проведем через азвдую т данных прямых плоскость*, парал¬ 
лельную, другой (см*рис,5). Легко показать* что эти плоскости 
перпендикулярны диагонали /? Р С и делят её на три конгруэнтных час¬ 
ти^ откуда получается * что искомое расстояние равно трети длины 
диагонали куба. 

Ш А лина ребра правильного тетраэдра равна В , Найтм 
расстояние между скрещивающимися высотами граней тетраэдра. 




Риг.5 Рис 6 

Указ а ние , Достройте татр&зцр до куба я введите координаты, 
жт показано на рис«6, Не забудьте рассмотреть оба возгонных слу¬ 
чая расположения высот, 

[І87| (Задача № 14.2 т учебника "Геометрия 10"). Вектор % 
образует с осями координат углы величиной о і , у и еоот«* 
ветственно. Доказать, что 

СОЪоІ ♦ СО* р * і . 

З амечани е. Косинусы данных в условии углов называются ивъ. 

ЙЕ5К555™ И к о синусами ^вектора Т 

(І9) Вектор X образует с осями Ох и Оу углы по 00 е ! 

Как эй угол образует вектор ? с осью Ож ? 

И Центр нижнего основания куба соединен прямыми с четырьмя 
вершинами его верхнего основания. Вычислить углы между этими 
Прямыми о 

[22.] Найти величины углов между прямыми, соединяющими точку 
пересечения высот правильного тетраэдра с его вершинами. 

ГёЭТ) В правильной треугольной призме боковые грани- квадраты. 
Через диагональ боковой грани и середину параллельного этой грани 
бокового ребра проведена-плоскость. Найти угол её наклона к плос¬ 
кости основания. 

Замечание . Возможны различные решения этой задачи к совсем 
не обязательно пользоваться методом координат (это относится и 
к другим геометрическим задачам). Решайте задачи тек, как Вам 
удобнее. 

[ЫІ Основание пирамиды 6ЛВС - правильный треугольник со 
стороной длины *і /2 - Боковое ребро Я С длины 2 перпендикулярно 

плоскости основания. Найти величину угла и расстояние между пря- 
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одна й* которьы проходит через вершину *Ь и середин/ рео 
ра ВС , а вторая - через точку С и середин/ ребра ЙЗ . 

Решение > Введем систему координат» как показано на рис.?* 
Пусть И - середина ребра ЬС * К - ребра Л В . Искомый 
угол будаь? искать как угол между векторами $М и СК, 

Имеем : 

Б(0;0;г) ; ( (" О, О; а) , К. ( 0 ; 2іЛб > о) . 

М(Ѵ2;,л/?;0) - 

см.рис.8, Поэтому 

6М = (Л) {& ■, - 2 ) > ск = (о) гѵ'ё ; о), 

««. |«р 0~ і'5 ^ 2 Л ‘ .|/5? т О - (~2) 12. _ в _1_- 

= "ѴІТГГГ {о~7^ “ ѵ/і?Ѵ^Г ^ » 


откуда *§ - і IМ ) С і/ ) =* а 

Для нахождения нужного расстояния проведем прямую ММ парал¬ 
лельно прямой С И , тогда М ~ (Ѵ5 ; гіё ; О) - ем.рис.8. 

Найдем уравнение плоскости І\ММ . -Для этого в уравнение 
ах т + с/О подставим координаты точек <9 , № 

$ . В результате .получим уравнение а:^г + % - Л - О а Ищем рас¬ 
стояние от начала координат до плоскости А1 /У : 


р(с> ($МА|)) 


| О УЖ г 0 <ѵ»2 I 
о а 



I ^3 Основание пирамиды ВД8С, - равнобедренный прямоуголь¬ 
ный треугольник ЙВС % длина гипотенузы Д8 равна Ц4И * Боко¬ 
вое ребро 5С перпендикулярно плоскости основания и / й С | -2 
Найти величину угла и расстояние между прямыми» одна шз которых 
проходит через точку г 5 и середину ребра ЙС * а вторая - 
через вершину С и середину ребра :Ш . ' 

СЩ] (задача I# 33 из у іебника "Геометрия КГ5с Выяснитй, 
пересекаются ли сферы; заданные уравнениями: 

а ). -2) V (г -д) 2 = і к (* - 0 г + 9 + 2 2 = 4 ; 

Указание , а) Найдите расстояние между центрами сфер, 
б) Сначала запишите уравнений сфер ш "каноническом виде". 


*< 
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Рис 7 



г Л #6 


~/Н 


-2^ 


Чх 


РмСв $ 


127,] Найдите уравнение плоскости» относительно которой сшшет- 
ричны точки А(У;і}4) ш Ь(3; §2), 

Указание . Искомая плоскость - множество точек» находящихся ма 
одинаковом расстоянии от точек й к Б . 

’ [28І Доказать, что дая любых чисел & іг Ог б/,8 Ф } в) 
справедливо нераэенстэо 

(а,8 ; -га- 8 г + сц «,) г 4 (а, г + а* + о\)(6?+$1 + в*) 

Указание . Рассмотрите аекторм 3 (д 9 • о д ;а$) и 

ё (8,; 6 г і &>) . Какой геометрический смысл т®т тогда 

левая и правая части неравенства? 


Ротаярмкт І^ИНОП АПН СССР 
2Ш27, Мгхквл, уп. Яеиская 9 4 
Зякеа тираж 4ССС& 
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Методические разработки 
для учащихся ВЗШП 

по ъвшь "Метод координат в пространстве" 


Это задашь - продолжение соответствующей теш, пройденной 
Б&ші на первом курсе* Полезно повторитъ материалы задания "Метод 
координат на прямой к на плоскости"* Посмотрите тетрада с конт¬ 
рольными работами по этой тема, обратите внимание на замечания, 
сделанные Вам проварящшш. 

Внимательно, с карандашом в руке прочитайте помещенные ниже 
разработки * Возможно, матерная о четырехмерном пространстве пока^ 
жется Вш поначалу трудным* Не пугайтесь этого - перечитайте его 
несколько раз, постарайтесь понять основные ждем, а затем вникне¬ 


те в детали* 



I* яЛІ і П.2 I) 4. П*И # П.4 ?. ПЛ2ЛР 12*3 

2* № П.2 2) б. п.Х2 $ 12.1 І),2),3) 8. ПЛ9 » І9Л 

3« • » И.З ' 6. № 12,2 9, $ 19,3 

10* П.2І М 21.2 


II* п.21 № 21.3 



12, П.22 М 22.6 


13. п.22 $ 22.7 




- ршено не менее б обязательных задачу 

% 

- решено не мене§ 8 обязательных задач; 
нет грубых ошибок; 



- решены все обязательные задачи. 

- решены 1-2 доподштежьшв задачи; 


«•к» 


решены 3 дополнительные задачи* 


Срок присылки задания I , 0 | ^ ^ І У 


И. Координат ные оси и плоскости 

Положение точки в ІКчтрансме можно томе определить с помо¬ 
щью йрямг^голЬных декартовых координат, только нужно шять уж# 
на две числовые оси (как в случае плоскости), а три2 ось «Ж - 
ось абсцисс, ось у - ось ординат, ось 2 - ось аппликат.Эти 
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оси проводят ЧврСЗ одну И ту же топну О МвЧаЛО КООрДИНвТ 


так * что каждые две из них вэаимноперпендикудлрнн. 




Іш&рёк/кп тные 
у пек ,\сс*ѵи 



Тонка 0 принимается за качало отсчета по каждой из трех 
осей* Направления осей выбирают обычно так, чтобы положительная 
полуось - -X совмещалась с положительной полуосью у вращением 
на 90° против часовой стрелки, сели смотреть с положительной 

о олу ос И ^ (рис Л). 

В пространстве, кроме координатных осей, удобно рассматривать 
зщ© координатные плоскости, т.е. плоскости, проходящие через две 
какие-либо координатны-з оси. Таких плоскостей три (рис .2): 

плоскость СО/ (проходящая через оси х: п у ) - множест- 
во точек вида (X; у-о) , где X и у ~ любые числа; 

плоскость Ц? (проходящая через оси у ш 2 > ~ множест¬ 
во точек вида (О/ и, ъ) , где у и числа; 

плоскость а? 2 (проходящая через оси X и ) - множество 
точек вида > где а* и 2 - лчбыѳ числа. 

Теперь для каждой течки N пространства можно найти три 
числа -пс , и С? , которые будут служить её координатами. 

Чтобы найти первое число, X , проведем через точку А* 
плоскость, параллельную координатной плоскости у ?• (проведенная 
плоскость будет одновременно перпендикулярна к оси х К Го.чка 
пересечения отой плоскости с осью бС (точка па рис «За) имеет 
ш этой оси координату ос * Это число X называется абсциссой 

точки М 

Чтобы найти вторую координату, через точку М проводят 
плоскость, параллельную плоскости ХЛ (перпендикулярную к оси 
у ), находят на оси у точку (рис.36). Число у 
координата точки М г на оси у - называется ординатой точки 
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а * 


2 І 


& >■ 


X ^. 


! 

1- >, \Г 

г~ І 


-4 - 


|Х 


с >4:: 


*} . 

.^і , " 
с і г 4 1 . 


м у 



1І А 


4Л-. Р' :| 

лЖН !, [У 1 

м, у 

ё) Т* 


Рис б 

Аналогично, проведя через точку М плоскость, параллель¬ 
ную плоскости осу (перпендикулярную к оси ^ ), находят чис¬ 

ло — координату точки М$ (рис. Зв) на оси • Это число 
X называется шшликмюй точки М 

Таким образом, мы каэдой точке пространства поставили в 
соответствие определенного тройку чисел — её координаты; абсциссу, 
ординату ш аппликату. 

Обратно, каждой тройке чисел (.х, (/,, .2) , заданных в опре¬ 
деленном порядке (сначала схо ѵ затем у * потом 2; ) можно 

поставить?соответствие определенную точку М пространства* Для 
этого надо воспользоваться описанным построением, проделав его 
от конца: отметить на осях точки М, , М 2 , и , имеющие на 
этих осях соответственно координаты ЗГД у, * » а затем провести 

через эти точки плоскости, параллельные координатным плоскостям. 
Точка пересечения этих трех плоскостей и будет искомой точкой 
И . Очевидно, что числа (Х;у;%) будут служить её координа¬ 
тами, - 

I Итак , пшш установлено взаимно однозначное .соответст- 

Р Івие между точками пространства т уноріедечешіши тройками чисел 
I (координатам тшх точек). 

Освоиться с координатами в пространстве Вам будет труднее* чем 
с координатами на плоскости: для изучения координат в пространст¬ 
ве нужно немного знать геометрию в пространстве - стереометрию. 
Необходимые для понимания координат в пространстве сведения, ко¬ 
торые Вы легко поймете в силу их простоты и наглядности, получат 
в курсе стереометрии несколько более строгое обоснование» 

В этом курсе можно будет доказать, что точки М< , М ? и М л ? 
построенные как точки пересечения осей координат с плоскостями. 
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проведенными через точку М параллельно плоскостям координат, 
являются проекциями М на оси координат 5 т,ѳ. служат основания- 
т перпендикуляров, опущенных т точки М на ос я координат» 

Так что для координат в пространстве можно дать определение, ана*- 
логичное определению координат на плоскости. 

і Координаташ точки М ъ пространстве набиваются коорди¬ 
наты проекций этой точки на координатные оси* 

Абсциссой точки М называется координата ОС точки М ( 
(см.рис.За) - проекции точки М на ось Л • 
Ординатой точки М называется координата у ■ точки М? 
^Гш.рис.3б) - проекции точки М на ось # 
Аппликатой точки М называется координата & точки М ? 
(см«рис» Зв) - проекции точки М не ось Ж 
Можно показать, что многие формулы, выведенные для плоскости, 
нужно только немного видоизменить для случая пространства. 

Так* например, расстояние между двумя точками, Я(х, у у ,> Л,) 

ш В (ос 7 } у г ; } вычисляется по формуле 

р . )й81 * /(*,-х,)Ц-(д,-у г )Ч(г,-**) 7 . 



(Вывод ©той формулы очень похож и® вывод аналогичной формулы для 
плоскости. Попробуйте сделать его самостоятельно). В частности, 
расстояние точки Я(х^,г) от начале координат О (о, о, о) 


выражается формулой _ 

| О А | ■= /зс,*ч^Ѵ ?. 2 # 


[11-1,3Возьмем весе» точекъ (І;І;І), (I |І I)^ (І;-І; -I), 

(-І;І;-І), (~І;-І;І), (-І;~І;-Х). 

1) Какал из точен ншболе®. удалена от точки (І{І;І)? Найдя- 
.те расстояние от этой точки до точки (Х|І|І). 

2) Какие точки лежат блтае всего к точке (І;І;І)? Каково 
расс тояние от этих точеі до точки (І;Х;І)? 

И^Т] Нарисуйте куб. Оси координат направьте по трем ребрам, 
внходщш ив одной какой-либо вершины. За единицу масштаб® возь¬ 
мите ребро куба» Обозначьте вервшш куба буквами 

А 4 С Л А, В,, С, , с ъб, «« на рис.4. 


0 


I) Найдите координаты всех вершин 


куба, 


/ 

/ / 


)И- 


^- —71 л/ 2 ) Найдите координаты точки переев- 

л у /| /' чения диагоналей грани ДДіВ,В . 

4 С / | с і Щ- 3.1 Чену равно расстояние от вер- 

\ I шины (О; Оу о) куба задачи П-2 до точки 

/ Ч \ІЛ _ пересечения диагоналей грани ВВцС,С ? 

і у/і> У [ТІ~ 4 ~.] Как вы думаете, какие из пере- 

Жі —- У численных точекъ Я (і, О; 5’) % Ь(3) $} 0 % 

у " 0 сС/зОА; 2 Д) , Ъ(%>/г,%) , 

Рмс ЦЧгтУхі О) , Р(і ; ! /г ; Уз) 

лежат внутри куба задачи 11 - 2 ^ какие — вне его? 

[ІЙ53 Запишите соотношения, которым удовлетворят- координа¬ 
ту точекэ лежащих внутри куаа задачи ІІ -2 ш на ©го границе. 

Ответ . Координаты точек, лежащих, внутри рассматривае¬ 

мого куба и на его границе, могут принимать числовые значения от 
нуля до единицы включительно, т.в. удовлетворяют одновременно 
трем соотношениями О & ЭС < і > О ^ у 1 » О&і* < і * 


Рис.4 


12. За дание сЬигур в простран стве 

Так же как на плоскости, координаты в пространстве дают 
возможность задавать с помощью чисел и числовых соотношений т 
только точки, но ш линии, поверхности ш другие множества точек. 
Посмотрим, например, какое множество точек получится, если задать 
только две координаты, а третью считать произвольной. Условия 
Х^а % Ц^В ь где а и 0 - заданные числа (например, 

а - 5 9 С Ѣ-Н ), задают в пространстве прямую, параллель» 
щш тш Ж (рис.5). Все точки такой прямой имеют одну и ту жѳ 
абсциссу ш одну и ту же ординату. Координата Ж может принимать 
любые значения . _ 4^ 

г и_- А\, ' 


:ІЬ 


а ' I 


» о 


--и- 
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Точно также условия | ^з>с * определяют прямую , 

параллельную сем ОС (рис.6) , условия - прямую^ 

параллельную оси У (рис,7). 

Посмотрим, какое множество точек получится, если задать 
только одну координату, напрммер, Н = і . Ответ ясен из ряс. 
85 вто плоскость, параллельная координатной плоскости Хі/ 

(т.е* плоскости, проходящей через ось ос ш ось У ) п отстоя¬ 
щая от неё на расстоянии I в направлении положительной полуоси 

г . 

Разберем еще несколько примеров, показывающих, кш можно 
задавать в пространстве различные множества с помощью уравнений 
я других соотношений между координатами. 



(Г) Рассмотрш уравнение 

сс V ^ + ъ г = Л г . ПО) 

Поскольку расстояние точки ( х 'і$і г ) от начала координат 

задается выражением >И*+Ц г +' 2* , то ют© ? что в переводе на 

геометрический язык соотношение (10) означает, что точка с коор- 
дмн&тамк (х/у^) , удовлетворяющими этому соотношению, находится 
на расстоянии Я от начала координат. Значит, множество всвж 
точек, для которых выполняется соотношение (10 ) 9 это поверхность 
- ^ф§М_ с центром в начале координат и радиусом Я. . 

(1у Рассмотрим, где расположены точки, координаты которых 
удовлетворяют соотношению 

ссѴу V г 2 ^ і , . 

Так как это соотношение означает, что расстояние точки (<х;у. 


а» 


? 


от начала координат меньше единицы, то искомое множество - это 
множество точек, лежащих внутри шара с центром в начале коордн- 

нат и радиусом, равным единице. 

(Е) Какое множество точек задается уравнением 


ОС г н 


-I 


(И) 


Рассмотрим сначала только точки плоскости , удо**.яетао~ 

реющие атому соотношению, т»е. точки, для которых в-О .Тог 
да уравнение (II), как мы знаем , задает окружность с цен¬ 

тром в начале координат н радиусом, равным I* У каждой точки 
этой окружности координата И равна нулю, а координаты X и 
ІІ удовлетворяют соотношению (II). Например, точка 

Р0&’ * * о) удовлетворяет этому уравнению (рис.9) * 

Однако, зная эту точку а мш можем найти сразу много других т©" 
чек, удовлетворяющих тому л-ѵ. уравнению. Действительно, так как 
в уравнение (II) не входит X .то и точка (ууЛ/У } Ю 
удовлетворяет уравнению, и точка }-5) * и вообще ьее 

точки Я ( 3 /у) Ух}Л) , где значение координаты %. совер¬ 
шенно произвольно с* Все эти точки лежат на прямой, проходящей через 
точку ( 3 /у і Уу ; о) параллельно оси ^ * Таким же образом ад 

каждой точим (Тс* у* я) нашей окружности , лежащей на плос¬ 
кости Осу , мы можем получить много точек, удовлетворяющих 
уравнению (II). Для этого проведем через эту точку окружности прямую 
параллельную оси X ? Все точки этой прямой будут иметь ОС и 
я такие же, &ак и у точки окружности, а & может быть любым 
числом, т.ѳ. это будут точки вида (X*; * Но поскольку 

2 в уравнение (II) не входит., а числа (ос *; у / о) уравнению 
удовлетворяют, то и числа (х*;%*)%) тоже удовлетворяют урвз~ 
нению (II). Ясно, что таким образом можно получить всякую тачку, 

удовлетворяющую уравнению (И). 

Итак, множество точек, определяемся уравнением (II), полу— 
чается следующим образом! берем на плоскости осу окружность с 
центром с начале координат и с радиусом, равным I, и через каж¬ 
дую точку этой окружности проводим прямую, передельную оси % * 

Мы получаем так называемую уили^^ (рис.9). ■ 

(4^ Мы. видел и, что одно уравнение задает в пространстве, 
вообще говоря, некоторую поверхность. Но это не всегда так. 

Например, уравнению Л*+у г =С удовлетворяют только точ¬ 
ки линии - оси % , так как из уравнения следует, что X и ^ 
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равны нулю, а асе точки, для которых эти координаты равны нулю, 
расположены на оси ^ 

Уравнение ѵС*+у 2 + %. Р ~ ~ О изображает точку (начало коор¬ 
динат), а уравнению" Х г +у Ѵй* * -і соответствует пустое 
множество. 

(5І) Что будет, если рассмотреть точки, координата которых 
удовлетворяют не одному уравнению® а системе уравнений? 

Рассмотрим® например, такую систему г 

[зс.*-+# г +2 г **4, ( 12 ) 

I*. - і - 

Точки, удовлетворяющие первому уравнению, заполняют поверхность 
сферы радиуса 2 с центром в начале координат. Точки, удовлетворяю¬ 
щие второму уравнению, заполняют плоскость, параллельную плоскос¬ 
ти ХЦ и расположенную от неё на расстоянии I в положительную 
сторону- оси « Точки, удовлетворяющие и ^первому, к второму 

уравнению, должны лежать и на сфере + В - 4 » ина 

плоскости , т*ѳ. лежать на ш. дни ни пересечения. Теним 

образом, эта система задает окружность, являющуюся линией . пере¬ 
сечения сферы и плоскости (рис.10). 

‘ Мы видим, что каждое из уравнений системы задает поверхность у 

ш оба уравнения вместе, т.@. система,’ задают линию. 

Вопрос. Какие из указанных ниже точек лежат на первой по¬ 
верхности, какие на второй, а какие - на линии их пересечения ? 
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\6ч) Как задать в пространстве окружность й расположенную ѣ 
плоскости <Х2. с центром в начале координат и р&дмуеом I? 

Уравнение Х г + ~-= і определяет в пространстве, 
как Вы уже видели.; цилиндрическую поверхность. Чтобы получить 
только точки ьужной нам окружности, и. сотому уравнению надо доба¬ 
вить условие О , выделив тем еамш г т всех точек цилинд 

ра точки, лежащие на плоскости ХЖ„ (рисЛП* Получим систему 

_ \у~° ■ 

12-1,1 Какие множества точек задают в пространстве соотноше¬ 
ния: 

і) г = і ; 2 ) ^ + & - і | з) х г + у V г 1 # і 9 

Гі2~й. ! Иаиеижсл *рк смск-еий уравнений: 



Каки# из этих сметем определяют одну м ту же линию® а 
какие-разные? 

12-3 Как задать в пространстве биссектрису угла Х0(^ ? 

Какое множество будет задавать в пространству одно уравнение 

Теперь Вы уже знаете' кое-что о методе координат, и мы можеы 
поговррмть с Вами об интересных вещах,, больше связанных ш совре¬ 
менной математикой,. 



.Алгебра и геометрия , которые сейчас большинство школьников 
воспршншают как совершенно разные науки, на самом деле очень 
близкіе. С помощью метода координат можно было бы изложить весь 
школьный курс геометрии без единого Чертежа, используя только 
числа и алгебраические операции. Курс планиметрии начинам ея бы 
словами: "Назовем точкой пару чисел (X ; у) ' й Далее можно 
бшо бы определить окружность как совокупность точек, удовлетво- 
ращих уравнению вида (X -а) г і-,(Я-6) г - я} • Прямой линией 










называлась бы совокупность точек * удовлетворяющих уравнению 
О л: ь Ьу /■ с — і' . Многие другие фигуры можно было бы также 
охарактеризовать сисгемами уравнений и неравенств» Все геометри- 
оеские теоремы гхревр ітились бы ори этом в некоторые ажгебрамчес~ 
соотношений. В и адих следующих выпусках мч расскажем подроб¬ 
нее, кок ото делается, 

Установление связи между алгеброй, с одной стороны, и геомет¬ 
рией, о другой стороны, было, по существу, революцией в математи¬ 
ке, Оно восстановило математику как единую науку, в которой нет 
"китайской стоны" между остальными её частями. Создателем метода 
координат считают французского философа и математика Гене Декарта 
(ІП96-І650) * В последней части большого философского трактата 
Декарт к , введшей в 1637 году, давалось описание метода коорди¬ 
нат ц его применения к решению геометрических задач. Развитие 
идей Дехарта привело к возникновению особой ветви математики, ко- 
тору*» теперь называют аналитической геометрией. 

Само это название горакает основную идею теории. Аналитичес¬ 
кая геометрия - ото та, честь математики, которая решает і эометря- 
ческие задачи аналитическими (т.е, алгебраическими) средствами,, 
Хотя аналитическая геометрия является сейчас уже вполне развив¬ 
шимся и законченным разделом математики, идеи, лежащие в ее осно¬ 
ва, породили ноше отрасли математики.. Возникла и развивается 
алгебраическая геометрия, которая изучает свойства линий и 
поверхностей, заданных алгебраическими уравнениями-, Оу часть 
математики никак нельзя считать законченной. Как рад в последние 
годы ю ней получены новые фундаментальные результаты, оказавшие 
большое влияние и на другие разделы математики, 

I4. Геоме трйя помогает с читат ь 

Ври решении геометрических задач на первый плач выступает 
одна сторона метода координат - аналитическое истолкование по¬ 
нятий, перевод геометрических образов и соотношений на язык чи¬ 
сел. Однако другая сторона метода координат- геометрическая интер¬ 
претация - имеет не менее важное значение* Знаменитый математик 
Герман Минковский (1864-1909) использовал геометрический подход 
для решения уравнений в целых числах» и математики его времени 
были поражены тем, насколько простым и ясным оказались при этом 
некоторые, казавшиеся раньше очень трудными, вопросы теории 
чисел. 


И - 


Раздерем один совсем простой пример, показывающий, ісыі 

геометрия помогает решать алгебраические задачи. 

Задача , Рассмотрим неравенство 

Л ( У 2 П. , 

где п- - некоторой целое положительное число» Спрашивается, 
сколько решений в целых числах (/V) шест ото неравенство? 

Решение, Для небольших значений XI. на этот вопрос легко 
ответить. Например, при О. ~О есть только одно решение: Ж-О , 
у — О р При Я- ~ і к этому решению прибавляются еще четыре: 

:Х* =■ О , у == 1 | .Х = і , у~0 5 ОС-О , </ = ~ А и 

X ш ~і ) ' у =0 . Значит, при П - і всего будет пять решений 
При /Ъ~ 2 і кроме уже перечисленных, имеется еще четыре ре¬ 
шения: ос ^ і , у ~ 1 ; ОС = 9 \ ^~ ^ * У ' » 

СС , ц « - Л . Вс.егѵ при /1-2 имеется 9 решений. 

Продолжая таким образом, мы можем составить таблиц. 

Мы видим, что число решений № растет с возрастанием п * 
но угадать точный закон изменения А' довольно трудно. Можно 
предположить, глядя на правую колонку таблицы, что отношение 'А 
с возрастанием СІ стремится к некоторой}-' числу* 

С помощью геометрической интерпретации мы сейчас покажем, 
что это действительно так и что отношение /Ѵ /т стремится к 
известному В т числу & ~ 3 І'і^ФРбЗ й 


ІЪ_ А/ Л'Ул 
О 1 

1 5 ' 5 

2 9 Ѵ,Г 

3 9 3 

’1 /3 V 5 

5 2 І ч,г 

10 37 3,7 

го 69 Заз 

$Ѵ /61 %п 
190 зі? [3/7 
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# использовать такой важный раздел современной физики* как тео¬ 
рия относительности Альберта Эйнштейна» 

Любой математик может позавидовать Минковскому* который 
после того * как он очень удачно использовал геометрию з теории 
чисел, сумел еще раз с помощью наглядных геометрических соображе¬ 
ний внести ясность а трудные математические вопросы, - на этот 
раз касающиеся теории относительности. В основе теории относитель¬ 
ности лежит идея о неразрывной связи пространств© .и времени. Поэтому 
естественно считать момент времени $ в который происходит какое. ~ 
либо событие, четвертой координатой этого события, наряду-' с пер¬ 
выми тремя , определяющими точку пространства, в которой происходит 
это событие * 

Получаемое так четырехмерное пространстве называется прост¬ 
ранством Минковского, С описания этого пространства начинается 
сейчас любой курс теории относительности. Открытие Минковского 
состоит в том, что основные формулы теории относительности - 
формулы Лоренца, записанные на языке координат для этого специа¬ 
льного четырехмерного пространства - являются чрезвычайно просты¬ 
ми. 

Таким образом, для современно!! физики оказалось большой уда¬ 
чей, что кс времени открытия теории относительности математики 
подготовили удобный , компактный і красивый аппарат многомерной 
геометрии, который в ряде случаев значительно упрощает решения 
задач • 


Четырехмерное пространство 

В заключение мы* как ш обещали, расскажем Вам немного о гео¬ 
метрии четарехмѳрного пространства. 

При построении геометрии на прямой , на плоскости и в трѳх- 
■ мерном пространстве у нас. есть две возможности* либо излагать 
материал с помощью нагляднше.предетавленмй (этот способ характе¬ 
рен для школьного курса, поэтому трудно себе представить учебник 
геометрии без чертежей), либо - и эту возможность дает нам метод 
координат - излагать его чисто аналитически, назвав* например* 
точкой плоскости а .курсе планиметрии пару чисел (координаты этой 
точки), а точкой пространства - тройку чисел? 

При введении четырахмерного пространства первая возможность 
у нас отсутствует. Мы не можем непосредственно пользоваться 
наглядными геометрическими представлениями - ведь окружающее нас 


пространство шест лишь три измерения. Однако вторая дорога для 
нее не закрыта, В самом деле, мы определяем точку прямой как чис¬ 
ло, течку плоскости - как пару чисел, точку трехмерного пространст¬ 
ва - кт тройку чисел* Поэтому совершенно естественно построить 
геометрию четырехмерного пространства, определив точку этого 
ражаемого пространства как четверку’ чисел. Под геометрическими 
фигурами в таком пространстве нужно будет понимать множества точек 
(как, впрочем, и в случае обычной геометрии5. Перейдем теперь ж 
точным определениям. 


18о Координатные оси и плоскос ти, 



Эш еделение , Точкой четырехмерного пространства называет»* 
ея упорядоченная ^ четверка чисел {&/ • 

Что считать в пространств© четырех измерений координат*** 

■ ними осями и сколько их? 

Чтобы ответить на этот вопрос, вернемся на время к плоскости 
и трехмерному пространству• 

На плоскости (т.е, в пространстве д$уж измерений) координат*® 
ные оси - это множества точек, у которых одна из координат может 
иметь любое числовое значение* а вторая равна нулю. Так, -ось абсцисс 
- это множество точек вида (ос-о ) § где X - любое число. 1 

, Нелркьер, на оси «абсцисс лежат точки (І|0), С«3^0), ' | 

{ ; 0), в точка ( ?/? % 2} т лежит на ©е& абсцисс. Ось / 

ординат плоскости - ото множество точек вида (С;у) , где у ~ '■ 
любое число, 

Е трехмерном пространстве есть три оси: 

ось X « вто множество точек вида (Х/0/ о) * где СС - • 
любое числом * ■ . 

ось у - множество точек вида (О/у /о) $ где у - любою • 

числе! і. 

ось 2 - множеств© точек вида (О • О/ %) . , где % - 
любое чмеяо. 

В четарехмерном пространстве, состоящем из всех точек вида 

( х ;Ѵі*і*) , где X., у, К, ^ - ілОи числа, астеет- 

венно считать осями^такие множества точек, у кото*» 

рыж одна из координат принимает любые числовые значения, а ©сталь* 

ные равны нулю. Тогда ясно, что в четырехшрном пространстве есть 

четыре к о ординатные оси: _ 

І)Мы говорим "упорядоченная"; так как при разном расположении 
одних и тех же чисел в четверке получаются^разные точки: напри¬ 
мер, точка (І;-2;3;Ѳ) отлична от точки 


Л! 


а 
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ось X *» ЬЧ'О множество тачек виде (Я; О; О; О) , где X, 

•* любое число; 

ось у - это множество точек вида (О; у; О; О) , где ^ 

« любое число| 

ось X, «* это множество точек вида (О;О) Ж/а) , где X - 

- любое число; 

осе і «- это множество точек вида (О; оу О: 6) , где і 

» любое число, 

В трехмерном пространстве* кроме координатных осей*имеются 
координатные плоскости, Это » плоскости, проходящие черве 
какие-либо координатные оси. Например, плоскость - это 

плоскость а проходящая черва ось у и ось X 

Всего в трехмерном пространстве есть три координатные плос*» 
хости: 

плоскость ху ш множество точек вида (Х/^/о) а где эс, 
ш у « любые числа; 

плоскость уЪ множество точек вида (О;^; ж) і где у 
и - любые числа; 

. плоскость 'Хё ~ множество точек вида ('ЭС;0/%) , где 

и ІС « любые числа. 

Естественно и в четырехмерном пространстве навивать к о орде- 
натньмн^ гіяоскоатшк множества точек, у которых какие либо две иэ" 
четырех координат принимают любые числовые значения, а остальные 
две равны нулю* Например, множество точек вида (ж ;о;Х}0) 
ш будем называть координатной плоскостью XX четырехмерного 
пространства в Сколько же всего т тш плоскостей? 

Это нетрудно сообразить. Мы сейчас просто выпишем шс все: 
плоскость . ху, « множество точек вида (Ху у; О; о) 

плоскость ССХ - множество точек ѣяш (X/ О; Х ; о) , 

плоскость X Ь т множество точек вида (ж, О; О; ±) % 

плоскость у & »> множестве точек вида (о; Ц; X) О) 

плоскость у Ъ * множество точек вида (О} У ; о; ‘V ■ . 

плоскость ЪЬ ~ множество точек вида (о; 'О; Ж.; ~Ь) . 

Дня каждой мз этих плоскостей племенные координаты могут 
принимать любые числовые значения, в том числе з. нулевое,, Например, 
точка (5} Оу О’ О) заведомо принадлежит плоскости ху ж 
плоскости 'Х/с (а ещё какой?). Тогда легко видеть % что, например 
плоскость (у г: проходит*' через ось у в том смысле, что каждая 

•точке это оси при надлежит этой плоскости. Действительно, любая 
точка на оси (/ % т.е. точка вида / О; */; О. (?) , принадлежит 
множеству точек вида (б/ у) %;0) , т.е. Птл ос кости УХ. 


9 І 


<с 
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Вопрос . Какое множество обрадуют точки , принадлежащие одно** 
временно и плоскости і)Ъ , п плоскости ЖЪ ? 

Ответ і Это множество состоит их всех точек вида (О; О; X; &) 
т*е* является просто осью X 

Итак, в четырехмерном пространстве существуют множеств 
ва точек , аналогичные координатным плоскостям трехмерного 
пространства. Их шесть. Каждое из них состоит из точек е у 
которых е как и у точек координатных плоскостей трехмерного 
пространства, две какие-либо координате могут принимать л$бмс 
числовые значения, а остальные две равны нулю. Каждая да 
/\ этих координатных плоскостей * проходит' - ’ через две координат® 
ные оси: например * плоскость уъ проходит через ось |/ 

И ось Ж * С другой стороны, через каждую ось проходят три 
координатные плоскости. Так через ось ОС, проходят плоскости 
х и , ХЪ и хЬ е Мы буд®і$ говорить, что ось Ж являет^ 
сп пересечением этих плоскостей. Все шесть іоордмнатнш плое«* 
костей, содержат одну общую точку. Это точка (0|0|0|0) « 
Начало координат* 

Вопрос . Какое множество точек является пересечением плоеное® 

ТѲЙ хи И уі , 1 осу и Жё ? 

Мы видим 5 что картина получается вполне аналогичной т которая 
имеется в трехмерном пространстве* Мы даже сейчас попытаемся еді** 
я&ть схематический рисунок, который поможет создать некоторый нео¬ 
глядный образ расположения координатных плоскостей и осей четырех® 
мерного пространства. і 

На рис Л5 оси координат изображены прямыми, показанм коорДи» 
натные плоскости; все точно так же, как это было сделано на рнсі.2 



Рис (5 


Рис. № 


* 
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Однако в четырехмерном пространстве есть еще множества • 

4 Ш которые можно каевать ѵ трвхмерными координатными плоскости 
Этом, кстати сказать, следовало ожидать*, на прямой имеется только, 
начало координат; на плоскости есть и начало координат, и оси; 
а трехмерном пространстве, кроне начала и осей, появляются еше 
координатные плоскости. Естественно, что в четырехмерном простран- 
дое появляются новые множества, которые мы будем называть трех-; 
м&рньдон координвтн ыми пло скостями е , 

** ”~ Эт(Г^~ыножестйа, состоящие из всех точек, у которых какне- 
либо той из четырех координат принимают всевозможные числовые зна¬ 
чения. а четвертая равна нулю. Таково, например, множество точек 
виаа (х.:0,і;1) , где X, 2, ± принимают всевозможные значе¬ 

ния э Т о множество будем называть трехмерной координатной плоское- 
хжі . Легко понять, что в четырехмерном пространстве суще¬ 


ствуют четыре координатные трехмерные плоскости, 

плоскость оси г, - множество точек вида (ЭС;у;і;0) , 

плоскость ли± - множество точек вида (х;у;о ; -6) 

плоскость йоъ. Ь - множество точек вид& (~С; О; ё/ & / с 

плоскость уѣЬ - множество точек вид& (щ у; ^ 

тонне также сказать, что каждая из трехмерных координатных 
плоскостей "^проходит* через начало координат к что каждая из тш 
плоскостей ”проходит“ 4ерез три координатные оси (слово “проходит 
ш 5 двсь употребляем в тем смысле, что качало координат ѵ> каждая 

из. точен осей принадлежит плоскости)■• 

Например , трехмерная плоскость проходи* через оси 

х , и. к ± е 

Аналогично можно сказать, что каждая из двумерных плоскостей 
является пересечением двух трехмерных плоскостей. Например, мсѵ 


кость х 

к . ^ 


является пересечением трехмерных плоскостей ? 
состоит из всех точек, принадлежащих, и тому» і 


другому множеству. Посмотрите на рис.16. Ой отличается от рае. ІИ 


тем 8 что ш дорисовали на нем трехмерную координатную плоскость 
■Ху Ъ , Она изображена параллелепипедом. Видно» что е-ть плоскости 
содержит'оси X , к 2 к плоскости ху , Жй * * 


19, Н екот орые зада чи. 

Попробуем теперь разобраться в том* в каком смысле «охни 
говорить о расстоянии между точками четрехмерного пространенъ к 
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В пп. 3.6 и 10 мн показали, что метод координат дает возмож¬ 
ность определять расстояние между точками» не опираясь на геомет¬ 
рические представления. Действительно, расстояние вычисляется для 
точек /}(эСі) і5 Б ( ^а.) прямой по Формуле; 

|ДВ| * І*г*И 

ИЛИ 

|лв| - 



для точен ®(я,;У') я В(Хг ;у г ) плоск ости - по формуле 
| /IВ | - \[~( X, - X»} 2 + ( і_іі ~ У*} ' . 

А доя точек й(Х,,$Г>2,) " ЖХііЦіі**) трамввиого 

пространства « по формуле! ______ —_ —, 


| лй | *• («(.-*{«)*+■ (Ч~ЧУ . 


Естественно и для четырехмерного пространства определить 
расстояние аналогичным образом* а именно, ввести следующее 
Опр еделе ние* Расстоянием меаду двумя точками 

я(*, ; г ,; і, ) « в(хк; </>; Ч ; 4) четмрехмерногс 

пространства навивается число { Лб| * вычисляемся по ■ 
форь у ль % __ ' - 

Ш\ - 4 (х,-*»)*+ (у.-д») г + ( г . -ч) г + (Ч~4 х / ■ 

В частности, расстояние точки Я (X, у; К} ѣ) от начал» 
координат ( 0 ; 0 | 0 | 0 ) дается формулой 

|ол| = /х 1 +^+т 1 +і г . 

Пользуясь этим определением, можно уже решать задачи из геометрии 
четырехмерного пространства, совсем похожие на те, которые Яи 
решаете по школьным аадакникам. 

[ Х 9 -І . | Докажите, что треугольник с вершинами Я (Ч;* 
В(3;0;-3 ;і) я С(-<; ?; -і;0) - равнобедренны*. 

ЩрП Имеется четыре точки четырехмерного пространства; 

Я(<; /; (; /) , В(-(; - Ч 1} 0, С (-І) 1; 1;Ч), Ъ( і) ~ I; О **) • 
Докажите, что зти четыре точки равноудалены друг от яру;’®. 

|х551 Пусть Й , б Я С - точки четырехмерного простран¬ 
ства. Мы модем определить угол Й$С следуицим образом. Поскольку 



'О 











мы умеем вычислять расстояния в четырехмерном пространстве* най¬ 
дем 1 86| , |НС | и | /)С| , ѵ .е. "длины сторон” треуголь¬ 

ника $ ЬС 

Построим на двумерной плоскости д Я Ь С такой* чтобы | 4*В'І 
| Й г С 1 | * | Я # С* | равнялись бы соответственно / А В | * |вС| и 

р| |АС( * Тогда угол й'д'с 1 этого треугольника и будем называть 
-Іуілом /іііС в «*е*ырехмерном пространстве.^ 

Докажите* что треугольник с вершинами Й(Ч,і } %3,зг) * 

ѣ($;Ѵ; .3; г) и С( /у3 ; -2;0) - прямоугольный, 

(І9~4,] Возьмем точки // * в ;м С из упражнения 19-1. 

Вычислите углы Й * В и С треугольника ЙВС . 


Четырехмерный куб. 

ЯО. Определения сферы т куба, 

< ПМІ» а і>А « ■ а ,чм*ш* .,.11 К п~с» 

Перейдем теперь к рассмотрению геометрических фигур в четы¬ 
рехмерном пространстве. Под геометрической фигурой (как и в случае 
обычной геометрии) будем понимать некоторое множество точек. 

Возьмем, например % определение сферы? сфера есть множество 
точек, удаленных от некоторой точки на одно и то же расстояние 
(рис, М ) Это огфе деление уже можно использовать, чтобы по анало¬ 
гии определить сферу в четьтрех^ерном пространстве« 

• Мы п примем ото определение, переведя его на язык чи¬ 
сел (для простоты, как и в случае трехмерного пространства* возь¬ 
мем сферу с центром в начало координат)* 1 /"Г ‘" 7 


-1 _о ^ _4 ) 

\ норный іилріоірияк) 
х г & і 


3 мерный 
I та р 


і. 


р * мерный шар 
(круг) 




" \ .• 

>4 . 


Г *= * 


>\ мерный шар 

1 

г. И 


И! 17 


Чтобы шреп да пение* как говорят 'математики,было корректным 
(и^ело бы счыс% было бы правомерным)«необходимо доказать что трв- 
угольник го с г речным | /|в 1 , Івс! и |Дс| может быть построен на 
плоскости. Ял я рт'#**м нужно убедиться в том* что каждое ' и* ©тих рас-* 
СТоямнй мепьчк* о уйм** двух других,т.е дсказать некоторые довольно 
*> » і Ор‘г» р г» ѵ гЬТ мг * , 
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Шй§Д8ление. Множество точек (Х}Ц %,1) , удовлетвори» 

щих соотношение 

2 % і 7 =- Я г > 

называется четмрехмерной сферой с центром в начале координат и 
ре дву с ом /?. . 

^• сли рассматривать не сферу, а шар, то указанное равенство 
надо заменить неравенством 

у\ X* * {: 1 < Я г 

Это замечание относится также к двумерному и трехмерному случаям. 
Расскажем теперь немного о четырехмерном кубе. Судя по на¬ 
званию, ото фигура, аналогичная обыкновенному, хорошо Вам знаке** 
мому трехмерному ну бу (ряс Л8). На плоскости тоже есть фигура, 
аналогичная кубу - это твадрат* Аналогию ммлду ними можно особен¬ 
но легко увидеть, если рассмотреть аналитические определения 
и квядоота. 


Действительно (как Вы уже знает© из упражнения ІІ-5), можно 
дать такое определение. 

Кубом называется множество точек (г, у, I) , удовлетворяющих 
соотношениям 

О С X < I 

* О <= ц с і (13) 

^ 4 / ■ 


*~то "арифметическое" определение куба не нуждается тт ни а каком 
чертеже. Однако оно полностью соответствует геометрическому опре¬ 
делению куба ‘'. 


Для квадрата тоже можно дать арифметическое определение* 
Квадратом на плоскости ху ??азываетея множество точек 
&$)* удовлетворяющих соотношениям / О * <Х 4 і 

I О & а < / _ 


^ Конечно, в пространстве есть и другие кубы. Например, 
множество точек, определяемых соотношением , -/ <и^{ 

-/ ?- 4 X , тоже является кубом. Этот куб очень хорошо ' 
расположен относительно координатных осей? начало координат яв¬ 
ляется его центром, координатные оси и координатные плоскости - 
осями и плоскостями симметрии. Однако для наших целей удобен 
именно куб, определяемый соотношениями (13), Такой куб* мы будем 
иногда называть единичным, чт^бы отличить его от других кѵбов. 
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Сравнивая эти два определения* легко понять* что квадрат де. 
етвительно является, как говорят, двумерным аналогом куба. Мы 
ёудем называть иногда квадрат -'двумерным кубом”. 

Можно также рассмотреть аналог этих фигур и в пространств© 
одного измерения - на прямой, Мы получим множество точек Л щш~ 
мой, удовлетворяющих соотношениям; 

О ^ ОС ^ 1 % 


Ешо, что таким 38 одномерным кубом” является отрезок. 

Надеемся, что теперь для Вас совершенно естественно выглядит 

следующее 




точек (ЭС}%}*-1 і') 


рем соотношениям; 


Четырехмерным кубом называется множеств*,' 
удовлетворяющих одновременно четы**- 


ОІХІ і , О 4Ц 4 І . 0 & 2 І .1 ; Оіііі. 


Не надо огорчаться, что мы не привели пола рисунок четырех¬ 
мерного куй а - мы я-то сделаем потом (не удивляйтесь, что можно 
нарисовать четырехмерный' куй г ведь рисуем же мы трехмерный куб 
на плоеном листе бумаги). Дик этого сначала надо разобщаться, как 
этот куб "устроен", какие элементе в нем можно различать. . 



Рассмотрим по порядку "кубы" различных размерностей, т.е. 

отрезок, квадрат и обычный куб. 

Отрезок, определяемый соотношениями о 4* ос 4 :(. , является 

очень простой фигурой. Про него, пожалуй, можно лишь оказать,что 
его граница состоит из двух точек О а I. Остальные точки отрезка 

мы будем называть' внутренними., 


<1 
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танина квадрата состоит из четырех точек (вершин) я 
Т'раница ”«®* т ат ше ет на границе элементы 

рех отрезков, (аким обр трехмерного куба содержит 

«т. “■«»■ рХГГот»..) - - й . 

элементы трех типов вершины 

грани (квадраты) - их 6. 

Запишем эти данные в виде та л ицы » 


Отрезков . Квадратов 

(сторон,рёбер) (граней) 


с”™.. лайн, "Уш _: 

“* ■■ " - " ^ - яя, 

Отрезок г - 

Квадрат и 12 6 

Куб 1 _.®.. _і ------- 

-«.»о перотисй. «*», 

и.,™ н».«™ Ф”ПФ» «■ • Р""“ м 

для отрезка П ~ & » 

для квадрата Л - 2. , 

ность этого элемента! 

для грани ГѴ-2 • 

мя ре.ра п, * і . ечитать элементом нулевой 

При этом точку (вершину) дооно сч 

размерности П.-0 . Тогда предыдущая таблица г и 

А 


Размерность 
1 ^"^--границы 

ІРвпмерносіь'^^^ 

1 куба 


и о;»; О 


(•і°;0 


I 

I 

Д~ 


(о; іі <; 


(о/ііо ) 


*х. 


т°) 




Рис.М 


К*а цель - теперь уже аналитически П 

этой таблицы. Для -’ того ““ щ ба ( рИ с.І 9 ) и по впало- 

просмотрим границы °тР«* ка * " ^. овна ^аница четырехмерного 
гяи попробуем сообразить, как устроена * 


I) @сть чисто арифметически% 
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О & и 4 і 


Граница отрезка 94 X і состоит из двух точек; 

X 30 О и X ** 1 . ■ 

Граница квадрата О 4 ОС - 1 * осуы 

содержит четыре вершины: 

х = о , у *о 
х~о, і, 

Х~1 , Я~0, 

. . х*і , °У~1, 

т.е. точки < 0 { 0 ), < 0 ;П« (X| 0 ) * (І; 1 ). 

Куб О 4 х 4 1 О 4 у С .1 А О І і 
содержит восемь вершин. Каждая кз <ѳтих вершин есть точка 

( ОС} 2 ) ) 

в которой ОС / у и X заменяются либо нулём, либо единицей 
Получаются следующие восемь точекъ 

( 0 ; 0 | 0 )і ( 0 ; 0 |І), ( 0 }І;О), ( 0 ;І;І), (І? 0 ? 0 ), (І| 0 { 1 ), 

(І*І» 0 ), СІІІ-, 1 ). 

—д Вершивши чатьгрехмернргс^куба 


С/ ^4- ^ ^ -/ 


Г]# & х * і ? о ^ у * 1 , о , о ** Ѣ х 

называются точки ( X; ^ / Ж; *&) , у которых X , ^ , Ж 

и І заменяются лідбо нулём! либо единицей*. 

Также вершин 16 потому, что можно составить 16 различных 
четверок та нулей и единиц. В самом дела, возьмем тройки,, состав- 
ленные из координат вершин трехмерного куба (их 8 ), т к каждой 
такой тройке припишем сначала 0 , потом I (рке* 20 ). Таким образом, 
из каждой такой тройки получится две четверки, всего четверок 
будет В *■ 2 и 16. Итак, вершины четырехмерного куба мы сосчитали» 


Вершимы \ 
(0|0;0;0 (&$!;*; 0 1 
(0;О;(;|) (1|О;1;0 \ 

(о,«;о ;0 

( 1 ;О;о -0 (*;!;«; О 



\ ч 
\ 

\ 


Вершимы 

(0;0|0;0) (0 ; і;*>0) 
(0-0; і]0) ( і ( О’ 1)0) 
(0;і;С ; 0} (Щ ; 0 ; 0 ) 

Оі 0 (°і°) (I і <| 1 і 0) 


ч . Ч^- 
\ / \ 


Рис 20 
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Подумаем теперь, что следует называть ребром четырехмерного 
куба. Снова, воспользуемся аналогией. У квадрата ребра (стороны) 
определяются следующими соотношениями (см«рис.21 и 18)? 

Ѳ6-ЗС.&Ж ^ (ребро /18 } | 

О^^Ж / (ребро ВС )• 

с; 4 1; 1 (ребро ей )\ 

О <, I (ребро <2)Л ) о 

Как мы видим» для ребер квадрата характерно, что у всех то¬ 
чек данного ребра какая-нибудь из координат шеет определенное 
числовое значение 0 или 1 , а вторая координата принимает все зна¬ 
чения между ;0 и I. 

Далее рассмотрим ребра (трехмерного) куба. Мы имеем (см» 
рие„2І): 

Х=О л у*# о & г <4- 1 (ребро йАі >5 

О Жг X & 1 / У~°/ Я™-* (ребро /7,В, )? 

ОС * I, О & ^ & 1; X ~ і (ребро 4 е / Ь 


и ф .д* 

По аналогии дадим 

. . Опре деление. Ребрами^четырехмерного куба называют- , 

Р ея множества точек, для которых все координаты, крош од* 
ной, постоянны (равны либо 0 , либо I), а четвертая прч™ • 
—_—-1 И щіавт все возможные значения от 0 до I , 

Пшшѳвы ребер? 


1) Х~ О р Ті * 1 9 0 

2 ) 04 х <°±, у »1, ~*.*а А Ь = 1) 

3) х = і , 0 4 Ъ-О, ъ~0, 


И Т.Д. 


Попробуем посчитать, сколько ребер у четырехмерного куба, 
т в е* сколько можно написать таких строчек», Чтобы не запутаться, 
будем считать их в определенном порядке. Прежде всего, будем 
различать четыре группы ребер: для первой пусть переменной коор¬ 
динатой .является ОС . (причем 0 .4 X 41 ), а у , 2 ^ 

принимают постоянные значения 0 или I во всех всевозможных ком-, 
бинациях. Но т уже знаеп ; что существует 8 различных троек из 

л У 


- га 



нулей и единиц (вспомните, сколько вершин у трехмерного щубэ). 
Поэтому существует 8 ребер первой группы (для которых переменной 
координатой является X. ). Легко понять, что и ребер второй груп¬ 
пы, для которых переменной является не X. % & ^ » тоже 8„ 

Таким образом, ясно, что всего у четырехмериого куба 4 * 8 - 32 

ребра. . 

Вот теперь легко выписать соотношения, определяющие каждое 

т этих ребер, не боясь пропустить какое-нибудь, 



У трехмерного куба, кроме вершин и ребер,имеются еще грани. 
На каждой из граней две координаты меняются (принимая всевозмож¬ 
ные значения от 0 до I), а одна координата постоянна (равна О 
или I). Например, грань А В &, Я, (рис.21) определяется соотно¬ 
шениями: 

О X 6 1 , М~° у 0 - 2 ~ ^ • 

''С/ 

По аналогии дадим такое 





Оп ре деление. Доумерной 

куба называется множество точек, для которых две какие- 
нибудь координаты могут принимать всевозможные значения 
между 0 и I, а две другие - постоянны (равны либо 0„либо 


Пример грани: 

о, о & и< 1, ж » і ■> о *>-і і. 


I 2І-І ,I Сосчитайте чнслг граней четырехмерного куба* 

Указ ани е «Мы советуем сначала, не прибегая к чертежу, а 
используя только аналитические (арифметические) определения® вы¬ 


писать все шесть строчек соотношений, определяющих шесть граней 
обычного трехмерного куб а. 

Ответ » У четырехмерного куба 24 двумерные грани» 

Теперь мы можем заполнить четвертую строку нашей таблицы» 



Ясно® что эта таблица пока еще не закончена^ в ней не 
хватает правого нижнего элемента• Дело в том, что, вероятно, для ; 
четырехмерного куба нужно добавлять еще один столбец» Действительна 
но у отрезка был только один тип границы -вершины, у квадрата 
прибавились ребра, у куба прибавились квадраты - двумерные грани* 
Надо ожидать, что у четырѳхмерного куба, кроме уже знакомых эле¬ 
ментов границы, появится еще новый вид элементов, размерность 
которых будет равна трем* 

Попробуем дать 




называется множество точек, у которых три координаты при¬ 
нимают всевозможные значения от 0 до I, а одна - постоян¬ 


на (равна либо 0, либо I). 


Число трехмерных граней легко сосчитать. Их восемь, так 


I) Необходимость утоления названия грани ‘(двумерная) будет 
выяснена несколько позже. 
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кап ддй каждой из четырех их координат есть два воэмечпшх з.*ачв 

нкя 0 и I, и мы киееы 2*4*8. 

А теперь посмотрите на рис.22, На нем нарисован четырелмер- 
нуй куб. На рисунке видны все 16 вершин» 32 ребра, 24 двумерные 
грани (они изображены параллелограммами) * 8 трехмерных граней 
(они изображены параллелепипедами). На рисунке хорошо видно, какал 



IV. 22 



Наглядное представление о четырехмерном кубе можно полупить 
ш другим способом. Представьте себе, что мы попросили Вас прислать 
модель обычного трехмерного куба. Конечно, Вы можете воспол ьэовяті 
ея "трехмерной” почтой. Но трехмерные фигуры почта принимав в 
виде посылок» а это сложно. Поэтому лучше сделать так: склеив 


ив бумаги куб» потом его опять расклеить и послать нам ьы'.рінп 
или» как говорят математики» развертку куба. ?,1 акая раз верит ну о и 
изображена на рис.23. 

Так как на рисунке проставлены координаты вершин, то легко 
понять» как надо склеить эту развертку» чтобы полуслед с эм куб. 



Запишите соотношения» определяющие каждую трехмерную 


грань четырехмерного куба. 


\21-3Д Можно сделать развертку четырехмерного куба. Это 
будет некоторая трехмерная фигура. Очевидно» она будет состоять 


из 8 кубиков. Если Вам удается сделать или представить себе ©ту 


развертку» зарисуйте её и на рисунке укажите координаты каждой 


вершины * 




о 


в 


»] 
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22. Задачи на куб. 

Итак, ш немного разобрались в том, как устроен четырехмер¬ 
ный куб. Попробуем теперь представить себе его размеры. Длина 
каждого из ребер четырехмерного куба» как и квадрата, как и обыч¬ 
ного куба, равна единице (под длиной ребра мн понимаем расстояние 
между вершинами, лежащими на этом ребре). Надаром мы назвали наши 
'""убн" единичными,, 

22-1. Посчитайте расстояние между другими вершинами куба, 
не лежащими на одном ребре (для этого выберите одну из вершин., 
лучше всего вершину (0;0|0;0) и посчитайте расстояния от этой вер-- 
шины до всех остальных. Формула для вычисления расстояния между 
точками у Бае есть, координаты вершин Вы знаете, остается произ¬ 
расти несложные вычисления). 

[22-2.] Решив задачу 22-1, Вы увидите, что все вершины можно 
разбить но 4 группы. Вершины первой группы находятся от (0;0;0:0) 
на расстоянии I $ вершины второй группы - на расстоянии ѵ^Г , 
вершиі гы третьей группы - на расстоянии ѴЗ* - и четвертой - на 
пае стоячии Чн = 2 . Сколько у четырехмерного куба вершин каждой 

группы? 

(22-3.] Вершина < 1;I;I;I) удалена от (0;0;0;0) на самое боль- 
иее рзестоь .ие, равное 2* Эту вершину т будем называть противо¬ 
положной вершине (0;0;0;0), а отрезок, т соединяющий - главной 
диагональю четырехмерного куба. Что называть главной диагональю * 
дли кѵбов других размерностей н чему равн?* длины их главных диагсм* 

налей? I 

.. . . ■"« 1 

і 22- 4,1 Теперь представьте себе, что трехмерный куб сделен 

из проволоки и в вершине (0;0;0) сидит муравей. Тогда из одной 
вершины в другую муравью придется ползти по ребрам. Но скольким і 
ребрам ему придется ползти, чтобы попасть в вершину (I;I;I) из 
вершины (0;0;0)? По трем-ребрам. Поэтому вершину (Д;I;I) мы будем 
называть вершиной третьего порядка. Из вершины (0;0;0) ь вершину 
<0;I;I) путь по ребрам состоит из двух звеньев. Такую вершину 
будем называть вершиной второго порядка, В кубе еще есть вершины 
первого г грядка - это те» в которые муравей может попасть, пройдя 
по одному ребру. Таких вершин три (0;0;І), (0;Г;0) и (І;0;0). 
Вершин второго порядка у дуба тоже три. Запишите их координаты 
(задача а). Из (0;0;0) в каждую из вершин второго порядка 
существуют два пути, состоящие из двух звеньев. Например, в вер- 




шину (0;1;Г) можно попасть через вершину (0;0;І), а можно - 
через вершину (0;1;0). Сколькими трехзвенными путами можно «опаст 
из вершины в противоположную (задача в)? 

22-5, Возьмите четырехмерный куб с центром в начале коорди¬ 
нат, т. е, множество точек* удовлетворяющих соотношениям: 

- 1 & х * і , -6 д -іс г 6 і, -/с -ь с і, 

Найдите расстояния ст вершины (I;I;I;I) до всех остальных вершин 
этого куба. 

Какие вершины будут вершинами первого порядка относительно 
вершины (т.@. в какие вершины можно попасть из вершины 

(І|І;І|І), пройдя па одному ребру)? 1 Какие вершины будут вершинами 
второго порядка? третьего? четвертого? 

Этот вопрос может служить для Вас контрольным вопросом 
по четырехмерному кубу: сколько существует четырехъ венных путей., 
ведущих из вершины (0§0;0|0) четырехмерного куба в противополож¬ 
ную вершину если идти но ребрам этого куба? Запишите 

подробно маршруты для каждого пути* указывая по порядку, через 
.какие вершины нужно проходите. 

{"22—7. Если обычный трехмерный куб пересечь некоторой плое- 
костью, то в пересечений/ естественно* получится некоторая плос¬ 
кая фигура - сечение куба* На рнс„86 показано* какие сечения 
получаются* если куб пересекать плоскостями, перпендикулярными 
к главной диагонали. Можно представить себе ату картину иначе: 
куб движется "сквозь" плоскость, вырезая в плоскости послед зва*» 
телъно разные ееченил. 




&е<се/к/# 3 ~ мерного кі/ія 
2-мерной плоское тью 

Рис.2Ѵ 


а 



сечен ця 2-мерного куіа 
1 - мерной плоскостью 


Рие.2*>' 
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Аналогично, если квадрат ("двумерный куб’’) двигать иер«*э 
прямую Г’одномерную плоскость"), перпендикулярную к главной ди® 
гоналн, то сначала он вырежет на прямой ©дну только точку* потом 
ота точка превратится в отрезок, который при движении квадрата 
будет сначала увеличиваться (до какой длины?), а патом --опять, 
сожмется в точку (рис.25/. 

Продолжим аналогию в другую сторону: пусть четмрехмерный 
куб проходит через трехмерное пространство. Тогда в трехмерном 
пространстве должны возникать трехмерные фигуры - сечения четы* 
ретмерного куба. 

Очевидно, это будут некоторые многогранники. Попробуете 
сообразить, какие Фигуры будут получаться, если четырехмерный 
куб будет проходить через трехмерное простраис- во, перпендикуляр¬ 
ное к его главной диагонали. 

У.гс$з§Ш!І§.* на идем от Вас обязательно строгого решения 
этой задачи. Ьё нужно попробовать решить прежде всего по аналогии 
с трехмерным и двумерным случаями. Однако можно попробовать датъ и 
точное доказательство, для чего придется, конечно, уточнить формули 
говну (например, придется подумать* чтр значит: "трехмерное проста 
ранетка перпендикулярно к главной диагонали"). 


Ротогрчиг НИИОП АПН ССОР 
І2Щ27, Мгчгкнл, у л, Лрнс ц м- 0 ., 1 
ЗйміЭ .4 У; ’■ ткгож /ООУР& 







1975-76 уз. год* 

Методические разработки для учащиеся В ЗМШ 
т теме "Длаяшетрия 14 # 

іі® Васильев а В*ДД>геимахер, І.М.Раббот; 


Ча'і*ь 1, 

ПРЕДИСЛОВИЕ 


ЭіХ! разработки посвящены геометрии не. шю с кости* При шс состави¬ 
ло шш использованы шшшз Ж* Адамар "Элементарная геометрия**, 
й.Васильев и В.Гутешахер "Дряшѳ ш кривые", А«Тоом, В,Гутешшхер, 
Н.Васильев, Ж„Раббот "Задачи устного ыівшшв но математике". 

Тенет разбит -на четыре части, которые нале чат аны отдельными вы¬ 
пусками. Нумерация параграфов к рисунков сквозная гёо веем четырем 
частями в 1 части § І г во Л - §§ 2,3, в Ш части - §§ 4-7 и в II 
части - § 8* 

СОДЕ'РЖАВИВ. 

1 часть* | I, Основные факты школьной планшетрш (сводка теорем)* 

Л часть* § 2„ Первые задачи про множества точек.. * , # А , ь 

I 3, Азбука ^ . 

1 часть, § 4, Пересечение и объединение. . „ , # е , в ^ й # 4 
§ 5» Преобразования (сводка определений) . 

§ 6* Метод координат (сводка формул) . * . # , , , , 

I 7. Основные геометрические неравенства 

ІУ часть* I 8. Множество задач .*,,*<,,** 4 * . # # 4 

Указания и решения *' * *• * . . 1 . * . * * ; . 4 , , 


В тексте этой работы несколько основных: линий* Вначале (§ I) - 
несколько формулировок теорем из школьного курса іеоштрші ш рмщ 
Вщвч.ф йродо/Шіющі эхя Теоремы. Затем !§ ё ш Дальше) речь вдет о 
задачах иного тщ&: в них нужно нь просто что-то сосчитать шлж до- 
казать, а провести небольшое исследование — найти множество точек 
иж построить фигуру. Впрочем, основные приемы, которы# здесь об- 
с уедаются (использование соображений симметрии и геомѳТрйЧе скиі 
ЕреобразованяЙ, представление искомою множества как * объединения 4 
нешторші других, наконец, метод координат!, бченѣ полезны при р&- 
. тшт сашА разнообразных геометрических задач. В § 7 ж вновь яе- 


речисдне» несколько теорем мз школьного курса геометрии * на зтот 
раз отіюсяавазя к геометрическим неравенствам. Е Лсшмш § 8 сойрьш 
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самые рнзтща задача - он поможет вам--проверить себя: сумеете ли 
ш подобрать ключ к такой задаче, про которую на известно, ”иа 
какую она теорему”, "на какой метод”, легкая она или трудная. 
Особняком стоит-§ 6* Это просто сводка результатов "метода коорди¬ 
нат”* которое полезно знать для решения задан по геометрии. 

Какие именно задали удобно решать методом координат жж с но- .. 
мощью тригонометрии, какие - чисто, геометрически? Определенный от¬ 
вет на этот вопрос дать трудно. Умение находить саше рациональные 
решения Геометрических задач достигается, в основном, практикой, 
поэтому ш очень советуем вам постепенно прорешать почти все эти 
задачи (й после того, как вы пришлете контрольное задание). 
Существует много сборников геометрических задач - некоторые из них 
перечислены в конца текста, - так что любители геометрии не останут¬ 
ся без работы, хотя в нашей школе геометрий уделяется сравнительно 
скромное место; 

і X* Основные факты школьной планиметрии, 

I* Параллелограммы, 

* - **»ИГІВ*»І«*И1іГІ«ЖИ»*«»и-»ГГ ..ітиі^ИМ» , 

Дараллелогршшом навивается четарѳхую’лышк. стороны которого 
попарно параллельны. 

Теорема ХЛ« Во всяком параллелограмме противоположные стороны 
попарно конгруентнн, 

В ©той теореме условие состоит ив двух частей: 

X) да® противоположные стороны параллельны \ 2) две другие стороны 
также параллельны» Заюшчшше тоне состоит из двух частой: I) две 
нротавоподожные стороны конгруэнтны& 2) две другие также конгру¬ 
энтны* 

Так как заключение обратного предложения можно получить, беря 
либо часть условия* либо полностью всё условие данного прадложешя^ 
то теорема ХЛ имеет дао обратные тѳорѳш. 

Четырехугольник будет параллелограммом? 


/ 


^ 3 


г*\ воа * «го прожгаоподоануа стороны попарна кшач 

У, Г«« «...*-»»<№ продиошшжм .... море.» 

параллельны. 


Я**™™** оарамвюграшл деля* я№ »? р * 

т пересечения. пополам* 

г», іі,чпц ж шаг опади чвтырвхугодьивка деля* с д 

; чбт9тѵояѣ иш - штт^т^- 

Ъ точке пересечения пополам, ю <* 

„0„„ й. НИИ ИМ»» “ ягми, “ "* в 

Саддам. В «ИМИ «И,»»"” 

м^мГайм» г», Р»м* 

« 1 т —. ВммЛ шцммюгр»»». » ”*>*“ 

лк конгруэнтны — прямоугольник. 

та алччтПК ДЛИНЕ ЬОДИЯіШ раВНЯ ПОЛОВИН3 
Следскне«'1'рац-0Ш,'«Л # в котором Дл^а ад. 

дд >сгоршш * прямоугольный. . , ^ „ м 

•іеорема Г.4.- Диагоиам рсиба взаимно иерввирк|н«ри- * *-* • * 
ѵглы пополам о 

т »4 т°\ Всякий варалделограм, дй&гсй&д •> 

. 25В2ЕМ^іий.8й-4-^*‘ ^ веакий «Аралмемграми, дна- 

гоиалн которого дедах »ѵлы пополам, есть 




Изльнмае а _л 


іраз 


, ворвма 2*Л. ьо всяком «дегмыш» иерпеидику*^ 
,„Т^Й . * сред»»», («д-Ч»»). «I— * “ Д,Л 

~2тА Во мм ,рчгпм»“ ,р» МММ о.і»оеи«е* ■ 


одной точке 


ЙѣС 


■,с< 

X 


и & и і пасЛ]« ирозодем чере$ 

— іг- 7 1 - ««в, -і ши -..(яеі.!»,. ““ 

\ ЖЛ ооразсм } новый Треугольник л Ь V . <»ены Д 

С квчахь, «о І-оогн тре? годіммю Н Я**-*- 

\ / , с« перпендикулярами, аосстамеишй и о*«рои» 


рис. 1 



/ 


4 / 



♦ пч» 

нового треугольнике в шх серединах, и затем сослаться на теорему 2*1, 

Теорема 2*3» Во всякой треугольнике; 

I е ) биссектрисы трах углов пересекаются в одной точка; 

2*) биссектриса одного т углов и биссектрисы двух внешних 
углов, к нему кв прилежащих, пересекаются в одной точке. 

Отрезок, соединяющий середины двух сторон треуголъ- 
вше, параллелен третьей стороне и равен её половине, 

Й 5 Е 1 М^§ 4 >- Три медианы треугольника пересекаются в одной точ¬ 
ке* лежащей т одной трети длины каждой из них, считая от соответст¬ 
вующего основания, 

3? Свойство вписанного угла* 

Угло», вписанным в окружность, называется угол, образованный дву¬ 
мя хордэмч, МѢСЯЩИМИ общий конок» 

. • 1 

І4- Всякий ЬдіИсавнні'І т окружность угол измеряете я ПО¬ 
ЛОВИНОЙ дуги, заключенной между его сторонами * Он конг РУ эытен П0Д01ИИ€ 
центрального утла, заключающего ту же дугу*. 

5 ШШШШ*, Все углы, вписанные в одну и ту же дугу окруж- 

жеста, чснгй'^ткім кАкймснлдиѳ одну и- ту же меру, 

2'\ ТгоЯф вписанный в полуокружность - прямой угол» 

Ішша 3 » г« Угол, образованный касатеяъной'Зи хордой, выходн¬ 
ой не точка «асами* измеряется половиной дуги, отсекаемый этой 

хордом * 

Хдорема У$1и Угм » образованный двумя секущими, пѳрссокащями- 
ѳа внутри окружности, измеряется полусуммой дуг, заключающихся: 
ад*а ~ і»Д,ду 5ГО сторонами, другая - между и продолжениями. 

Іар р^ма 3°4, Угол, образованный двумя секущими, пересекающимися 
»*• окружи сети, измеряется подураэпосуыо дуг, заключенных между 
ого сторонами, 

ЙЙИИ9_51§л «севом выпуклом четырехугольник», впмеаввоѵ в 
ожруиявсть, сумма противоположных углов равно двум прямым утком» 




Обмдідя те орема 3»5* Если в выпуклом четырехугольнике суш® 
противоположных углов реви® двум прямым углам, *6 четырехугольник 
может быть вписан в окружность# ■ 


4* П. о д о б и о , 

02ММШМ^МШШ,ЛІ1*. Если несколько параллельных прямых пѳре- 
сечена двумя секущими, та эти секущие делятся параллельными іа про- 
п о рци о на льны а час ти» 

ЙМ2МЕЕі зримая 2) В ь параллельная стороне ВС ірот^дь- 
пика /73 С , делит две другие сторона ЙВ % ЙС не про¬ 
порциональны® чисти» 

у вию^ Вели прямая делит две стороны 
треугольника на пропорциональ ,-ю части, то ока параллель®® третьей 
стороне® 

Ід оЕвыа 4м3» Во всяком треугольнике! 

I*3 биссектриса любого угла ладит противоположную сторону в® 
части 9 пропорциональные прилегающим сторонам; 

2 / биссектриса внешнего угля делит противоположную сторону 
внешним образом на две частя* пропорциональные прилежащим сторонам* 

МЗММЕл. !*• Пусть- биссектриса угла Й треугольника 

/& ЙВ С (рис*2). Нужно доказать, что 


.О С 
Рис. 2 


Проведите прямую /6'^/ ? лараллетануів 1/43)) 

до пересечения в точке Б о в доками, 
чго / Йк/~/ДС/ * затем воспользуйтесь теоре> 

шй 4*2 для треугольник® /9^6 ? , 


.І85Ш2&-.С., Биссектриса {$Рц взѳрііѳго угле $ (рне.З) тр#> 

. / угольника $&С пересекает продолжение стор&~ 

ѵ ЙН О*»’ в топка (еедм треугольная - ^ 

^/7 ~ не равнобедренный). Кушво доказать, что г^ЕХ/Щ) 

у /К "~'^ Ч ' ч ч ч Проведите прямущ (СО) і дера яяежьвув {Яр) ’ е 1 

--С.““^и докажите, кто МСНШ ' 

Рис .3 

Й2НЦ8?«^222?НЗ~11іл і*« 8сдя прядая, выходящая на дерчмям ?рв- 
угольника, долит внутреннем образом противоположную с?зреіг? и® жее- 
111 » пропорцжотелъжке Д^уж яралвжадкм торовам, тс осе жідяатеж <йю<~ 




ОаКТрЯСОЙ угла яш вѳррше* 

2*„ праиая» выходящая из вернаны треугожьвшса, деда* виея™ 
вим образом врртившоловяув сторону аа части, пропорциональные кри 
лежащим сторонам, та она яыяѳтоя биссектрисой ооетвѳтствувдѳі'о 

внеивег© угла. 

треугольника называются подобными» зога они имеют равные у г- 
ц й ях йоответотвуэдиз стороны пропорциональны. 

Теорема 4°«. 4> {лемма о подобии треугольников). Воакаа ирямая^ѵ 
шралдвд&вай стороне В -5 треугольника ЯВ& 9 образует с двумя 
жругші его сторонами треугольнш $2)& ■ * яодоошй первому« 

л 4 іь* ’Гі . _ / / Ш 1 .ял к. г№'? гол >.* 




Рас. к 


йршщчщшйч Прямая моеѳт быть как 

вйутреяной во бявовіеаша к л $ЗС 
(см«рас*4а), так в внешней (рис.46)* 

Теорею 4«5« {прязаакиг подобия ярѳугодъвюшв) 
Зва треугольника подобны* води выполнено 
одно из следующих условий: 
г*) они имеют по два угла, соответстванно 

коягрузнтйых друг другу» 

&*) от мм&ют ио конгруэнтному углу, в&- 


ігаюс; 


5*) ^рм стороны одного пропорциональны трем сторонам другого» 

ОткошбймО ѳоот^втствѳішиж сторон подобных треугодьнйков называет- 


ЩотШ &!§_• Омошѳнив площадей подобных ярѳугольрков равно 
оѵвѳйю&іЬ квадратов шх периметров и раяяѳ квадрату коеффк^ента 
оодобкя. 


Введем следующие д&ямчѳвші а^4 9 с 


даны еторщ треуголъ 


шшса; 


' Й,В,й " угля яротив этих сторон соотаеіатзевно; 

“ дайгса шдааа, выходящих сооііетстьѳйко ва этих 


А»А *А - Д®»8Ы бисеаитрйс, выходящих соответственно вз этих 

, , , угяов; 

/7 Й >, Ь с - длины высот треугольника; 





етояшш от & да двух тек ябреоѳч&ищ каждой секущей о 

окружностью $о*і величипа постоянная. 

І#Л|М|«Іі2і в круге нров#о?и две хорды ЦУЗ) % ЕС-іЦ 
* , Соя.рис.5), пересекающиеся э точка В внут- 

Р* круге, то 


» Приведем акомймамчооков определение пло- 
*®дй многоугольника, перечислив те её свойства 
Рис. а Которые аеойходвмы. " 

А I. йлсададь щргоугольама~цодоЕнтелъйое число, 

4 іі Иттт разных (конгруэнтных) многоугольников равнн, 

А І« Коал «шегоуг.олъаик разрезан на несколько шогоугольни» 
** Ѳі ‘ й площадь равна «уівм» пдощадей этих многоуголъ ников, 

А 4. Йлощадь треугольника равна половине ироназедеййя дт~ 
ші его бековайт на длину его висом. 




$ Ш 

ЩчпЛ’ * (- **■ *рч«|,, вежаііие еоо*эй*ств@ннр на 

фдорсаёх В В % $8 ірвуа?ойьі|йка іФвй 
і щъ*Ъ Л *» %йта йурвеэчеайя Т$$*1ш$?Р§ 
Ш томшт '■ 4 ■ * 4 

.** Ш*і л * I ваЧ „к 

^ шѵл* е * ту-**- * 

4 йайти отноаениё / I л й ■ 

іЯ'ІП да * 



к рашайй» буде* до&олпйіедьйов іібехроеыие 
В Ш“ «в*** *8«КУ т>ямую, параллельную 
|ІЬ С /, Обозначая Ч4рев 4 * Язчку пересечений 


Рас 4 


іѴЖІфй ЬЛЫС% ЩяШЩС^пВр * 3?8ййр& ш ^гоягён 
бвёФзш шшу зеда^ к іідйчѳ ІІ ИрЯѴѲЙ* 

іііЩіШкІЦі^в) • !ія берёзке я ежат дву 

*0чкй й Ц , причем Ь?Й'*| < | Я1І| . 


ѵ . I ■!■ 


Л 




* 


> 


9 - 


іяс'] 

ІС'ВІ 


\Ш . к . 

\ѢС\ °~ 


И8ЙВІ 05Н0В8ЯН6 I $ѢІ л ГР м«„ и „„„„ 

м „ лш' ьАйСЧ* 9 а: В ’ “ Д 5 ** подобия ТрвуЗРОЛЬВЯ- 
3 П ЛСС следует, что ШШ „ IВЯ I в д 

ля#'. №% ^ЛГ^тлГт■ 

Вв ®Д9к новые обо8начвййя:|^5/=^/ПС^ж.,/с?)ЙА /* С ' 7 
0 8ацвм8м евда'іу 5-Іа) в этих обозначениях, ^ 

* • Известно , что — „ , л * 


Найти 


=/ «) 

4'" ^ /2.. 


Реаенае 8°Тб) . 


^-2Г~ « 7^” ППй с-л 

Л с 41. { к с (3) ’ 

Пѳрепанѳм уежовио (2) в виде 4 - &, 

А У " у ^ &а. (4) • 

Разделив почленно (4) на (3), получим 

Оювда находим / і л . )&„.'* / 

Искомо© С'гкошѳнйб^равно: // /ё. -/ с ^ 

' С ^ с2. * 




йзМ&ВЛи&я. Пусть $ { С « точки, жтвшп боочлехатрчянр 
сторонах ВС *т треугольника Ж * 

«ѵвовчони. ФУ шреу. Дены 0280ННЯИЯ ?МЙЯ 

, І&я'і _ / 

ІС'ВІ е ІЛ 7 СI * *«- е 

П0К8В8ТЬ ? 7Т9 05ЯОШОНИв / 

4 ~ ІВ44.І — {* » /- , 

лзг2ЕШ.-§*Зх Нуг-хь /2. точке няугрн треугольника #&С я 


< к] 

,'&У »„... 




^^ ^ '•■''Ат.-; 1 Г 


4" ' , . .• 


, й 7іГ 1 


,: : і 

'4 . - " ' %,.‘7 

№«1^. 1 д..- 





■* 11) - 

1* іочки пересечения пряшх А Я,@Я- ооояввгстя 

ве е аряшмв ВС? АС > А В , Тогда Ы пустъ 



ж'\ _ 

ЦѴЙІ 

[С в'і 

і-і 4'4 


= к 
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= ** 
~\1 . 


Доказательство» Не Задачи 8Л имеем 
& Й& ІЙД8Ш ^ ^ ^ ф * 

ВрйравліШіі нравна чае*и (5) Е (б)* получаем 



(теорема 


Чевы)« Пусть 

Ж? Й А/* 



/у А в / ^4 




і"-ѵ* 


4 Л і. е - /- 

/ „*/ ИУ / 


УІЙ л_. 


СОЧКИ- 


вФ ГйГігЙ I Й9С 




Методические разработки для учапщзсся 1 
по теме “Планиметрия^ 

И Л .Васильев* В.ЛД^ѳнмахѳр 


Часть й Р 

В этой части разработок ш вначале пр®$ 
о решениями на нахождение множеств точек* 
торим условиям* 

Нщо внимательно прочитать решения этю 

понятен текст на стр® 9-10 # где ш обсузда* 

нюАта ч 


*'ІВ : 
















1 


‘ л Заѣвчв 2А » Іоацн отрезка дшаы Ж скользя* 

но двум отравам данного прямого угла. Каку» линию описывает сере 
ива отрезка? 




Постройте сколько точек этой шшші Шт ж 
сделаете й!іо достаточно аккуратно, то уведите, 
что вое они находятся т одинаковом расотояшщ 
о?? вершине 0 данного угла® 

Возникает предположение: макомая линия « 

«- дуга окружности радиуса сі/$ о центром О, 
Рис.9 Теперь нужно эго доказать. 

Доказательство а Докажем сначала, что середина /ѵ данного от¬ 
резка йВ~сі всегда находится на расстоянии еІ/% от точки О % 
Это следует из того факта, что медиана ОМ прямоугольного треу¬ 
гольника ЙОЗ равна половине гипотенузы $& * 

Ватам мм должны доказать, что середина отреэщ 
^ пробегает всю дугу окружности, лежащую внут«*. 

ри угла, а ко какую-нибудь её часть (рис. ІО)* 

1 ^ самом дѳлѳ, черзз любую точку /V ' аашей 

&У ГЙ т молем провести луч 0/ѵ ., отложить па 
То Тл і6у 05? Р е30Н ^/Д. * опустить из 

^ ис ’ 1 2) перпендикуляры на стороны 

угла - щ нужный отрезок ЙВ с серединой в точке й/ готов! 


Рис. 


Можно дать другое (аналитическое) решение этой задачи. 

Примем стороны угла за оси координат 0 !$ 

4(0.2*) “ °У • Пусть ЭС , ^ - координаты точки/Ц 

X, * (середины отрезка ЙЗ )* Тогда точка & 

^Ч^МСЗС^У^ имеет координаты ( 0, ), точка 3 ~ ко- 

{Ч ч ^ ординаты {2x^0 )і причем X ^ О ; ^ ^ О 
| \Ы Іх ^Яо условию, расстояние между точками $ и В 

©™“. 5с равно і __ _ ___ —у 

Рис.. 1 1 і ! (Л г • О)* Ц (О- йу) л - 14^ Г' >Щ) - сі 

Такик образом, координаты {Я? ? ^ ) точки А/ искомого множества 
удовлетворяют следующим условиям: 




- 3 - 

Ми знаек (еи.§ б), здго Х А / - уравнение окружное™ 

хи с центром { 0, (? ) радиуса еі/у . Таким образом, искомое мно¬ 
жество «* чдст& *?в§ окружности, лежащая внутри данного угла яс ѣ О 
у > 0 дуга с концами в точках , 0) и (0, <а^ ). 

яыь? 5»в квадрат * ЧііСл) . Найта на плоскости множество точек 
М таких, что сумма площадей треугольников 4М& я СМ2). 
разяа суше площадей треугольников ВМС в 7)М$ . (Рис Л2), 


Поскольку площадь треугольника равна половине произведения осво* 
х 'А'Р »воі»а на высоту, то, принимай за основания 
уУ* / Ѵ\ ^ треугольников оторовк квадрата, можно свести 
^ 1 / П ' задачу к следующей. 

/ V Дан квадрат. Найти все такие точки шюо» 

/ I коотя, что суете расстояний каждой из них до 

/ 1 двух яротиэоположвых сторон квадрата равна 

А К д Суше расстояний до двух других его сторон 

Рм«. Iт (под расстоянием от точки до еторенк.квадрате 

поажмают расогекшіе до прямой, на которой лежит сторона)* 

\ 

_. решение & Ътіыт ,т6$т точжу М впу-грщ твщшг $86:. 

•‘уама расстояний от точка И до двух противоположных отероз р®. 
ю ДЖБ6 ашорошм іевйдрз^а* Поэтому іояіші точка^ лежащая зшужш 
квадрата (ж т .да сторонах), па и аодхад мт прияадвшт шн§- 

тм $ шттту)ъ Оотается последовать вое точки, лежащие вщ? тш* 
драта« • 

Тоцжя, раоноюжамямо в полоса мѳжду продолжолшшш двух пароле 
сторож квадрата, явно но годятся і суша ^со^ояякй от шмш^ 
деі такой *ішж до втж двух: сторож равна дшн© отортш 
раэігй,'а иуша расстояавй.до двух других скорой вавадош больше* 

(рйс.ІЗ). 

^® П0 Р Ь рассмотрим точна, дажащіе »вут|ш утѵ 

об^шаованного продо^авювш двух сооадшпс 

^Щ^' 0?0ра квадрата (ВС\ *(Щ . Точим, та*# 

1,8 Л®сект^іса этого угла, удовлетворяют тра^ 

бомяию аедачм» Докажем, что другие точки 
Рмс;.ІЗ не подходят^ 

Впяід^м лгбуш точку N вяутри ушцч* тжящгш т тжтърѵ* 


'ЛггшА 





вд. (шуохіш из іЬіё перпендикуляры Л/И и 4^ ии продолжения о*о~ 
рое ЙВ и № квадрата# Одаа из 1 ** 14 : пересто* Фто^тщс^ в нѳ~ . 
К *>ѵф , г* К0 ®°Р°^ /V ♦ (РмоДч}* СЧШВДНО, 4*0 

” раосжояняй оі* яочшш /ѵ до прямых ЙВ 

Ь с %Шк » в® жахая ЖѲ| ней о* точт м , а суша 
> А *~" раосгоаішй до прямых и ВѢ ~ большая 
Но мы аваем, ч^о суммы расстояний от точки М 

- **шЛ^ -Л^:— равны® Сдодовахѳлыгѳ, точка $ не удовлѳэево^ 

* ряез? требованию задачи* Ясно, что аналогичное 

Рис* Й рассуждение можно провести и по отношению к 


точкам, лежащій внутри других углов® 

Таким образом* ш доказали, что множество всех точек шшокоо- 
; жм, удовлетворяющих требованию задачи, состоит т внутренности 
квадрата и продолжений его диагоналей (рисЛЗ)® 



■ Вамечан иа^ Поскольку все стороны кв&~ 
драта фигурируют в условии задачи севера 
пшено равноправно, неудивительно, что все 
его четыре оси симметрии являются и ося¬ 
ми оиюкдтрии полученного множества точек* 

4 

Теперь намного обобщим задачу® 


2 оЗ« Найти множество всех точек шш- 
І* ис * ^ * скости таких* что сумма расстояний от 

каждой шв них до двух противоположных сторон данного вршодоояьви» 
іа равна сумме расстояний до двух других ©го противоположных 


сторон® 

Решение* Эта задача отличается - от предыдущей только *вм э что 
здесь вместо квадрата задан произвольный прямоугольник; обозначим 
длины его сторон через А в і * Случай, когда й^ё , мы уж© 
рассмотрели* Рассмотрим теперь прямоугольник, отличный от квад¬ 
рата І пусть 0>< $ Щ 

(очи, лежащие внутри прямоугольника, а также между продолже¬ 
ніями больших его сторон, ве # удовлетворяю* требованию задачи* 

Пусть теперь точка Н находится между продолжѳишша мешъшж 
здоров прямоугольника® Обозвачшд через л её раостояаиа До бшш 
йайшй большей стороны прямоугольника, тогда расстояние до лротм* 
жодоложной стороны равно ж, і а- * Для того,.чтобы точка удевает- 
воряш ірѳбозави* задачи, нужно, чтобы выполнялось равенство 
Х + (Х*&)■&,$ % откуда ■ ' 


- •? ѵ" 


_с^ЗЯИ ’ ^ л: *# ' 




.. 4 ч .* '■* '**’ 


-с . і '* ^ 

\ , ЛЧ', '--» 


^ I ' -К- 

I Ч* 


. - - 5 - 

№ _ Ѣ=-4= . 

• * V» /Л* •» г * К > ѵ ;• г ,* 1 '• 1 ІІІ- ‘ О 

ШтЩШ Такй м о^воч, среди «чей, »« ттУ 

ЖШ іата о«р » ,™ м щ мрии ттеяим» 

каѵкх» ?■& Жа — продолжениями мевыих оторви ар -з 

I ” п 1 ка* условию уяо^лѳтзоршот та и только * у 
Г .очки, кода находятся на расстоянии^^ 

~-4~~М" доТ^айшай большей стороны 

р {Г |$ , ѵя ючки заполняю* два отрезка ч 

яюбчю точку М , авюаюу» *'І гяв » обрдзо^. 8 -” 

Р ’ Ю “ ИР “ ”Гпро»»тоия»« ГЬП о»«Д«» «ч« ** 

----—| ф С „рмортиытоа „„ , № 

"-Ч---Г°Л‘ до сторон СѢ і ВС соответствен*.* 

•; а 1 тогда трвбоаанае задачи ложно записать так. 

- | ІЯЯ ?2 Л /І'т*« г 

г Ц--- . Вам8Ив тзпѳрь, что «.еда л- Д / ^ 

Р но рассматривать кая координата *о«« П ■ 

р ме . { 7 з оястама координат о осям ^ - * г/ 

В этой скотома координат уравнение /л/ і , (Рис. 19 ). 

««— * дГ«1Г“» ч*. —- 

' | яиих в рассматриваемом угле, третям» . 

__ ІіШ „о^^. » \чт+Ъ?&. 

Г Ь.?; кохорме дежа® на прямой > * 1 V* 

такие же рассуждения можно провеете я 

^ .. ІМ 0СТ8ІВНКХ Трех углов. ЙТЙК, Ж йосдело- 

& I с I ваз® вое точки пиоскоохв. вномеот ® 5вх - 

I I , точек» удовлежворжоакж постевдввному «рел«>- 

Д | «о дйншв, вэобрачвво на ряс. 20 . 

І УІ.» 1® „ Л ИМГ'«Т!ПЗГР,ТОК шшшвч д@® о®® симметрии* 5 

&М235ЯМ* симметричных сторон фигурируют в 

•й условии совершенно равноправно, можно било 

ШІераау догадаться (рно.2І), что хревуеиое 

-- 4Г х няокеотво точек Оуде* ние» хе ее две оси 

I симметрий? поэтому при решении доохвхочие 

I , было шооявдевать точка ее все* плоскости, 

•§Щ Л а 50 ЯВВ 0 одно* и* четверге», *• потерей « 

рда зт* «Н5«* 


9 

» ч » 

я , « 

і' у. 

>:Ь 

ч •» 

• • • • 

;, •» * 

':[Ц1 

и 


Рас* 18 


: •■ . 

(? • * • * 
миммям 


;і % /ѵ 

1 !* гѵ* 


ОЖКЖ Іб 89ІІ ЙІОСЮСЯі 
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Рис.20 
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При решетам зад ®ю& 2.2, щь имеются чежрѳ 

« 

оси отиатрии, ысхве было огравмитъоя после- 

ЖОУШ'ми только одной восьмой части плоскости 
(рис,22)* 

44 іаі» Дааа прямая |2 и точка $• 
а)еай*в мвожѳствосередйи отревков //А , где 
и *» проиввольная точка прямой & 

@) аайаи шюиаохво точек /V «и*- 

оттт ттт Н# дехш № врдеа® С> * 

Т\ • * ■ *■ 

' в) вайп мюиосэдо де до $ ттхр тъ ко вед 
Л ' оврввш © серѳдааой в даішой точке 
п шшв йа правой 9 

Уме ние вами $). Д ш каждой точки Ж 
пряно! -&> можно построить еданствевный отре¬ 
зом ЙІІ * у которого конец Й - данная точ¬ 
ка а 'Н. - середина: да этого нужно обло¬ 

житъ, на прододжешш отрезка отрезок/» 

щнз'^іч): ; “ 3 

ПтаКі, шбая то^ка М искомого множества 
подучавшей іа какой-то точки прямой ^ * тт 
@ё й оадвйеушъ в 2 раза дальше 11 от точки Й # 
При подобное преобра бозшіш - гомотетии с цент* 
ром в точка /? и с коэффициентам 2 - прямая 
-іі парей деш* конечно^ в драму® пара л 

жельауш $ ш отстоящую от точки вдвое 
дальше* чем прямая « Эта прямая & г (пока- 
ванная на рисунка яунктирой) в будет искомым 
множеством^ 5 ^ 5 ) * 

в 

Оказание к задаче в)* Постройте приму® г- 

еллс> ~-Ъи .л лт г>. ьч д.«-*м Ьі шіДмміімдиа «я*»»/А»мяь -» * •* 

симметричную прямой & . отаосштетао центра Й 
Она м будет искомым множеством* 

2л5* Дан угол ш внутри него точка Й « 
Постройте отрезок, копны которого лежат шг сто 
рпиях угла, в «вредина « ч давно! точке /7 * 


«*, 7 - 


2 б. Где может находиться‘четвертая вершина квадрата* седа А** 

^ его вершины лежа* на одной сторона данного ь. і 
./ роге угла, а третья - на другой (рис#2Ь)* 

.| М Указание к зада ча 2* 6» Легко найти одну 

/ , точку тг?ы?го множества: нужно взять на одной 

^ ■'« * ■ «И-™™ стороне утла точку Р * опустить из нее пер* 

Л Рцс-іВ Пвндикуляр Йр Й8 другую и, приняв этот пер¬ 

пендикуляр за сторону квадрата* построить Вы,в 

квадрат а найти ©го четвертую вершину М * 

у 

уі - ' Теперь заметим, что другие точки искомого 

і^Х, г д^ і множества можно подучать* если весь рисунок 
У^У\ і сжать к вершине угла $ (или растянуть от м«р*- 

^ І ьч .Х.Я _ і- фи$ш Й ) в насколько раз; при той точка М 

(рис.26) описывает луч о вершиной в точке Й , 
Рис. *?5 Условие задача допускает ш вторую возможное? 

(рис*27)» Две вершины квадрата могут лежать на 
у другой сторона угла. 

/ Ясно, что этим исчерпывается все возможные 

{, случаи? любой квадрат * вписанный в угол так* 

Ж . как оказано в задании, получается гомотетией 

центром в точке ^ либо из одного, либо шв 


.•■•'Г" 


I 


ис 2 7 


Найі’й ийоиѳсіво *о- 





—[ МОТ—ЮТІІ Мі^і 



другого квадрата« Потому ответ в этой задаче 
такой: искомое множество -* два луча с вершин о*' 
в точке й « 

О преобразованиях мы подробнее поговорим в 
§ ^ 

2.7* Дааа прямая В . Нейти мнолвсіао то- 
чек, которые: 

а) находнюя от неё на данной расстоянии Л>0 

С) ааходятоя от нео аь расстоянии а, м#яхшв Н 

Ответ в задаче б). Две лол?алоекости, огра- 
ничааныѳ прямыми, параллельными С ш отстав- 
ниіяі о? неё на расстояние <1 (рио.28). 


«с I |$ 


Ь * $$7$ 


2 . 8 , в).Найти множество точен, сумма рааото- 
янпй от которых до двух двиних иарадіемыг^^ 
прямых равна данной в^іичмйѳ сі > 0 $ 


я 







і Г • { 


ѵ ‘ 


.6)* Ш$т к*ожво*в& 
©жорді жіадрагя (шжш шж 


*ояѳК| оуша расо^ояний о? которых до трах 
продолжений) равна величине Л>б * 


йусп?* расстояние между прямыми равно е 
И іЖ >С $ €І ~ О я &С < С * 


РвООКОЯДОв ОДОШО ефадш ^ >С ? *Л = <3 и г^<С, 

. * 

2*9» Найти множество точек, сумма расстояний о* которых до ото- 


а) данного 

б) данного 


івйльнош треугольника 
величине С » 


2±Ш» Каку® линию описывает середина отрезка между двумя певѳ- 

ходами, идущими по лзшпюо перпендикулярона дорогам о одинаковой 
скоростью ^ І 

ЕйІЙШ*. Примем дорога ас оси координат и направим их туда, куда 
^ , идут пешехода (рис.29). Волн в момент греши 

\ / і»0 положения пешеходов (&,<?) и (0.4), 

. і \ ^ *0 в произвольный момент времена 6 /пешехода 

Д \ буду* находиться в точках (й,+Що) и 

й Ѵ/Х Следовательно, середина отрезка между ними 

(о,МIV Д \ будет иметь координате I®'+'$'$)/&*■ 

і'\\ \ У **{"** С ^ - произвольное вещѳзт- 

? ош 3 * " ^ — -X ' » венное число). Исключая Г ®з этих двух ра- 
ѵ ‘ • х венетв, та найдем уравнение искомой линии 

Рис. йЗ Это прямая, паряжжельнбя 

биссектрисе угла .рМы „ •: 

2Л1* Найти множество точек, сумма квадратов ря-ттояний от ко¬ 
торых до четырех сторон данного прямоугольнике (кг до их продол¬ 
жаем) ровна квадрату его диагонали. 

ІЖіШйи. $*««* Удобно выбрать систему координат, оси которой 
м параллелькн отор&яам прямоугольнике, и (ди 

симметрии) принять аа начало кос* -ивэт центр 

Рді* 1 • прямоугольника, Тогда, вояк длина стороны, . 

. .. ^параллельной оси С,ѣ (рис. 30 ), равна $,& , 

I \| х * ЯЯЯ 9 * стороны, пйраллеяьвой рсі 0 (/ . о*явя 

ттшяим ямм шіщшенаічятіі л Л & “ ' 

<*Ь % то уравнения прящй:* ^ кптормзг доят? 
Р и «. ДО огреем..., 

ЯрДОДОТЗ 


Рис. 


Л О 


~ 9 *» 


2Л2.а)Найтм маожество тонок, сумма квадратов расстояний о* ко- 
.ырінс Дс двух противоположных вершив данного прямоугольника равна 
«уте квадратов расстояний до двух других его вершин. 

б). Та же задача, в формулировке которой вычеркнуто (два лаза) 
Мот **кв8дра?о:в и в 

9 задаЧЙ а > неожиданный ответ? исковое множество - вся плоскость! 

Иіак * *° всѳх перечисленных задачах требовалось иайти множество 
******* Удовлетворяющих некоторому условию, или, как говорят иногда. 
ШО Щ.ящ ч оотв ш*о? о_.гочек • * 

Разумеется, "множество точек" - очень общее понят. Эта может 

пйь Вѵ@, уі одно, одна ила несколько точек, лабая линия. Фигура 

шш пространственное тело. Множество можно задавать самыми шаннмГ 

способами? можно перечислить вое его елемевты (еслв это конечное 

множество) или написать уравнение, связывающее координате его то- ' 
«к, и т,д. 

■,Собственно Говоря, условие каждой задачи этого параграфа той® 
вс * ь оийсеяае некоторого множества точек. Ооатому давайте уточнят 
что мн мсьнмеом здесь под словами “найти множество точек", в каки, 
терминах мы хотам описывать множества кочек, ' 

Б &тои задании нам встречаются только фигуры, известные т вколь- 
ного курс» геометрии: прямые, окружное», куски плоскости, ограни- 
чайные этими линиями. Коатому условимся: в каждой задаче, где тр*. 
буетея найти множество точек,удовлетворяющих некоторому условию, 
нужно указать, яэ каких известных фигур состоит искомое множество - 
- их "название», а также положение и размера. Такай образом, каждая 
новая задача раскроет нам какое-нибудь новое свойство одной ив зна- ’ 
комых фигур, (і'ааваое - догадаться, какой!) 


Во ч * ос?й ІІ0Л80Сі:ьв убедиться в том, что мы правильно наем тре¬ 
буемое вноаество точек N , нужно докааять два утьврадо не яг 

1) сое точки, удовлетворяющие данному условию, принадлежат мно¬ 
жеству г! , иди, что то же самое, все не принадлежащие множеству 
іочісш плоскости (црэерраво'^бн) нзм подходя?| 

2) все Т‘--ч« 9 принадлежащие множеству • п / , удовлетво(иювт даяно- 
аі 5 -•■лэйлл>, т.е. мы не включи ив в N т оааей яияней точка. 


йапривер, ея? наіішіаяѳ рошаане задачи 2 При 
4 ‘ 


рйиеааи задач ІЛ 




п а 


4 

- * -‘Ц «....л ^ * > ' • 


« - 40 - 

в 2,3 нн кв выделяли отдельно доказательство «йздоіо из уткх да,,? 
утверждений: мы просто исследовали все точки плоскости и для каждо! 
кз нй х выяснили, принадлежит л* сна нужному нам множеству жж вот. 
Задачи, которые мы решаем в сток и двух следующих параграфах: 
"вайю множество точек, удовлетворяющих условию.,, 8 *, о«-пь озитм 
к обычной алгебраической задаче: решить уравнение (систему уравне¬ 
ний!, неравенство , Действительно, решить уравнение или неравенств: 

- значит найти множество чисел, удовлетворяющих некоторому усяод? 
решить систему с двумя яевяяостншш - пзКів множество кар чисел, 

удовлетворяющих некоторым условиям, 

Когда мк решаем уравнение или систему уравнений, у нас подучает 
оя, как правило, конечное множество решений, и мы можем проста пе¬ 
речислить воз решения - именно в такой форме и записывается оо г .« 
ответ. Но если рѳизний бесконечное множество (а при решена» нера¬ 
венств чаще всего так и бывает), ответ обычно записывается с помои» 

"отандаршис множеств*, например, таких: отрезок (^ 4 & 
ед? луч" — / 4 &• ж. +с0 . (ту же роль в геометрии играю? окружнос¬ 
ти, прямые, плоскости, и т.д,}. . > ■ 

Решая уравнение иля неравенство, всегда нужно следить за тем, 
Ч*$®б'В 

1) бЫЛЯ 88йД63$ ВО© рвШ6ВІ!Я — НИ ОДНОГО Кв НОТбрЯЯО И ' 

2) вое найденные числа действительно являлись решениями, т*е* 

ши не приобрели ничего лишнего* 

/ійадогмя с-задачами т геометрические песта здесь не только 
внешняя» С о о пошью метода координат яасто можно свести одяо к 
гт $$* задачу ао геометрии - к алгебраической задаче .яви наоборот* 
ц ѳт $д координат еще неоднократно пригодится тш в 6 яад^яЖ_а$г 
рапрафех* Вое кучные фоущт т пошете «осмотреть * § 6 *і- 


§ 3* А з б і к а 


9 т пт параі 
в ДвЛЬНайЯв» 


радо данному 
*і точив 0 * 


тртъчнт. "гѳометричѳокшс »*ет* - облегчит на» 


до данной 
иго я ? с 


с, расстояние от 
Т , есть окруж 


Ч А* 


•V -“*• 


II - 


I \\/ Ш Множество точѳк, одинаково удаленных от 
'\ ^ I У двух данных пересекающихся прямых €, и і & , 

I / представляет собой пару взаимаопѳргеѳйдпкз ляряк*. 
прймых, делящих пополам углю, образованны?» 

е ' " е> - ‘ ✓ 

/ I х Кексе множество получается, если прямые 

/ I і параллельны? 

[р| Множеств точек, одинаково удаленных от двух данных тсиок 
/Т ш 3 щ является прямая, перпендикулярная к отрезку 
і проходящая через его середину* 

^ (г] Множеством точек, т которых дан« 

/ /|Ч \ вьзйотрезок А В виден под данным углом 

{ / \ ] Ф (т»ѳ* множеством точек М $ для ко- 

I \ у торых ДЙЬ* 1 ?), являются две дуги ок- > 

{3 ружности с концами в точках $ и 3 » 

* / \ В частности, при ^ - Ж ~ 

^ I получаем окружность с ]щ&М^рои^пЗ/ * 


решение ». Вено, что искомое множество 

р иСі 35 симметрично относительно прямой АЛ & 

поэтому нгги достаточно ‘маедедовать только точки по одну сторону 

от этой прямой# ' Л р% і/н!*- 

Построим равнобедренный треугольник НЪ о . * в котором//? 

гг ІОЛІ и угол при вевшинѳ- оавея ^ Ф '« а затем через точки п 


Построим 


гг ІО й/ и угол при вершине равен % а затем через точки 

к $ ' проводом окружность с центром О * Пусть п - произвожу- 
аая точка дуги /Л* В . Тогда У хчж АМВ равая V « поожодь™ 
*з> он намеряется половиной дуги $&В (т^трвщ 3 Ч 1 ш § ^.Ь 

Поэтому из всех точек дуги пш& _от- 
р* р ток $3 виден под углом Ф « 

-ч. Поважен * что остальные точки верхней 

ѵ/Ѵ\ ' ч аолуплоскосгй чч пржпврвж#* нэшеиу жво- 

/ / • \ \ щасхву. Яус*г точна ^ *«*»* ®яухри 

[ / ^ \ \ круга. Продолжим*! ставок Дп. до лера- 

\ //'1г\Д / ОѲЧвЯИЯ С окружное?**) в ІОЧКЧ А/ (|иэ«.35і 

.^мшпмк^ ^ Угол ДНВ « вваапий угол дхя ?рвуго«- 

Л 'ч.^ / яякв МНВ ^Ч, 90 ммцый в углом НИВ . 

”• поаіову Я НВ > ЯпВ » (Р 

Р«с.. .З А Проведи*» аввяогиляов рассуадввив для во¬ 

лок, лвкащях гч« круга. 

«Зйя* я»^*ж >**< МР«*ют 


ч-"' 


Мы разберем случай* когда & с 
рчееушдеиив сами* 5 


I для преввджт» 

Я* ОЙ* 
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1 


Рис, 36 


X ! 


\\П 

\и 




Рис. 3'? 


і Часто бодав удобно использовать вместо Г 
.X ^ ~Хч следующее нн#ж< 2 сг &0 тонек ’ * 

/ / \ \ і [і'*х_ : ЕР ди две пбр 0 се_каюи|иеся дшмыб носи 

\ / \\ у ходят ^'^ереъ Ыпнш точки Я м В и 

\/ у равномерно вращаются вокруг этих точек так* 

А 6 что угод между ним ш остается постоянным, то 

р ^ .а ^ точка М пересечения этих прямых описывает 

ис - ^ э окружность* 

■:й'9 Ж^Зот ѳ л.в о твро Обозначим прямую 33 через * Очевидно^ 
ѵКі до тех пор* прка нм одна из двух вращающихся прямых не совгщ- 

дат с ^ , точка м перемеща¬ 
ется по одну сторону от 3 % 

и угол/ч/4 7 М В ос та а то я постоянными 

$П& =(/? Следовательно, точка 
описывает дугу окружности с концами 
в точках 3 и В в соответ¬ 
ствуй^ ю углу ^ * В тот момент, 

когда одна из прямых (напримѳр ? /^/Ѵ ) 
проходит при своем вращении ноложѳ- 
Рис. 36 ше 3 9 точка А/ совпадет с 

одной из точек 3 или 3 (в дан¬ 
ном случае, с 3 ) а а затем при 
дальнейшем движении, точка М пѳ-? 

- рѳходит в другую полуплоскость и і 

/■ одновременно угол 3^73 заменяется 

смежным** теперь $пВ -аТ- сД 
і / , - * ѵ | \/ что в новой полуплоскости точка 

| / . ’ „Л--НІ перемещается ужо по дуге окружное- 

\ /УЗ» ..\|/ соответствующей вписанному углу 

А ^ * * Легко видеть, что обе 

^Х*Х Г? эти дуги вместо с оставляют одну оир у 

жность и чіо когда прямые сделают 
Р • полный Оборот, точка М опашет 

и ' ’ всю эту окружность* 


Шжа прямые вращаются а угловой 
скоростью Ш , то точка их первое 
ЧвйИЯ ДВЙЖЗТ^Ч НО СВрНЙ Окружности 


V 


л 


- Хз - 

о угловой скоростью В а) • (Тюншнте !) 

II Множество точек* отношение расстояний от которых до двух 
данных пересекающихся прямых равно & ( & - некотороа ішлошг- 

/ %/ тельное число), .есть пара пршшж» проходящих 
у / ^ через точку пересечения данных пряшш 

■.М'""*' Доказательство .. Досточво рассмотреть ода 

иа четырех углов, на которые данные прямые делят 
«***/ / плоскость. Остальные наследуется аналогично,, 

У / Одну точку искомого геометрического места 

/ найти легко: проведем прямую /2/ , пѳраллельнуш 

Рмс. ѣ & первой мз данных прямых на некотором расстояния 

-і^гоЬ '' Ж от неё, и прямую -ё-% ,• параллельную 
второй прямой на расстоянии от неё, . 

/ /^. / / ’ (На рисунке 8ти г:рЯ!і« показаны "пунктиром.) 

& _ / $ 4 Точка их пересечения удовлетворяет требуемому 

•‘С.Ж / ѵ - условию: отношение ѳё расстояний до данных пря- 



6 даѴѵЬІ 

шж равно « 1 

Очевидно* что если условію удовлетворяет 
какая-нибудь точка А/ * то ему удовлетворя¬ 
ют и все точки луча ОМ С О “ жочка первое- 
40 нш данных прямых) • Действительно* если растя- 
путь всю плоскость от точки 0 в несколько 
раз (или сжать её $ точке 0 }§ то отношение 
расстояний от точки И до данных пряшт, т 
будет* очевидно* меняться, (Слово "очевидно^ 
здесь нужно понимать в талон смыслег я легко 
докеватВр используя подобие треугольнмков , %) 
Итак* мы доказали* что искомому множеству 
принадлежит некоторый луч* выходящий из течки О 
іо* ыожт быть* есть еще какие-нибудь точки* 
принадлежащие нашему множеству* - снежен* точ¬ 
ка іЗ ш Тогда найдется еще целый щЧ ОЗ ч 
отличный от первого у$ принадлежащий искомому 
множеству* Но ‘0^0 НШ03М05ШО* ПОСНОІЫу ОЧ0МЖ- 
но* что ни пушетирѳой прямой 3( лежит ТО'ЯВ^ 


• Рас. 



К к 


ис. 








т одна точка искомого множестве* 

|еЗ Множество точек* отношение достояний от 
кптор?^ до дачітыт дет? точек $ и В 



( $ *• некоторое положительное число, не равное X), есть окруж¬ 
ность* Пусть И&1~ Л С , тогда радиус этой окружности равен 
ЛІ Ф(4~'&*) „ » расстояние ѳё центра до середины отрезка ЙВ 

равно с(/+&*) (/*&*)* 

Эту задачу можно решить ана~ 
\ литическій так, как это делается 
\ стр в 28-29 "Метода координат”* 

~- |- і _ т-_^^Л Но можно доказать утверждение 

Л ЛіД В 6 Аы Е и чисто гео метрически, опирав 

\ ' ясь на теоремы о биссектрисе 

\ у внутреннего и внешнего угла іра- 

\_^ угольника, точнее, на обратные 

Р<лс. кі к ним теоремы 4*3 из § I* 

На прямой $3 существует 

-ровно две точки /Иі и /Уц , 

\ для которых отношение расстояний 

\ д0 ^ “ ЧЗ Равно А, г 



(уравнение 41 


^ іа \р (х-г$з 

Т а/ 

\ / при к.* І имев? два решения): 

\ ,/ одна из них - Ш< - лежит а а 

^-отрезке /&3 , а другая - $■> 

р , ^ вне него (рис.42). 

Если /?У - какая-то .точка, 

/■хп і і мэ лежащая на прямей да , ■ 

для К О ’і о р и Чщтуг * > 

/ м1 /ді л/) {Щ І/ИіЪі Ж ЬГ л ■ 
то {/Ищу и {чіШи^ - биссектрисы и поэтому Ш) ДІіЩ~90 , 

то есть /// лежит аа окружности с диаметром шІ]Щ>1 . 

Несколько сложнее доказать обратное: что для каждой точка 

этой окружное ^щцгк . » Предварительно проделаем некото¬ 

рые вычисления, который интересны и сами но себе, Пусть $ 

■центр построенной окружности, $ - *ч радиус. Тогда (см,рис, 

$3; он соответствует Д д> ] }• 


то есть, 


1 


( 


/ 

Ч 
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ШвгШ~* т 

(ѲСЛИ і ТО точт $ И В "МЕНЯЮТСЯ ролями" ™ 3 

бу де ж вне окружности, в $ внутри, (ЙО/у Я ш к ЧВО/ 

буду® отрицательны, ко их отношение яо-прежеѳму ітитІЩ^Ж^ 

/та/ • 

Из (1) следует # . # 

а ' іво/ “ * ( 2 ) 

Мы воспользовалась здесь тем, что если ^ * , , 


( 2 ) 


10 оЧ/~ ® и //'■"$ ^& )* Теперь равенство 

сразу следует из подобия^ аА#М л* & НОВ 


/». 


сразу следует из подобия^ 1 , 
(угол О общий, і^д/~і/щ )• Щдокаэаво. У 

Кстати, заметим, что ив (2) следует равенство /йОЦВДІ^ $* 
Про такие два точке говорят, что Я переходят в В арк 
МІЙР.СМ относительно окружности с центром О и радиусом 


ѵ|Множес5Рво точек ва плоскости, разность квадратов расстояний ’ 

І о* которых до двух данных точек /7 о В 
равна постоянной величине {X , есть .нря- 
а мая, перпендикулярная к отрезку Я& , , „ 





Эта прямая прохода® еа расстоянии Лі$Ш 
о* середины отрезка Я В , причем баи® 

ѵ,. аь й // , если СІ<0 . я ближе 8 $ 

и - ! если а >0, . 

ГіІ) Множаство хопаи на плоское®!, 

Ч квадратов расстояний ш которых до двух 
|\ данных точек Я ш В равна ішетояяой 
1 величине О % есть бкружеооть : рарусаІІ 

о центром в середине отрезка $& {додя 
Рм»: с > /}( 2 : ) 5 одна точка (ве« 





і 














множество 


(а,0> 


РмсЛб 


Свалив ЛЯ* ); где \ЙВ! -йЛ , 

При доказательства Ж„ к Ж* удобно вос¬ 
пользоваться методом координат (см„§ 6 }* 
Докажем* например* !_♦ 

0 Доказательство» Выберем систему ксорди- 

ТѵГпГ^Зс так, чтобы данные точки $ и В 

ѵ ' і} : лежали на оси Ох симметрично относмтеотю 

ру< ? іі! ося • Пусть координаты этих точек? 

й(-й,0) * ВШ,0) . Тогда 

множество точек 1 _ задается уравнением 

/ [(х+а)*-+уЧ-[(х-с() 1 -у*]=с*-, 

1 с & 

\ или после упрощений, X — щ * 

. - Докажите сами , 

■ |й7 1 * Множество точек, сумма расстояний 

от которых до двух данных пересекающихся 
РмсА? прямых равна постоянной величине С (С >0} 
есть контур прямоугольника! диагонали кото¬ 
рого лежат но данных прямых* 

/ Щ™}* Множество точек* разность расстояний 

от которых до двух данных пересекающихся 
/ прямых равна по модулю постоянной величине 
С (С >0) $ есть продолжения сторон 

прямоугольника (включая его вершины)* . 
диагонали которого лежат на денных прямых* 

И* я можно доказать алгебраически 

"V™ (здесь удобно принять за оси координат бие- 
1 4 сектрисы углов между данными прямыми для 
! того* чтобы все формулы были сюшетричвыш* 
а затем воспользоваться формулой для рас- 
стояний от точки ( Ко) у* ) до прямо» 

"ы>дЪ (м*Ву+с*0 1 прлвэдэяной » § б)» Но 

пюще доказать яти утвержденія геометрически* 


™ * 


.ѵ 
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причем достаточно* конечно, рассмотреть точки, лежащие в щщщ 
- углов, на которые данные прямые делят плоскость* Предоставлю 


т его читателю* 


Разберитесь, что за множество точек получится в Ц № » если шок-* 
дючить олова “по модулю * 5 т*ѳ*' искать множество точек, для которых 
расстояние до первой прямой больше расстояния до второй на іещ- 

чину с ♦ 


Ш Множество точек, сумма расстояний от которых до двух данных 
точек Й и В равна постоянном величине С , эллипс (ее- 

шС^ЛйВІ )* 4 

» 


ІЙл/ Множество течек, разность расстояний от которых до двух 
даныі* із ід.к гі и В равна по иодул» постоянной ведычине 
- гипербола (если П< ё/ДМ ), 


Ю Множество точек, одинаково удаленных от данной точки Й 
м от данной прямой С - парабола * 

Покажем еще* как можно множества точек записывать коротко, $ 
виде "формул** Условимся множество точек* удовлетворяющих какому^ 
-то условию, обозначать так: в фигурных скобках пишется сначала 
буква, которую мы используем для обозначения "произвольной точки 11 
ажертва (у нас это* кок правило,, букве /Н , по это может быть 
ш любая другая точка); затем ставится чарта / , а за ней пишет**. ’ 
> л го условие, о помощью которого выделяется нужное нам 

Например, множество точек мз задачи 2*2 запишется так* 

/■'я > 'ЬьШВ * 5а ьщ = Завою. + Ьлящ ? йЗС(( - нбадр&г\ • 

■ 1 -П ' 


Уелавимоя еще расстояние от точки К до точки X 
а ) обозначать через <Р(Й0) (соомѳтсгвевво 
Тог на множества нашей азбуки выпишутся так: 

a, {щ?(Рй>0)~г / } 

b. 01? (/Я,?*)-,? (/И,%)/> 

в. }ЛН?(М0 7 Ш, В)}, 

I . 011 йтЕ> ~ ^ 

л. 01? Ш>?і) /и, е$)-ё}, 
в, 0}? (хн, #і /? ап, в) * ё /V 
'•00ОѴ, й) г’Ш Фс], • 


Й' (до 


)& }«./ 


% 
















Т8 - 

** - #) +У (ММ* с], 

«* і (/и # ш, е<) і $ ии, е ? )= с ], 

и - * (/нН? о?/, е & ) I = с}, 

к, [АУI? ОУ, й) +? (Оі, я) - Г /, . 

Л. і (И Пут, Ю -$ (ЛА, в) 1~СІ> 

м •[я(р<'М-?(ме) /. 

Итак, ш перечислили некоторые множестве точек, определяемые 

ярооіыми геометрическими условиями* Зло* список, конечно, можно 
бнво бы продолжить или, наоборот, сократить» Мы включили в- азбуку 
тз ННожеетна точек. , которые часто будут нужны нам ям реме- 
ви * задач (кроме трех последних Щ’ Щ к §§: хотя она и очень 
естественные, но требуют специального знакомства - поскольку здесь 
возникают уже на прямые и не окружности? в школьном курсе гоомет- 
р« вх у нас не изучают).Вместо того, чтобы каждый рев" описывать 
%а или Иное множество точек, ш сможем просто ешшсатл одну буя- 
Дуі Г, Х„ , и т.п, . 

Теперь приведем несколько задач, которые почти сразу низводят 
Ш ЙДЙОЩУ из множеств к - Щг 

Например * первые задачи сразу подучатся, если вы вспомните 
С Г»), что множество точек 

[Яі\ Й/ИВ -90°) 

окружность е диаметром $& 

V 

1 * 

Л&і* две точки й і В « Найти множество точек ?іа пл.о~- 
$Щ8в$и 9 кзадяя из которых симметрична точке Й относительно не*- 
.йдтороЯ прямой 9 проходящей яорѳз точку В ♦ 

' <йЬ/Ь> Лвйьі две точки й ш В » Найти мрбФвст&о о? - 

40Я8ЯМІ ІТВрПОгМДМКуЛЯрОВі ОЯуЩѲКНШ! ИВ ТОЧКИ й НП ВСО$ОЗШО$Щ>*$ 

Прями** проходящие чзреа точку В * 

ЛьЫ йлосяосіи давн окружность и точка Й.Иай тіа ттѵпЪ 
вередим жорД| вшзѳкаѳшх ланкой окружное?ы? ш прямых* 
через даяиу$* точку /7 * (^яз^мевтся* пело раоомот - 

ротл- иве е*у*ш? кегле точка Й деля у яяуури окружности ^ 

■екруііеоеті ж як мяв). ' ' 
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3^4 ^ Даш две точки Й и В ® Найти множество точек /И 9 
для которых треуголита $ШВ является 

а) пряк * вольным, 

6} остроугольным, 
в) тупоутольнш. 

^5, На плоскости заданы окружность ш две точки Я и й на 
ней* Пусть 4 / - произвольная точка этой же окружности*, На ярей 

должешш отрезка ЙА/ от точки У сткла^ 

/ девается отрезок А/АИ - В/ѵ , Найти адо- 

/ ' аезтБО точек /И . 

/’’ Решение, Пусть — некоторая тоща, 

Н / построенная так, как указано в задаче, Соедан 

ним точки /И л, отвезнами с точкой 
/ / I ' ІІР условию \В>т~№ОЦ , поэтику 

( / | ] Д^ашб , йо^ак к^к /ЙА/В ~ 

\/ I ./ аМц+а'мёь *о дйв>~ 

Гмс.АЗ' Поскольку угол /7/Ѵ$ для всех точек /V , 

лежащих на едаѳй иѳ дуг /ѴЬ » один и тот же (см. Г), то угол й(Ио 

для всех с*оответству;а{йі точек Ап постоянен, т»в, все эти 

точка дѳ№Т ні.і дуге пШи ■ , вмещающей угол, ьдаое_шяьае, чем 
угол ЙАЙВ (Г), дегш зюлетить, дго центр дуія Я то лежи* 

в точке с ‘-(на середине дуги ЙВ> данной окружности), 

Вой ли точке мт Йто мы получим? Нет, не все. 
Заметим, что тогда точка А/ пробегает 
дугу ЯпВ от точки В до точки й 
хорда ЯѴ вращается вокруг точки Я 

. , от прямой Я& до касательной к дав» 

/* ной окружности в точке Я . Поэтому 
/1 \ искомому множеству принадлежи* то.льто 
/ I \ часть дуги йтЬ $ а именно, дуга ЬМР 
Н/ I ( В точка пересечения дуги ШО 

/ \Ч / / о касательной в точке /А )» При этой 

/ ' \ \ можно считать, что точка 3 принадле» 

'' * / \ и ’ ж"Т НаВівму шожеству (она оовучаетоя ЯШ 

Д<С—, того подо авіа л /У » “ЭДа .V соааа 

41 і\й§т ей й “дмііы отрз&кв ^(0 рсаз"* 

Рис, ЙО па /; «). Точка Н , строго говоря, 


в точке 




Рис, §0 
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^Чѵ /4 не принадлежит нашему множеству; когда 
точка у совпадает с точкой /7 , 

н / \ не имеет смысла говорить о направлении 

як. I прямой ДА/ * 

\ 1 / Впрочем^ когда точка А/ приближает- 

иЛ ся я точке , налравлете прямой /7/К 
~^ о приближается к направлению касательной* 

Если условиться я что вполне естественной 
в предельном положении 1 *» когда /У' сов¬ 
падает с /? , считать направление (/7/КІ 

совпадающим сШ) и отложить на нем 
і отрезок /ИЗ 4 9 Травный в этом случае 
|$в7 * то получится как раз точка Е # 

Аналогично рассматриваются точки» лежа* 
щие по другую сторону от прямой $$ г 

Итак,* искомое множество точек состоит 
шв двух дуг Й { т/5 И Ё# Л7 Л в. 

3»6» Рассмотрим всевозможные треуголъ 
ники о данным основанием $$ , угол 

при вершине которых, равен { р » 

Найти множество 

^ а) точек пересечения медиан; 

» б) точек пересечения биссектрис; 

в) Точек пересечения высот, * 

3*7* У данной окружности хоща №] 
щМ закреплена, а хорда \С$2 перемещается, 

не меняя своей длины. Найти множество то- 
У чек пересечения прямых а) ЯД и ВС * 

б) йС л ьд . 

3*8* На плоскости даны два отрезка; 

ЙВ и СЛ » Найти множество точек /И 
плоскости* для которых площади треуголъ- 
ншвдв Я В/И т СД/И равнні 

3*9* Деревянный пряшуголышй треу- 
4 гольник.перемещается по плоскости так* 

что вершины его о стриж углов двигаются 
по двум сторонам данного прямого угла* 

Как будет двигаться вершина прямого угла 

Рис 55 8Т0Г0 треугольника? 

НатоЭическая но миссия ВЗН Ш 

ЗаЛ 


ІЭТБ-76 уч.год* 


Штодачесіше разработки для учащихся ВШШ 
щ теме и Плашшѳтрия , % 

Н.Б.Васильвв, ВДД^тенмахер* 

1 Іаоть Ш* 

и прадислоьш к части іі ш говоршщ о том* что кзбуш из 6 3» 
помогает при реш*?яш задач на цоотроение» 

В § 4 части Ш т разберем* в частности! несколько таких $ тч* 

Геомет \ шчѣ оше преобразования — едва м$ оьвоѣшж тем школьной 
геометрия» Мм посвящается | 8® Правда* материал мзлиша адэов ив 
таш # кан в школьном учебнике # но мы считаем* что Вам будет полезно 
взглянуть на несколько щще определения геометрических преобраэси 
ваний* сравнитъ их со школъшшм* 

В шйдѳ | §• показаны примеры того * как с помощью геоштричеоішж 
арѳофавовашй можно решать различные задачи* 

с методом координат во уже знакошвдоь и першъ заданиях Ш. 

I § 6 приводится сводка ѳаакошх вам формул* & такие выводится 
формула расстояния от точки до прямой* 

В § 7 дайы нёскольш теорем о геометрических неравенствах* 












от 


I ойшшнение, 


№2 равносторонний треугольник» Найти множество точек плоскости 
из которыхг 

а) все стороны данного треугольника видны под тупыми т&М 

б) хотя бы одна сторона данного треугольника видна под 
тушш углом* 


Ответ г а) общая часть трех кругов* построенных на сторонах 
треугольника как на диаметрах (ом*рис* 5ба))| 

6) множество всех точек* принадлежащих хотя бы одному не . 
кругов Ссм«>рис*5бб} ф 

Пусть даны два шш несколько множеств точек (на плоовостн или 
в пространстве)® 

Пересечением этих множеств называется множество всех точек, 
ежащих одновременно всем д 

шьединением тш множество называется множество всех точек 
принадлежащих хотя бы одному ша данных множеств* 


Эти определения годятся даже для бесконечной) числа множеств» 


I* Пересечение двух окружностей состоит из двух, точек* не одной 
точки шш пусто» 

3* Пересечение шара Ш' плоскости ^ круг, множество* состоящее т 
одной точки, шш пустое множество* 

3* Пересеченна плоскости в прямой - пусто, состоит &ь одноI 
точки шш из всех точек прямой* 










4, Объединеніе двух кошдентричее&гас: кругов - большой крут » а их 
переселение - меньший круг» 

5, Множество точек г являющееся ответом к задаче 2,2» представ¬ 
ляет собой объединение Квадрата (о внутренностью) и двух взаимно 


пернѳадикудлрннх прямых, на которых лежат да.' .гонада квадрата, 

б. Объединение окружностей радиуса # , центры которых лежат 

т окружности радіуса В с центром в точке О , есть кольцо о 
центром в точке О , внутренний радиус которого равен І$"ТІ 9 
а внешний радиус равен 8 ^ '?■ (при Р & % )р или полный круг 
радиуса Р+- % (при Р ~ % ), 



Пересечение, В предыдущих параграфах 
т, решали в основном задачи, в которых 
требовалось найти множество точек, удов-* 
лѳтворяющих одному какому-нибудь усло¬ 
вию, Если в задаче требуется найти тоет 
удовлетворяющие одновременно нескольким 
условиям, тб можно поступить так? найти 
множество точек, удовлетеоршщнж отдалъ- 
, но каждому условию» и взять пересечение 
этих множеств» 0 такой ситуацией мы 
встречаемся ж в алгебраических задачах? 
множество решений системы уравненій вотъ 
пересечение множеств решений осдельных 
уравнений, состшзляющшс эту систему. 


4,2» На плоскости даны три прямые Ві ; в#, 6$ попарно первое- ■ 


хающиеся в трех различных точках» Найти множество точек,, равноуда¬ 


ленных от всех трех прямых* 


Решен ие, Условие» что точка И одинаково удален® от трех 
пряшх еТА •^ можно разбить т два условия! (I) точка И 
одинаково удалена от прямых В{ ж 8% ? (2) точка Мі одинако¬ 
во удалпа от прямых 8д ш В* е Множество точек» ріовлетворяю- 
щаж условию (1), - пара взаімноперпеадикулщжых ярдах» проход#- 
щшс черев точку пересечения прямых $ч 8$ (см,{В], ), 

Навовеы зти прямые О { ж (1$ » Точно так же множество точек, 
З^овдетворяющих условию (2), - пара взаимно перпеіцшкулярннх 
прямых $4 Ч Вл » 


Ч - 

Пересечение множеств (I) и (2) состо¬ 
ит из четырех точек пересечения прямых 
йі и 84 * Іі$ цВ$ у Р(.і м В& $■ & Ьі « 

(Нетрудно показать, что никакие две из 
прямых й{ %Ву не параллельны) • 
Ответ: множество состоит из четырех 
точек» Эти точки являются центрами впи¬ 
санной и трех ^вневішсашшх 11 окружнос¬ 
тей треугольника, образованного прямыми 

множество точек, равно удаленных: от трах 
данных точек $,&>С - верши треугольника. Это множество все 

гда состоят из одной точки (центра окружности, описанной около, тре¬ 
угольника ЙВС )* Интересно» что при решении этой задачи ші по 
ходу дела доказываем, что три перпендикуляра» восстановленных в 
серединах сторон, пересекаются в одной точке - точно так же» как 
раньше» При решении задачи 4,2, ш доказали, что шесть биссектрис 
внутренних и внешних углов треугольника перепекаются по три в 
четырех точках» 

^8, Даны две пересекающиеся прямые. Найти множество точек» ко- 
торые находятся от каждой из данных прямы* на расстоянии: 
а) равном 1$ б) на больше 1$ в) не меньше I* 

4 »4» Дана прямая В ч точка В на расстоянии от неё, 

Найдите множество точек» которые находятся от прямой В и от 
точки й на расстоянии: а) равном Т » б) не большем т $ 

Указание. Па забудьте о том» что ответ зависит от параметров 
(X и І • Разберите все случаи! 

іЛл Дан квадрат- йбШ # а) Найти множество точек» пло¬ 
скости, расстояние которых от центра квадрата меньше» чем от каж¬ 
дой из его вершин, &а 

б) Найти множество точек» которые ближе к прямой ни % чем 

к прямым ВС * С$ Н /ІЙ * 

1 ,6^ Дан треугольник $&С 9 Найти на плоскости множество 

точек Й{ таких» что площадь каждого из треуГошшков ЙІпр , 
ШВС » /ИСЙ меньше площади треугольника поЬ * 



Часто подобий прием; "разбита условие задачи на два в взять 
пересечение" — используется в задачах на построение, Шота® из 
атих задач сводятся л построению некоторой точки, для которой 
удается вывести из условия задачи две простых требования такие, что 
штоадетво точек, удовлетворяющих каждому из чих, есть кую# пря¬ 
мой или окружности. Пересечение адате линий и определяет наложение 
Искомой точки. 


Рассмотрим самую простую задачу, 

4*7,. ЙосТроитв треугольник «о трем сторонам (% , в , С 

с а , в ж с - дѳнньш отрезки)* 

% 

ІШЁНЩи Возьмем произвольна прямую и отложим на Ней отрѳзоЕ 

.. .._____ ^ КйнгрУінгммЙ а . буцт 9 как ©то 

б • с принято Р обозначать вершины будущего 

/ треугольника теш же буквами, что я щю~ 

е -^дЧ ь тивоіго ложные ж стороны#) Вершина /I 

/\ треугольника ЙиС должна находиться 

. , м,, N на расстоянии 6 от точки (V и на 

$ I Г С расстоянии С от точщ В $ Шожеотво 

у точ&к, отстоящих от точки С на радего~ 

г :Л яшш 6 9 есть окружность радиуса $ 

^Тѵ'^ 0 * 1@НТ Р° М С ' % а множество точек, отсто- 

\ ящіх от точки о на расстоянии С - 
окружность радиуса С о центром В * 
е Вершина Й должна принадлежать обеш»і 
гмь * этш шожеотъам* т „ е, должна ярин(эдле~ 

і^атв &ш пересечению» Построив ©тй окружности и соединив жх точку 
пересечения о точками В и С » получим искомый треугольник 

ВВС, 

Наша задача имеет решение в том ж только в том случае* когда 
поотроенные окружности пересекаются, если каждый ма отрезков 
$ щ В п С меньше суммы дв'р: других» 

Обратите внимание на последний абзац решения» Подобное я, ісоле- 
довшше* - необходимая часть решения каждой задачи с параметрами,* 

В следущих задачах на построение Вам пригодятся те "геометри¬ 
чески®** места'*, которое встречались в §§ 3 и 4* 

4*8* Построить угольник, есж заданы одна его сторона, а 


Раё. 51 


і, 


также высота е медашщ, проведашше ж ©той стороне. 


Построить ршб, если задаш его высота и одна т днашш- 

лай, 

® Данный треугольник вшоать квадрат так, чтобы две вер- 

Ш1Щ квадрата лежали- на о нованш треугольшка, а две другие - на 
боковых сторонах* 

4гИ» Построить тре^тслышк по ошюваиш* углу нож вершине и 
раддусу вписанной окруш-юсти. 

Ьдвла роить треугольник по основанию*• периметру н углу 
при вершке* 

4ДЗ* На данной прямой лежат точки я , в , с ,Д . 


* *\ Еострийта на плоскости точку, из которой от- 
Уд резки [ДЁ>ц , [В&] к р^/1 видны под од- 

/ /1 ним й тем же углом, • 

.у / I | 5йі2ЙШёіШнл. Ясли в задаче- требуется пай- 

я 'і х & *и точки, которые удовлетворяют хотя ба одао- 
Рис. 60 му из нескольких условий, то, разумеется, ну® 
•г. книги множества точек, удовлетворяющих отдельно каждому из ус¬ 
ловий, и взять объединение этих множеств, 

йченно так ш поступаем при решении уравнения /(х)~0 , левая 
часта которого разлагается на множители }'(х) 3 і/ (к) • /. (х) 

Ма находим множество решений каадош из уравнений * 

=0 , Л ^ 0 , 

и берем их объединение, 

На плоскости дани дне точки Й и & , Найти мно¬ 

жество точек п таких, что в трерольнике #ММ два уѵмы 
равна, 

ЁЁШШИЬ. 'ітсбы треугольник ЙІ1$ имел два равных угла, 
долина выполняться хотя бы оді т из трех условий; . 

і >імнщ 2>т*т 

у'' Т\ ' \ Искомое множество явадегсн аоэтому 

/ { \ \ ^ }ь ®Дйнешгеи следующих трех шошествг 

| $ \ . I & ) Г прямая, нзрнекдикулярная к отрезку $8 

\ V / /и проходящая через его середину; 


2) о крепость радиуса т с центром в точке Я \ 

3} окружность радиуса МВ] с центром в точке в * 

Йо зтого объединения, строго говоря, нужно исключить точки, 
лѳжадае на прямой ЙВ (они приводят к Учрежденному" треуголь¬ 
нику ЙІІВ )* 


4*15. 


і 


в 


отоянш 
. Вели 

ка 


Найти множество середин отрезков, у которых один конец 

лежит на данной окружности, в другой - 
- на другой данной окружности. 

Решение^ Обозначим радиусы данных 
окружностей через 2/ и < %%) 

и их центры /7/ и 0% соответственно. 
Зафиксируем сначала какую-нибудь точку 
$ первой окружности ж найдем мно¬ 
жество середин отрезков, у которых один 
конец совпадает с точкой Я * Очевидно, 
что сто множество будет окружностью радии 
уса /ц с центром в середи¬ 

не отрезка 0% Я , (Эта окружйость полу- 
чается сжатием окружности 0& в два 
раза к точке Я , то есть гомоте тией 
п с центром Я и коэффициентом 4 ,) 

^ Заметим* что точка $ лежит на рас- 

"]Г от точки Н - середаны отрезка 
мы будем двигать точку И но окружности {]( 9 то точ- 

будет двигаться по окружности рщи?/са - с центром 

в точке В <г Таким образом, искомое 
^ \ множество есть объединение всех окружноо- 

/ \ тей радиуса 1 & {& , центры которых лежат 

! . о, І на окружности Тн /з. с центром в точ- 

1 у / кв /V . 

\ /[ / 'Гем самым множество всех точек, уцовлет- 

ч мУ ворлюлдах условию задачи, представляет со- 

бой кольцо с внешним радиусам ( 7 / + 1$ ) /у 
Ѵ-|> я внутренній (ом,пример<5 

•'’У^ (:Г А Л/ ), .В случае, когда Т( ~ ** 

/ Рис. 63 это мчожеотро превращадтся в круг. 


- $ - 

4,16, ДВСД •- квадрат. Найдите шояество передан отрезков, 

у которыхъ 

. а) один конец лежит на сторона 

/' \ ГЯЗ З * другой - на сторона 

/ \ № • 

I / I б) один конец яежгт на диагонали 

/ (/76 7 , другой ~ на диагонали 

/Ѵ\ у N. 

I уГ| в) один конец лежит на сторото 

1р ■ .А Ій В 1 » другой ~ на стороне 

№І ѵ 

/ / \ 4 г Г7, ЙВС - равное*^- 

( 7 | ч роштй треугольник. Нудите мно- • 

\ у 3. Зй жество точек И таких, что 

іѵ?аі оба треугольника ЯМ В й 

~ТГ" Рис. б 4 Я ПС -равнобедренные, 

4^X8* Через деревню А, окруженную со всех сторон лугами, 
проходит- одна пртюдшайная дорога* Человек может едтн по дороге . 
со скоростью 8 км/пас* по лугу - 2 км/чае, Начертить шожество то¬ 
чек, до которых ок мог бн дойти из А за один чае» 


■№ 

■?№ 
■*:Л ’& № 




* § 8® Преобразования (сводка определений). 

Геометрические преобразования плоскости - то функции® у которых 
и "областью определения'*, и "множеством значений" является множества 
точек плоскости* Мы уже неоднократно употребляли названия некоторых 
преобразований* Здесь для удобства они собраны вместе. 


І, Параллельный перенос ( или 






ІУк 

7^ 


каждая точкр П сдвигается 
в точку N ъ одном ж том же 
направлении и на одно и то же 
расстояние. 

Можно говорить о переносе на 
данный вектор $ , тогда 

Л? ^ лГ’Т 1Ѵ«ЦѴ Гкі, А «• «**,•*> Стів 1» /^1 


Р и С. б 5 


ЦГ1* ~ 6? для всех точек /Т. 

2* С ш^яетрия относитель но 

каждой точке /'/ ставится в 






оротаа^етаие точка М тк >чт 


1=1 


круг точке и г 
Сзшатш* адо крема угла 


стрелки 


наото считают* что 
значения оС с 


ш 


Ш, о*р«цдааныав - по 


Рис. 67 


4 . бшаотгоя относительно 
(точки О • каадея точка N 

переходят в точку# тку»,что 
середина отрезка 1 Щ' 
лтшт в точке О , Это - то 
я@ ааша преобразование, что и 
поворот на угол 180 ^ вокруг* 
точка О , 

Все эти преобразования сохра¬ 
няют расстояния медку точками} 

/ ( -П,Ѵ) =/> Ш ; М 1 ) 

- д # ив преобразования называются 
МйіМёШёМійШ, (аж* в более ста- 
рой терминологии - шшш і) 4 

Ь* Гшстѳтжя о центром О 
в козф^щиеитом !і ^ и # 

Каждая точка // переходит 
в такую точку которая 

лежит на дуче Ю /у ) и для 
которой/ДЛ і Ь" . ' 

І'ЯМІ *• * 


Рис. 


ѴгйЛ 


*заме им* что ири 


получаем гоштетш) с коэфргщ* 
йнтом С — /с ) у так что наш 
пункт $ охватывает пункты 3 , 4 
я 5 кал частные случаи* 


Мы не будем строить здесь 
красивую теорию геометрмческж 
преобразований* 0 ней можно го 
читать в рта уношнавшейся 
книге И«М*Яглома и других* 
Укажем только одну теорему? 

если нреобраг .ваше 



то при к Ф $ ато преобраз 
кие - обязательно гомотетия а 










ВШУШШ. мо кото рой точки (У , (Поэтому преобразования (I) й (2) 
иногда считаются частным случаем ІШ2ій$йй1* 

Заметим* что у нас геометрическое преобразование определено 
сразу на всей плоскости, Йо»,, впрочем, предоставим лучше слово 
ІДдамару, 

* Однако не всегда следует применять преобразование ко всей расе 
оматриваешй фигуре* Напротив, вс многих случаях оказывается удоб- 
йее преобразовать только часть фигуре» 

Последнее имеет* в частности* место в случае тех простых преоб¬ 
разований, о которых мы только что говорили і перемещения, сшм8Ф~ 
РМ»> гомотетии ж общего случая подобия» В большинстве случаев нет 
никакого смысла применять зги преобразования ко всей фигуре * до— 
скольку свойства преобразованной фигуры т проще и не сложнее 
свойств первоначальной фигуры* обе фигуры обладают одними и теми 
‘т свойстваш 1 ^ Напротив, во многих задачах бывает необходимо 
подвергнуть одному из стих преобразований определенную часть ^мг-у«- 

т* • 


Лщмер X* Рассмотрим следующую задачу: даны две иарачлелыш© 
прямые и две точки А ш & , находящеся вне этих параллельных- 

ж расположенные по обе стороны от них* найти ломаную линию наимень- 
Шші да&ш» соединпкщиб точку А и б , если верщщ этой ло?* 
маной лежат на данных прямых и отрезок ломаной между обеими л&рал- 
Лелымѵшшеет данное направление 


Пусть л С & & ш. искомая ломаная; точка С) получается 

Ф йв точки С! с помощью поступательного 

у"І перемещения* которое можно, очевидно, 

ц* / считать известным* так как отрезки* отое- 

Г / каеше двумя дайншш параллельными прямыми 

/ 1 II иа любой пршой данного Направления, име- 

— ют одну й Ту же длину» Мм можем выполнить 

уг уг Это поступательное перемещение над отрез- 

_ уГ __ КОМ йс. I точка А преобразуется 

® в точку Ё і положение которой известно, 

Я отрезок ЙС - в отрезок К 3) 
той же длины. Отсюда легко вывести, что * 

РиС, 7 й ^ 01?КЙ ^^ 9 & должны лежать 

на одной Прямой * » 


■ Теоыщлія изучает как раз те свойства фигур, которые не измени 
югся при их перемещений. 


Теперь несколько задач «Одну задачу - прямо на тему •'геометри¬ 
ческие преобразования" - мы уже разбирали С§ 2, № 2,4), Там ис¬ 
пользовали гомотетии и симметрии* Вот примеры использования 
другое преобразов ѳішй* / 

5Д » Построить трапецию* по заданным основаниям (X , 3 ж 
боковым сторонам € й (Ё 9 

Указа ниеу Заметим, что точка К (ом, 
^ Л ^ рио*73) получается .переносом из точки* > 

I /V ^ на расстояние ѣ тщшлетж^/У/У} % 

/С \ / $Рь\ Отсюда ясно, что дело сводится к йостро- 
/ \ / \ ению треугольника А/Ж по трем ото- 

ропт С і &■ и 1(1-31 г (Здесь 
N п ® , 'М - точка, полученная тем же лёренск 

Рис 73 сом ьз точки /у *) 

Дана точка А ц прямая 6 * Найти множество вершин | 

ц равносторонних треугольников * у которых вершины 

В лежит на прямой 6 * 

Указание» Вершина С получает йз 8 поворотом на 60° 

(в ту шт. другую сторону!) вокруг точки й , Поэтому искомым мно¬ 
жеством будет две прямые, получи 
(С отнеся из 6 при повороте на 

уЛ -60° вокруг точки, Й * 

5*2» Данн две точки Й ив 
^ 7 I .* и две прямые <?/ и , 

<б \ Постройте параллелограмм Я ВСЯ . 

так, чтобы 6* лежало ад. # 
г, - на е ё * 


Рис. Пі 

Ь.4, Две окружности неросо порто я в точках 


каются в точках ^ и $ , 

йроведитѳ через точку й прямую, на к ого рой оба окружности 
высекают равные хор.геч» 

ЙЙгѴ' ” середины с торн соответственно /Вб'7 , 

’ Л Д треугольника , Докатите» чг- треугоя»- 

ник пі,оі, С 4 получается из треугольника ЙВС гомотеси- 
ей» Каков еЗ центр? Коэф^яішепт? Докажите, что при этой гомотетии 
точка пересечения высот треугольника Я ВС переходит в центр 

О описанной около него окружиосі».. 






5*6« Дроздъ О - цента окружврста, описанной около треуголь- 

кші- ЙоС' . | точки к , Ь , /// симметричны точке /7 

относительно прямых $В , ЗС , С Я , Докажите что 

а ЙІ М^А йпС , " 

3 п а » Будут ли ети треугольники гомотетичны? 


§ <», ІЁШ ІйМ&анке |ШМЖЬ 

% 

только на шюеюсти выбрана система координат Оху. ., 
каадой точка И плоскости ставится в соответствие тара чисел 
С X > $ ) -• её коорданаты. Соответствие мезду точками плоскости ^ 
щ парами чисел взаимно однозначно {т>е да кадкой точка соответству¬ 
ет одна пара чисел, и обратно). 

Середина отрезка мед? точками $і і Іі> У*) и /4 6&#$?ішеет 

координаты С ^4-™ > ^і.^. жіг ) ь Вообще точка, дожидая отрезок 

' *’ ^ , з отношении рі ‘ Рц имеет коор; яаатн 
/ Рі, Ц ±рі Х& Д? Ці * Рі ‘/л I 

I РІ+ Ра " ~Рі~*Ж~ у * 

Раос то/дае между жй 'щщ Йі (Хі,У/) и Й& {*&,&) равно 

Р (Й4,Йз) - /(Хі - ~р 4 ) & 


си—.—~ — - І— і.. - - / ...-. Я • ѵ ^ л *» 

о кружность о центром в точке ( Хо,у ») радиуса € „ 

Множество точек 4 . коо штаты ко торых удовлетворяют доавневш ) 
ЛІЗ шіР - гР . ( # $ , С’ некоторые числа, причем 

О. а в не равны йулв одновременно),, есть прямая, .Обратно, 
каждая прямая задается уравнением + дй+Ъ О „ при этом 
щсла /<? , 6 , С определяются для данной прямой однозначйо 

с точностью до пронорциоііальнооти (если умножитъ их вое на одно а 
«о аю число р , то полученное Уравнение Р(лХ <- й8у + ЙС-0 
вуяет определять ту хе прямую)„ 

Расстояние от точки / і {Ха/ у,) до пря мой 3 % задаваемой 

уравнением СИ і 8у + С ~ О, равно' Р (7і , (?) Ша+ ву*+С І 

(оТТ0р~ 


I 


. Покажем, как можно вывести эту формулу, каіщт ё Ф О / 

этой Случае уравнение прямой можно записать ток: |/ “• ~ —%— / 

Нййдем на прямой Топку ( X > / ), расстояние от которой до точ¬ 

ки ( ’ХоіУ» 5 надаеньшеё» Квадрат раеодайнйя от точки ( Х»У ;) 
лежащей на прадюй, до точки ( Х° > У« 3 рйвен 

(х-Хо) с '+ (у-рор-(х-Хор + (~§^ *-ро) & - 


ще 


* 8х +С=+$г) & > 

. У ^ хг _ 9 Ос+аву. 


(§- + №)* 


зквадрата расстсяния достигается при 
я 6Ш +аб</о ;-8*х 0 ) 


« 5 6 (ас + си 

х - ~ " " г? г ^' 

(ахо+Зу, +с) & 

и равви —- 


что я требовалось доказать. 


§7, Ос повше геоме трические верівенства* 

, ІІ96 е ИЙ„?,іД^ Ддиаа каждой стороны треугольника шеньаѳ 
суши длин Д»ул Другик его сторон. 

Следствие. 1°. Длина каждой стороны треугольника больше 
разности дан двух других сторон, 

2° й Оершетр выпуклого многоугольника меньше нериштр^ 
дабого многоугольника, внутри которого содержится первый, 

ІІ2ШІ^и2пЯя, В треугольнике яэ двух стороа большуі. длину 
шеет та, против которой лежит большій угол. 

Одедотвие . Против тупого тш прямого угла треугольник 
всегда леямт наибольтая сторона. 


ѴѴ л Ф 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РАЗРАБОТКИ 
для учащихся ВЗМІ. 


-/О 


мы предлагаем вылгвлнйфь 


Баше очередное задание № 
по § I брошюры Н.Б.Васильева и В.Л Лутѳнмѳхера "Элементы 
планиметрии’ 1 , Бот номера контрольных задач; 


Обяаагельн ые зѳ дзчи 


I, I л 

5* 1*5 , 9 е 1.8 

13 * ІЛІ 

2 , 1.2 

6 - Iоб ХО* 1,9 

14 , ІЛ 2 

3 , 1,3 

7 * I, 7 а II, І.ІОа 

15 . ІЛЗа-в 

4 , 1.4 

8 . 1.76 12 . ІЛОб 



Дополните явные задачи 

- 

16 , I Д 4 а 

19 . ІЛба 

22 . 1,23 

17 * ІЛ 40 

20 . 1,18 

23 .- 1 . 25 а 

18 , ІЛ 4 в 

21 . 1.20 

24 . І. 27 а 


Крите щи оценок 

Обязательные задачи °» ,! зачег ? - решено чѳ менее ІО задач;: 

!? 4 ’- - решено не менее 13 задач ; 
!? 5 8? - решено 15 задач® 

Доп олнитель ные за дачи ; " 4 " - решено но менее 5 задач; 

5 - 5 # ~ решено не менее ? задач* 


Срок присылки задания Ш 
С оот й в пт ель С Л * Та ба ч ни ков 



О V >> ~ 3500 


Х375-Х976 рі.- те' 


ті 


но аадаюиш № II аХ2 нс геме "Паадшшз 


Это а ад а ие шпаеі з себя задача аз 1 г {Г частей. Ссытуш 

Вам ВвйЗаТШУГО' ВЮЯОТр&ТЬ' .№8 Т&ОрЗЮ 1 с дйдй уу ш тмрприа 

щэиведѳш ѣ I частя (ёі 0 ш вз ащ швастш Вам ю вшшго 
курса).* * . 

О^эатотаиіе зажнем * . 

I- Доказать таор&ф 2*5 яа стр,, % * 5. ЯЛ ва стр. ? 

2. 3.3 ЯЯ Сір. . . 6. 6.1 89 ©Тр. 7 ' ’. 

У* ЗЛ еа стр. 4 ‘ У. 61 ва стр.5І ч*ІУ 

4. ОСрата&я тздрещ‘4.3. ва стр.5 


ІЧМ. 


■в. 5.5 аа стр. 7 
'9. 6.2 аа стр. & 
ІО. 8*4 ям стр. 10 


11. 62 на стр. 51 ч.ІУ 

12. 95 шш ст|(. 55 ч.ІУ 


ярктстзя одекок* 

Обязатежжш шетчи; й 3” — ртяеао ее меясз 4 задач; 

^4* - реаешѳ т масса 6 задач; 

. -“5 й - р®ш©ш вез обізатедыме задач*. 
Домодвмтейаяз задачи ”4*® - раявез 2-3 дсдодштаяыа® задача;. 

- реввяо 5 дсщояаятедьяыхзадаЧо 
•Срок орасіакіі зсдавая А II - 15 аоября 1975 года. 
Яо здна твоетрафЯ!! в Ш чэс^д ааскодько страшщ. 


8 аадаяя® : Ш 12 тага задача да 'В честя ®Влаяд»9 
дозбёряте иатіфізд Еа с-тр*2-5 (обратит© вяздшвѵ 
око ^ечода кс^шшт)»а т’а&Еа §3, в кстород лш 
рическнх §§сет*% часто астрэчавдихся йрш решающ 


1. -2.І 

2. 5.1 

3. 3.2 
4* 3.3 


в& атр. 9 
яз етр.ГЗ 
на стр. 18 
на с^р.ІЗ 


Іодо; 


3. 2.9^) аа стр. 8 

10. 2Л2б)эа стр®.9 

11. 3.6а) ва стр.20 


ва доводы ова- 
і прямерз ^гвомет- 
задач. • 


5* 3«4а)* (5)» ш) ва стр. О 

6. 3.6&)* $) .ва стр. Ш 

7+ 3.8 ва стр. $0 

<?• 2.9а) ва стр. В 

тт* 

12. 3*7 . ва стр. 20 
13® 3.9 еа стр. 20 


?итерзн оцсэок» 


Обяз&тзльше залашу ®3^ - рсаовс. ва меяао 4 задач; * 

Ч* - реявво т тг,ѳе 6т%т$ 

~ реязве -вс гтесз 8 задев. 


задашь V;— реваке 2 дгахшпшнме задача; 

■ ■*-■■ , в^*. і, -раіаш©-'4 дэяохвіт&мыэа задачі» 
®іле® задаш & 12 - 30. яообфя 1375 года. 


Ребята! В задают зшёч&ш сведущая опечатка 

мА » 


®шатв! стр, 


9ШШШ 


2 

. 7 

5 Гб 4 1 .• Не-*)- 

I 

9 

8“2. ^ ^*^№І 

I 

10 

сснаш ва 2Д г 2.4 • - 

г 

6 

* 2.46 аегечахаяй бук¬ 
ва # .... 

Л — радяуса Ѵс-ха 3 * 

2 

15 

2 

19 

3.5 в 5—вЗГ «хрочко 
арапугзйа буква ^ . 

2 

в 

С а восдедн^й стрсч- 

ка ёуйВо ^ .. 

3 

13 


г 

14 

Я 3 ехреяа свэрху .. 


.* • 

/’ е(<+**)(*~*9 


следует чятата 

ІГ^ШТСР* 

8.3 і 8.4 




шэчзв п К 
«А» . й/Ѵлг 1 ^ 

7^ / -/Г^г--■■ 


Заданіе подгоховеяж:Б.Гутеюшхер* ІГ»Сахар, Ідз<зребреишш5.і 

. ІОШШШ ДОШШЩ Й ВЯЙ. . 

Ввяшшнеі В 1976 году отдзяиэе авдаш» ВЯИ будут дамгкя 
па кв теряв пса яуреязи *Кван®". Пазявяу Вш обюйтедто надо 

шшшввгшя ва а«п журвши Ыпш » "Ч»* п 9 , “ шя1в4СЯ 
без огравячезв в аувнашк ираада вояшяяы ' •Сошшета», ада- 
де яяяма с не в*, ва почіаитаі. Пра шдаисяе саимвівоь аа яядис 
журнала 7Ш65. Цвш одного аоавра 30 ваз. •Чаи* првдвазЕэеда 
асам шаязвикш- 6-10 каассов» коаорш азйг® шкмаяяу аг |в- 
знну, жібй* ревахъ задача. Еолз Вш яе удааев* ц щаса аея яв 
ирава^ хэ срочна оооііоші па ов «гав * уааяяве щврявд* 

Ичнлттшпяа КЯМЯ _ 


I 



2 




ЗЗ/Зо 


§' - ' т* 


лі 4® 


і і 


4 ■ Г^ * ^ »^** *» ' , * * ^ Г *5*~* * "- 


ЛРИ іи-ЛйЧЛ» к- -.і«^о /, а.,<ілз’ 1 
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Ключом а р 0 ®ашш\ішогих.гвоыеуричзоких задач является 
так і!&зьта*змуй, метод геометрическая мнвд» цель первого 
задания іт этому лоообию- овладеть этим ж^іа-дии В §1 мы 
собрали оонзяыз геометрические месте* которш нужно зіать 
как азбуку (поэтому мн я назвал® это* параграф " Азбукой" )• 
Озжгэиые фигуры, которые изучаются б школа,- »то 
прямая и окружность, так что можвб пользоваться таким 
аѳформадьэш оообрежееисм: воле даѳшоя;*школьаая задача иа 
нахождение геометрического места точек» то ответ моаеі быть 
такэЯ-^это я ял тѵршт* или окружность* или какая-нибудь 
фигура^ игранижезная этими линиями в Таким образом, для нахож¬ 
дений геометрического наста точек полезно сделать крупный 
чертеж* лучше .к нескольких ваочантах (с различным раополоко- 
ни ем фигур} и найти несколько точек* Таной экспериментальный 
подход № только помогает угадать отлет, сформулировать 
гипотезу 5 но часто и подсказывает путь к математическому 
доказательству* Рисуя уаргонзки* Вы убедитесь* что зв каж¬ 
дой задачей скрыта венометтельяея задача: построить несколько 
хотя шт .линий, о которых говорится в условии» Эта задаче 
часто оксзыелется боле?, доступной» но не меяеѳ интереса с*. 

В «-в оы где падь» метод Геометрических мает позволяет 
решать многие задачи на построение- этому лоовящон §2 посо¬ 
бия . ?*к надеемся» что курс планиметрии, который завершается 
в 8-м класса* по-новому раскроется перед Вами посла тэго*#пя 
Вы решите в & дачи двух первых, параграфов-, ч поможет при 
подготовка к экзаменам з Вуз, ведь почти во всех письмен-” 
ных экзаменациовнах вариантах » т уотнкх экзаменах но 
математике встречается задача' по планиметрии. 

Следующий §3 "Минимум и максимум 15 гас к о связав с 
тнмой исследование функций из курса "Алгебра и начала 
анализе" для 9-го классе * Здесь Вы познакомитесь о важными 
кдоямк яри решении задач на экстремум, которые лежат в 
ослопе такой современной области математики» как "линейное 

?! нелинейное программирование* 1 > 

Последний §4 "Линии уровня" продолжает эту тему* Здесь 
вводится понятие функции от нескольких переменных, и оѳ 
линии уровня- геометрического мосте точек» а которых функция 
пр^ниѵіет одно и то же значение. представлять себе поведение 


§ I. Азбука 



Этот параграф ~ справочник гео~ 
метрических мест - облегчит к*ш ъ 
дальнейшем рашеші© цінегях задач» 

[XI Множество точек* расстоянье от 
кстстах до данной гонги О равно дан¬ 
ному" числу Г > есть окружность ра- 
дауса г о центром в точке О . 

Это - определение. окружности» 
Множество точек,- одинаково 
удаленных от двух данных пересекаю¬ 
щихся прямых и &г. * представляет 
собой пару взвшно перпендикулярных 
прямых» делящих поп елям углы, обра¬ 
зованные прямыми й ^г • 

Какое множество получается,если 
прямые и Зр параллельны 7 

Множество точек, одинаково 
удаленных от двух данных точек / і 
щ Р) ч есть прятя* перпендику¬ 
лярная к отрезку А& и проводящая 

через его середину. 

:ТГ| Множеством точек, ив которых 
данный отрезок АЗ виден под данным 
углом Р (т.ѳ* множеством точек М $ 
ДЛЯ которых ^ АМ& = р ), являются 
две дуги окружности с концами в 
точках А % 3 . В частности, при 
р =* ЗС/2. т получаем окружность 

с диаметром АЗ 

□ Ясно, что искомое множество 

ейшштрично относительно прямой АЗ? 
поэтому вам достаточно исследовать 

только точка по одну сторону от • 
этой прямой. 

Построим равнобедренны! тре- 
угольник А 03 .в котором А О^ОЗ 
а уго л при ве р шине ра вен X* >' } 

і'мы разберем случай , когда 

/4.7/2 ; для />.Г<2 орс ведете 
рассуждения саг»:и. 
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а затем через то^кя А ш 3 проведем 
^окружность с центром О - Пусть ЛА_- 
-лроизвольная тачка дуги А/тгЗ „ 
Тогда угол равен ^ , поскольку 
он измеряется половиной дуги АЛ3 , 
Поэтому кз всех точек дуги АапЗ отре¬ 
зок АЗ виден под углом ^ . 

Покажем, чте остальные тачки верх¬ 
ней полуплоскости не принадлежат нашему 
множеству» Пусть точка Л' лежит внут¬ 
ри круга, Продолжим отрезок АЗ до 
ресечения с окружностью в точке . 
Угол /М/3 - внешний угол для треуголь¬ 
ника МЗЗ * не смежный с углом /ЗААЗ . 
поэтому А ЛАЗ > А А <Ѵ/ 3-3 * Прове- 
дчте аналогичное рассуждение для точек, 
лежащих вне круга-О 

Часто более удобно использовать 
вместо Г следующее геометрическое 
место. 

[ТЛ * Нели две пересекавшиеся пря¬ 
мые проходят; одна - через данную точку 
А , другая - через данную точку З ь 
и равномерно вращаются вокруг этих 
то^ек так, что угол между пшт остает¬ 
ся постоянным, тс точка № переселе¬ 
ния этих прямых описывает окружность, 
ц Обозначим прямую АЗ через 
3 * Очевидно, что до тех пор, пока 
ни одна шв двух вращающихся прямых не 
совпадает о € , точка М перемещает¬ 
ся по одну сторону от 3 и угол. ААі& 
остается постоянным: А А/ИЗ- 3 . Сле¬ 
довательно , точка описывает дугу ок¬ 
ружности с концами в точках А в 3 , 
соответствующую углу 3 . В тот момент 9 
когди одна из прірінх (шпримѳр, АЛ'/) ' 

проходит при своем вращении положение 
3 ,то«ш Л1 совпадает о одной И8. 


/ 


ттаѵ А или іь двкат* случае 
а ватам, при дальнейшем движение, точка 
М переходит в другую полуплоскость 
з одновременно угол А3/6 заменяется 
смежным: теперь А3/3 ~ АГ~ 3 
так что в новой полуплоскости точка 
перемещается уже ;оо дуге окружности, 
соответствующей вписанному углу 
Ж~ 3 . Легко ведетъ, что обе 

ьт дуги вместе составляют одну ок¬ 
ружность и что, когда прямые сделают 
полный оборот, точка,# опишет всю 
эту окружность.О 

Если прямые вращаются с угловой 
скоростью со , то точка т пересечения 
движется по своей окружности с угло¬ 
вой скоростью 5 60 <?> 

Попробуйте представить себе, 
как движется точка пересечения двух 
прямых, которые вращаются вокруг 
двух точек А и & с одинаковой уг¬ 
ловой скоростью в разные стороны. 

1X1 Множество точек, отношение 
расстояний от которых до двух данных 
пересекающихся прямых равно ~Аі ( Аі - 
некоторое положительное число), есть 
пара прямых, проходящих через точку 
переселение дачных примчи, 

О }'$с %аточж гас='Ѵіп*гт}? г -іч_ одич 
ИВ четырех у гл г. в, аь чогс ■; т ладны- 
г;г:с, Л с делят плоскоет*. бсиалььи- 


IД- деду юто?: аналогично 

Одду точку искомого геометриче¬ 
ского места можно найти легко: прове¬ 
дем прямую , параллельную первой 
из дат-их прямых,.на некотором раеотеш- 
кйи сС от нос, и прямую , парал¬ 
лельную второй г» р ям ой ; на расстояний 
А/ Д от нее. (Ча рисунке эти оря- 
показаны пунктиром). Точка мх 
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пересечения удовлетворяет требуемому 
условию: отношение её расстояний до 
данных прямых равно 'йоі/сі ~ & ^ 

Очевидно, что если условий ѵдся* 

летворяат какая-либо точка М * 0 

ему удовлетворяют ш все точки лува 
ОМ {О - тонка пересечения данных 
прямых). Действительно» если растянуть 
всю плоскость от то^ки О ь несколь¬ 
ко раз (или сикать ез к то ѵ кѳ О К ™° 
отношение расстояний от точки М Д° 
данных прямых не будет, очевидно, ме¬ 
няться. (Слово "очевидно" здесь нужно 
понимать я таком смысла: "легко до¬ 
казать, используя подобие треуголь¬ 
ников ")• 

Итаке мы доказали, кто искомому 
множеству принадлежит некоторый лун, 
выходящий шз точки О . Но, может бытя, 
есть еще какие-нибудь тонки, принад¬ 
лежащие нашему множеству - скажем, 
ішш Л/ . тогда найдется те целей 
діч ОМ % отличный от первого и при¬ 
надлежащий искомому множеству. Но это 
невозможно, поскольку очевидно, что 
на пунктирной прямой лех> .*, 
ко одна точка искомого множества.П 

[^] множество точек,- отношение 
расстояний от которых до данных двух 
«о»ех А я & равно А (^-некото¬ 
рое положительно адсло, не ревно® и, 
есть окружноеть- Щсть АЗ=2С , 
тогда радиус этой окруашоети рвв^® 

2сА/(*- & Р ' рооо™™® е6 

Йентра до середины отревка АЗ равно 

С ' ' 

Эт| аадачу можно репшть я аналятя- 

ческя. 
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Цредлагаемое оончно геометриче¬ 
ское решение задачи опирается на сле¬ 
дующую теорему из курса геометрия: 
биссектрисе внешнего ш внутреннего 
углов ори вершине /И треугольника 
4/46 пересекают прямую 43 в таких 
точках № а и М^^для которых 

4М/_ АМг. = 4М/ /9Ѵ 
• М*3~ МгЗ М3 



[жД.Множество точек на плоскости, 
разность квадратов расстояний от ко¬ 
торых до двух данных точек А и 8 
равна постоянной величине с. % • 

вотъ прямая, пераещшкудярная к 
отрезку 43 * 

Пусть 43 = 2, & , тогда эта 
прямая проходит на расстоянии 
| с /(У а.) І от середины отрезка 
43 , орочем ближе к 4 * если 
с а. о , и ближе к 3 , если 

с > о «■ ’ 

ді] а Множество точек на плоско¬ 
сти, сумма квадратов расстояний от 
которых до двух данных точек А % 3 
равна постоянной величая© с ,есть •. 

окружность радиуса 4с-М с центре^ 
в середине отрезка 43 (вола е>&4 '), „ 
одна точка (если с **& 2 ), или пустое 

множество (если С а, ~ лЗ/4 * 

I ш доказательстве 'М- а &Ч 

удобно воспользоваться методом ко¬ 
ординат. Докажем, например, * 
а Выберем систему координат 

так, чтобы данные точки А и 3 
лежали на оси Ох сшшѳтря^яо отно¬ 
сительно оси . Пусть координаты 
этих точек: 4(~С1, О) я ; ВС&^О) 

Тогда шожеетво точек Ж* задается 
уравнением:: 




А 








:> і. 


* * I С ■ 


I. лі + < 1 }'%. у ч ~ і ^х! - а)% у г - С 


ял в, после упрощений , л: - Сі/( У#-/. П 
Докажите семи % лІ 

[й »! ’ йтожество точек, сумма 

расстошшй от которых до двух данных 
оереоекакздхся шрятх равна постоян¬ 
ней велв^ше с (Ч > о) , есть контур 
прямсугщыіика, диагонали котороі*о 
лежат на_даішах прягях. 

; ѴІА Мнжесіят то^ек, разность 
расстояний от которых до двух данных 
пересѳкакгпижся ітряѵых равна по модулю 
постоянной великане С {(* > О) , есть 
продолжения оторшг прямоугольника 
(включая его вершины), диагонали кото¬ 
рого лежат на данных прятках. 

И + и и., можно доказать алгеб¬ 
раически (здесь удобно принять за оси 
координат биссектрисы углов между 
данными прямыми длят того, чтобы все 
формулы булл симметричными , а затем 
воспользоваться формулой душ расстоя¬ 
ния ОТ ТОЧКИ у*) ДО прямой 

Ру+ё -О . Но проще дока¬ 
зать тш утверждения геометрически, 
причем достаточно, конечно, рассмот¬ 
реть то«кй, яетаале і одном т Углов, 
к? китовые гд'Г : -ое ноягсе делят гдое- 


.ѵреіъ.. гт* с г ѵ. ѵ 
, ІГЗОЬ . 


-.V ' 'Т’.!-'’’г, '\,Р . 

"о Іо :/;Но:тяо во ■■ 


’ - ,сол и 


• /м'.. т >> :«'■■ «ѵ ' • ‘-,СОЛИ :-’Ли : /!Г •; 

-.«?•« і ‘.іи і/ѵульг, т.е. »к кап» ѵнолг* 
’^яо точек, ,пі-> которых расстояние 
лч первой прямой больше расстояния до 
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второй на величину С , 

Покажу еще , как можно множе¬ 
ства точек записывать коротко, в виде 
"формул”, Условимся мяоДество точек, 
удовлетворяющих какому-то условию, 
обозначать так; в фигурных скобках 
пишется сначала буква, которую мы 
используем для обозначения •'произ¬ 
вольной точки” множества (у нас зто, 
как правило, буква М , но это мо¬ 
жет быть и любая .другая буква); затем 
ставится черта, а за ней пишется то 
условие, с помощью которого выделяется 
нужное нам множество течек. Нипример, 
множество точек из задачи ІЛ7 запи¬ 
шется так: 


[м/з 


Ай М~ ЯШ/ 



Это обозначение употребляется не 
только для множества точек, но и вооб¬ 
ще для любых множеств (только иногда 
вместо черты ставят двоеточие). На¬ 
пример , / Т/Р(т) > И О О] можно 

прочитать так: множество всех тюленей 
7) вес Р(*Ѵ ) которых больше 100 кг. 

Условимся еще расстояние е& точ¬ 
ки /\ до точки / (до прямой € ) с 
обозначать через (соответствен- 

но ^ (*,€). Тогда множества нашей аз¬ 
бук® запишутся так: 

А. (М\р>(м,о)~г-], 

Б. ІМ\р(М,і,)у>'М &)1 

А. {М\ р (М, А) Д> (М, &)}, 

Г. {М \ I. АШ=*Ѵ>} у 

л. / м\р(ак г Л ■}&>(&, <у- 1і 

Б ім{ о(л: ; А) 'р (л?, 6 } - / *. 

і У' * , * / 


. 1 " 










~ГА- 


Ж.. {М\/> *(№, 4)- у о'{/И,6)=С) 7 

г ,Щ А)ус?(М,6)* С], 
и;. {М\Р СЧ е*)у>(м, с}, 

И -,{м{/> (ч, е&)* с). 


Итак, ѵн перечислили некоторые мно - 
жества точек, определяемые простыми гео¬ 
метрическими условиями. Этот список, 
конечно, можно было бы продолжить или, 
наоборот, сократить. Мы включили в азбуку 
то геометрические места, которые часто 
будут нужны нам в этой книжке. Вместо то¬ 
го, чтобы каждый раз описывать то или 



®ноѳ множество точек, мы сможем просто 

написать одну букву; Г , № - *> 

44 Теперь укажем несколько задач? 

^ \ которые почти сразу приводят к одно? іу 

\ \ из множеств а- и . 

, \ А//0 1 Л._ Найти множество центров окруж- 

и/ ностбй, проходящих через две данные точ- 

\ кв. 

Д\ шлдд 1,2* Н айти множество центров окруж- 
) ] костей, касашЕХСя двух данных пересекав 

/ / щйхся прямых* 

ш *Ю х.З. Найти множество центров окруж- 
7 костей радиуса / % касающихся данной 

прямой. г в 

^ Х.4. Даны деве точки * и ° • Найти 

множество таких точек М , для которых 
площадь Д 4М треугольника Нравна 

данному числу ° > ° • « * 

|ѵ/|0 х.5. Ланы две точки Л и о . Най¬ 

ти множество точек на плоскости, каждая 
т которых симметрична тоѵке 4 относи¬ 
тельно некоторой прямой, проходящей «срез 

Ы Х.б. Ла!»ы две то”ка 4*4. Найти 

.-еоѵетрЗИес.кое место оснований перпекдя- 

- «ч* ѵ о, — 


*М* 
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аряше, проходящие чѳреЕ 

точку ^ . N 4 О 

І,7а). На плоскости даны окру*- 

ноетъ й~точка Л о Найти множество 

середин отрезков 'Л/И • где М - 

произвольная точка данной окружности. 

б). Лдн круг и точка вне его. 
ПровестТчерез ату точку, секущую так, 
чтобы длина отрезка секущей вне окружнос¬ 
ти равнялась длине отрезка внутри нее. 

1.8* Через точку пересечения двух А 
данных окружностей рровесті прямую, на 
которой эти окружности высекают хорда 
равной длины. 

1.9. Найти шсожествовершин 3 квад¬ 
ратов ЛЗС.& # у которых взршяна А . 
находится на данной прямой-* а вершена 
й - в данной точке. 

ІДО, а) Где может находиться чет- » 1 
взртадГвершина квадрата, если две его 
верщяда лежат на одной стороне данного 
острого угла, а третья - на другой? 

б) Дан остроугольный треугольник V ^ 
Л51ГТ Вписать в него квадрат, у 
которого две вершины лежат на стороне 

АЗ. 

І.ХХ. Построить окружность, каса¬ 
тельную к двум дакнем параллельные пря¬ 
мым м проходящую через данную точку, дер¬ 
жащую между прямыми* 

1,12» Построить окружность данного 1 
радиуса Г ", касательную к данной пря¬ 
мой в данной окружности* . 

1.13* Даны две точки Л и 3 . 

Найт іГ множество точек А1 , тля кото-, 
рых треугольник А М3 является; 

а) прям оу гольном, 

б) остроугольны*, 

в) тупоугольным~ 



А/ 


4 ^ 

»//о 


■' О ’■ 


к; іо 


4 


- Г 5 


4 

I 




и две 
А/ . 


Теперь решим такую задачу, 

На плоскости заданы окружности 
точки 4 и 3 на ней. Пусть 
про из б одьнал точка на этой же 


окружности. Ня продолжения отрезка 
А/А от точка откладывается отрезок 
/Ѵ'М~ 8 V * ТаЙти шсшэство точек 
№ . 


п Пусть - некоторая точка,по¬ 


строенная так, как указано в* задаче. 

5о еден мм. точки / Ы ч /А отрезками с тон¬ 
кой /І о По условию, 8М-/Ѵ/У/ , по- 
атому //8/У/ =/ /Ѵ/У/ 8 • Но так как 


.Д Л / А'ЪМ+і ,у-А48 ., то / Л’/У?& * 

- 45 - . Поскольку угол А/АЗ 


Для всех то^ек 4 х „ лежащих на одной 
из дуг АЗ , один и тот же 
(см» Г ), то угол 8818 для всех соот¬ 
ветствующих точек Л1 постоянен, Тсб* 
все эти точки лежат на дуге А/пЗ , 
вмещающей угол, вдвое меньший, чем 
угол А/А8 (Г) „ Легко заметить, что 
центр дуги А/тгВ лежит в точке 6 
(на середине дуги АЗ данной окружно¬ 
сти)* Бее ли точки дуги АТпАз ^ 
получим? Нет, не все. 

Заметим, что когда точка лА про¬ 
бегает дугу Ал& от точки 8 до 
точки А , хорда А/А вращается во¬ 
круг точки А от прямой АЗ до каса¬ 
тельной к данной окружности в точке 
А * Поэтому искомому множеству при¬ 
надлежит только часть дуги А/ж 3 , 
а именно, дуга ЕлпЗ^ ( 3 - точка 
пересечения дуги /!г?гЯ с касательной 
в точке А ). Ига этом можно счи¬ 
тать, что точка 8 принадлежит наглецу 
множеству (она получается для.того по~ 
даженвя - А , кггда А'' совпадает о А 



* 


а 


.... Х'А- іі— Чб""*Э' 25Г"^Г": ,^. >ѵ 


*І7- 

в Ладина отрезка М3 равна О п ) ; Точка 
Е , строго говоря, не принадлежит наше 
му множеству і когда то^тта /У совпадает с 
точкой А , не имеет смысла говорить о 
поправление прямой А/У в 

Впрочем, когда точка /А приближается 
к точке А , направление прямой А'Ащшджш- 
жаѳтся ж направлению касательно!. Если 
условиться, ^т© вполне естественно, ®в 
предельном положений 1 *, когда /А совпа¬ 
дает о А , считать направление А/А сов¬ 
падающим с АЕ и отложить на нем отрезок 
/АЗ 9 равный і атом случае 46 , то ослу 
чится как раз точка Е . * Д" а 

Аналогично рассматриваются точки, ле¬ 
та™ по другую сторону от прямо! ^ , 

Итак, иско мое множество -состоит гв 
двух дуг ЕяЛіжА ш Е & т г 6 »& 

1*14. Рассмотрим всевозможные тре¬ 
угольники о данным основанием АЗ , угол 
йрз вершине которых равен ^ . Найти 
множество: й 

а) точек пересечения медиан; 

б) точек переселения бноееетріеі 

в) точек пересечения высотЛ 
1*15. У данной окружности хорда АЗ 

закреплена, а хорда 61) перемещается, не 
меняя свое! длины» Найти множество точек 
пересечения прямых АХ) и 86 , АС и • 

8Р А \ 

^■•16. Сторона ОР ш 062 прямоуголь- 
кішш АРМ О лежат на сторонах прямого 
угла. Штш множество точек. А? при усло¬ 
вии, что: 

а) длина диагонали Р& , 

б) сумма длин сторон ОР ш ОѲ % - 
ві* суша квадратов длин сторон ОР 

И 00 

равна данной величине сС . 
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ІЛ7. На плоскости даны два стрелка 
А В & е й 9 Найти множество точек -4/ 
не плоскости, для которых площади треу¬ 
гольников АЗМ в С2>М равны. 

ІЛ8.» Деревянный прямоугольный тре¬ 
угольник перемещается по плоскость так. 
что вершины его острых углов двигаются 
по двум сторонам данного прямого угла* 
Как будет двигаться версия прямого угла 
#того треугольнике ?$ 

ІЛ9 е Найти геометрическое места 
то^ек плоскости, из которых две данные 
кепереоакаюшиеся окружности видны вод 
равными углами* 

1-20* Найти геометрическое место то¬ 
чек плоскости, для которых: касательное 
проведенные к двум данным окружностям, 


равны, 

Х.|Х, Дан квадрат 
Найти множество 



л 



о 




ВМС 




1.22* Найти множестве центров окруж¬ 
ностей, которые пересекают каждую.из двух 
данных окружностей в диаметрально протиго- 
подобных точках, 

о Пусть и У* - радиусы данных 
окружностей, X - радиус переменной окруж¬ 
ности, 0* , , АА - центры этих трех 

окружностей® Тогда, поскольку переменная 
окружность пересекает каждую не данных 
в диаметрально противоположных точках, 
ж 2 = /ИО^вГ* = М0 2 -в 

т.е. величина 

Л*О б мсб= В-А 

постоянна. Пусть 2 О* ^ ^. 

Искомое множество, согласно - 
прямая, перпендикулярная к отрезку &#0& 
ш проходящая на расстоянии \т\-г*\/ с(~ 

от его середины, ближе к центру большей 


9 


49- 

ояружности. О 

1223* А 0 /5 два города. Найти 
множество точек М , обладающих сде- 
дующим свойствомс если идти напрямик 
из М в 2? ,то расстояние до А будет 
все время увеличиваться*. 

1,24» Найти множество вершин 
прямоугольников АВСЗ % у которых вар- 
шина 4 лежит в данной точке, вершина 
^ - на данной прямой ш площадь равна 
данной величине & <, 

і»25ш а) Дан квадрат. Найти множест¬ 
во точек плоскости, расстояние которых 
от центра квадрата меньше, чем от каждой 
из его вершин, 

б) Дан квадрат АЗСЗ , Найти множе¬ 
стве точек, которые ближе к прямой АЗ , 
чем к прямым 36\ 63 и 34 * 

в) Дан квадрат со стороной &. . 

Найта множество центров окружностей ра¬ 
диуса Мі 2./3 , которые пересекают каж- 



> 


ж-А * 

X * 


Душ сторону квадрата два разве 

1.25.а) На геястенузе данного пря¬ 
моугольного треугольника найти течку, 
для которой расстояние мелщу ео проек¬ 
циями на катета наименьшее. 

б)* 7 На данной прямой найти точку 
М , так, чтобы расстояние между ай 
проекциями на стороны данного угла было* 

наименьшим4 

.и2/, а) На плоскости даны четыре 
точки. Найти множество центров прямоуголь¬ 
ников, образуемых четырьмя прямыми, про- 
ходящими соответственно через данные точ¬ 
ки. ' 

б)- Найти множество центров правиль¬ 
ных треугольников, образованных прямыми, 
проходящими через три данные то^ки* 





і 


ѵ 
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Азбука в пространстве . .Ем многих 
геометрических тлеет на плоскости можно 


указать их аналоги в пространстве» 
Например : 


4'\ ' Множество точек в пространстве, 
расстояние от которых до денной то^ки О 
равно іг , есть сфера радиуса Л с цент¬ 
ром в течке О . 

Б I- 'Множество точек, одинаково удален¬ 
ных от двух данных серее ©кающихся плоско¬ 
стей, есть вара взаимно перпѳндикулярынх 
плоскостейделящих пополам двугранные 
углы между данными плоскостями.» 

3 1 . Множество точек, одинаково удален- 
шх от двух данных точек А % 3 есть 
плоскость, перпендикулярная к отрезку АЗ . 


ш проходящая черев его середину. 

Все эти утверждения нетрудно свести 


эс о оответе тву юшим утверждениям для слу¬ 
чая плоскости. Докажем, например,*^'. 

О Проведем произвольную плоскость 
р . через точки А и в . На от ой 
плоскости искомому множеству, согласно 
у у у В , принадлежат то зз только те точки,. 

А / А/г К0Т0 Р Й ^ лещт т прямой, преходящей че- 
у середину отрезка и перпендикулярной 

/ -У к нему, Когда плоскость у занимает все- 

возможные наложения, т.@. вращается во¬ 
круг прямой АЗ , течки построенных пря- 
• шх заполняют плоскость, перпендикуляр- 
кую к отрезу АЗ и проходящую через 
его середину, «то и требовалось устано¬ 
вить, □ 

Решите задачи І.І, 1.4, 1.5 в прост¬ 
ранстве. Очевидно, в эткх задачах прямая 
АЗ так тѳ как ив В ' . является ■ 
ось© вращения искомого множества. Поэто¬ 
му достаточно шіти ото множество в ка- 
' іеой-то одной плоскости, проходящей через 


~Т* 


- 21 - 


АЗ ; все множество в пространстве полу¬ 
чаете я вращением найденного плоского 
множество вокруг прямой АЗ . 

(Б 7 ! . Множество точек, равноудален¬ 
ных от вершин треугольника - перпенди¬ 
куляр к плоскости этого треугольника, 
проходящий через центр описанной около 
него окружности, 

[А)]* Множество точек, равноудаленных 
'от сторон треугольника - перпендикуляре 
к плоскости треугольнике, проходящие «срез 
его центры вписанной и вневписанных ок¬ 
ружностей. 

1.28. Найти множество то^ек в про¬ 
странстве , равноудаленных от двух данных 
пересекающихся прямых. 

1.29. Найти множество оснований пер¬ 
пендикуляров , опущенных и® данной точки 

А ка плоскости, проходящие; 

а) через данную точку Ь , 

б) через данную прямую 3 . 

1.30. Найти геометрическое места 
центров кругов, по которым дашшя сфера 
пересекает плоскости* проходящие чаре® 
данную прямую. 

Очевидно*что это множество лежит 
в плоскости, проходящей через данную 
прямую и центр круга. 3 этой плоскости 
дело сводится к задаче І«?9 б). 

Это характерные примеры того, как 
решение пространственной задачи сводится 
к решению задачи на плоскости. 

I-31. 11а данной горизонтальной плос¬ 
кости найти множество то«ек, и® которых 
две данные вертикальные башни, стоящие на 
этой плоскости, видны под равными углами. 

1.32. Дана плоскость р и на ней 
точка А . Найти множество то ,т ек в про¬ 
странстве, отношение расстояний от кото¬ 
рых до плоскости р к расстоянию до 

тонки А гагчо гл?; ног у оот'хкі‘тель'іог.7 



и 
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ЧИСЛУ Л « {' 

1*33, На плоскости заданы окруж¬ 
ность ш точка А * Через окружность 
• проводится произвольная сфера ш строят¬ 
ся коническая поверхность с вершиной 
в точке А * которая касается этой 
сферы оо некоторой окружности с цент¬ 
ром М Найти геометрическое место 

■Ѵ*^ центров М . і 
V \ і в 34, Данн две плоскости ш точка 

4 / Д - № Найти множество точек М , ДЛЯ 
—-- которых прямая МА составляет с даіш»~ 
м® плоскостей равные угле»*! 

І.35 в Найти множество точек, в кото¬ 



рых сферы, прозгодякше ^ерсз две данные 
точкч А ё & в пространстве , каса- 
тая данной плоскости Л 

1.3В, Найти множество середин от¬ 
резков 9 высекаемых из прямых, врлходя- 
щэх черев данную точку А , поверяЦо— 
стью прямого кругового цилиндре^ 

1.37, На плоскости лэны две непе - 
ресекатаиѳся окружности- Через каждую 
вз окружностей проводится по сфере тек, 
чтобы вти сферы касались между собой 

в некоторой точке М . Найти геометри¬ 
ческое место точек М • ч 

Изменим условие задача 1*37, за¬ 
менив окружностями точками. 

1.38, На плоскости даны две точки 
А ъ В . Произвольным образом стро¬ 
ятся две сферы так, *то одна из них 
касается плоскости в то^ке А , дру¬ 


гая в то ѵ ке В , ® они касаются 
между собой в то-ке М . Найти геомет¬ 
рическое место тачек Аі * 

т 39 ^ Па горизонтальной плоскости 
лежит* сфера. Сами верхняя точка ефе- 
_ ы _ <і , На«еоти?" на сфере любую ок¬ 
ружность я жерез' каждую точку У этой 
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окружности проведем луч В>4/ 9 Доказать, 
что множество точек пересечения этих 
лучей с горизонтальной плоскостью - 
прямая или окружность* 31 і 

1.40. Ыайти множество точек,ле¬ 
жащих внутри 'Данного трехгранного 
угла к равноудаленных; 

а) от его граней; 

б) от его ребер, 

§ 2. Задачи на пос троен ие* 

В классических задачах на построе¬ 
ние ("построить треугольник", "отло¬ 
витъ отрезок”, "провести секущую", 

"найти точку") обычно имеется в виду^ 
что построение нужно выполнить "цирку¬ 
лем и линейкой". Другими словами, мы 
можем проводить через любые две точки 
прямую, проводить окружность данного 
радиуса, а также находить точки пере¬ 
сечения проведенных линий. 

Для решения таких задач удобно 
представлять окружности и прямые, как 
множества точек, удовлетворяющих не¬ 
которому условию,, 

2.1. Дана окружность и вне её • 
точка А . Провести через точку А 
прямую -С , касательную к данной окруж- . 
нести. 

о Если X - точка касания прямой В 
с окружностью, то угол ОХА - прямой» 
Множество точек М , для которых угол 
ОМА прямой, - это, как мы знаем, ок¬ 
ружность с диаметром. О А . 

Преобразование сферы на плоскости, 
о котором идет речь в этой задаче (точке 
л/ сферы ставится в соответствие точка 
пересечения лу^п В Л' с .плоскостью), 
называется стереогра^сческой проекцией. 


4 , 


*Ѵ*т 
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Таким образом, построение прямой €. 
можно выполнить так. Цроведем окружность, 
имеющую отрезок ОД диаметром» 

’ Найдеіч точку X пересечения этой 
окружности с данной (таких точек - две* 
они симметричны относительно прямой 
ОД }. Затем через точки А и X провес 
дѳм прямую 3 . О 

2.2. Даны точка А и окружность. 
Провести через точку А прямую так*чтобы 
горда, высекаемая оіфужностью ш этой 
прямой, вмела данную длину сС . 

ц Рассмотрит/ множество всех прямых» 
на которых окружность высекает хорду ^ « 
Эти прямые - касательные к одно! опре¬ 
деленной окружности сР , центр которой 
совпадает с центром (?_ данной ок ружное- 
ти, а радиус равен Ѵг^-сіу# , 

где Г - радиус данной окружности <?>. 
Таким образом» задача сводится к преды¬ 
дущей: провести касательную через точку 
А- к окружности (А с центром О * 
Зада ча имеет два решения» если точка 
А лежит вне окружности (А , одно - 
если на окружности (А , и ни одного - 
если внутри окружности сА • о 

Часто искомое множество удается по¬ 
лучить из известного множества некоторым 
простым преобразованием: поворотом» сим¬ 
метрией, параллельным переносом ^ли гомо¬ 
тетией. (Этот прием особенно полезен в 
задачах на построение). Напомним, как 
построить образ прямой и окружности при 
перемещении или преобразовании подобия.. 

Для прямой достаточно построить две 
точки А'м 3' - образы некоторых её 
точек А я 3 - в провести через точки 
А ' и 6" прямую. 
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Для окружности радиуса Г достаточно 
построить точку О * - образ её центра 
и провести окружность о центром О того 
же радиуса А,г (если А - коэффициент 
подобия). 

Приведем типичные -примеры задач, 
где используются преобразования (в 
данном случае - перемещения)» 

2,3. Лана точка А в окружность. 
Найти множество вершин М равносторон¬ 
них треугольников А А/М , у которых 
вершина А/ лежит на данной окружности. 

О Пусть А/ - какая-нибудь точка 
данной окружности,, Если од поверяем отре¬ 
зок ДА/ на 60° относительно точки А , 
то точка М попадает в вершину М 
равностороннего треугольника А А/М * 
Отсюда сразу видно, что если од повернем 
окружность как жесткую фигуру относи¬ 
тельно точки А на 60°, то каждая её 
точка А/ перейдет в соответствующую 
ей третью вершину М разностороннего / 
треугольника А Л/М. \ 

Таким образом» все точки Аі лежат 
на одной т двух окружностей, получаю¬ 
щихся из данной поворотом на 60° по и. 
против часовой стрелки относительно 
течки А .* * 

Точно так же можно показать,что 
каждая точка М из объединения двух 
полученных окружностей является вершиной 
некоторого равностороннего треугольника 
А А/М . п 

2.4. Дан угол-и внутри него точка 
. Построить отрезок с концами на 
сторонах данного угла, середина которого 
находилась бы в точке ., 

О Рассмотри множество отрезков, 
у которых один Г'И'оц лежи?' нл гтероно 
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в середина находится в данной точке 
Ъ . Вторые концы этих отрезков 
принадлежат, очевидно, лучу, симметрич¬ 
ному стороне АС угла относите пьес 
то^ки 2 > . 

Построение сводится к следующему ; 
отмечаем точку 4 \ симметричную точ¬ 
ке А относительно Е * проводим 
черев А ' прямую, параллельную прямой 
АС ? до пересечения в точке Е с 
прямой А В , е получаем нужный отре¬ 
зок В"В о серединой в точке Я . 
Задача всегда шее?? единственное реше¬ 
ние. О 

Любопытно, что это построение 

решает следующую задачу , 

2,5, ІШ угол и внутри него точка 

X) . Провести через точку Ъ прямую, 


отсекающую от данного угла треугодыш 
наименьшей возможной площади, 

О Докажем, что искомая прямая- 
как. раз та прямая В В , которую мы по¬ 
строили в предыдущей задаче, т.в. кз, 
для которой отрезок, высекаемый сторо- 
нами угла, делится точкой 2) пополам* 

Проведем ^ерез точку 2> прямую* МЛ 
отличную от В В , и докажем, что 

^тѵ ; Ъла ( і } 

Можно считать, что точка М на сторо¬ 
не А В расположена дальше от вершины 
^гла А , чем Е (тот случай, когда 
№ лежит ближе к А , чем Е , 
рассматривается аналогично — стороны 
А& и АС меняются ролями). Достаточ¬ 


но убедиться, что 

А>$Х>/И ^ А/ 



- отсюда сразу будет следовать неравен¬ 
ство <і). Но неравенство (2) очевидно. 


потому что треугольник ЕЕМ целиком 
содержит треугольник ЕЕ А /, симметрич¬ 
ный треугольнику ВЕС/ относительно 
точки Е , о 

2 Л * Постройте сечение куба шюс~ # 
костью, перпендикулярной диагонали 8Е> 
и проходящей через её середину» 

□ Легко найти на ребрах куба точки, 

равноудаленные от точек В ж Е % / 

Например , середина АС ребра 6 С , 
очевидно обладает этим свойством (ом. 
рис. I ), т.к ./ТЕХАСА (это следует 
из равенства треугольников 46'К и ЛТ />). 
На рисунке 2 мы отметили шесть таких 
точек - это середан соответствующих 
ребер. 

Согласно утверждению А), все эти 
точки лежат в плоскости, перпендикулярной 
диагонали 8Е* и проходящей через её се¬ 
редину* Соединяя эти точки, мы получаем 

нужное сечение куба (см.рис.3).О 

2*8.,Дан угол и внутри него точка. 
Построить отрезок с концами на сторо¬ 
нах данного угла, середина которого на¬ 
ходилась бы в данной точке.4 

2.9-. В данный треугольник вписать 
квадрат так, чтобы две вершины квадра¬ 
та лежали на основании треугольника, 
а две дфугие-ня боковых сторонах. . 

2.10. Построить треугольник по со- 
кованию, углу при вершине и радиусу 
вписанной окружности.! 

2.11. Построить треугольник по ос 
нованив, периметру и углу при вершине. 

2.12. На данной прямой лежат точ 
А , 8 , С , 2) . Построить на плоское 

точку, из которой отрезки А8, ЗС і 
СЕ видны под одним и тем же углом. I' 

2.13. Построить равносторонний 
треугольник, у которого одна вершина 
лежит в данной точке, * вторая - па 
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данной окружности. ^ 

§ 3. Миниму м н максимум 

* 

Этот параграф начинается с совсем 
простых задач, в которых требуется най- 

како* 

тйріаибольшее или наименьшее значение 
может принимать та или иная вэличина* ж 
заканчивается сложными исследовательскш^и 
задачами. Задачи на максимум и минимум 
можно., как правило, свести & исследова¬ 
нию некоторой функции, заданной анали¬ 
тически» Но здесь мы собрали в основном 
такие зарли, где геометрические сообра¬ 
жения позволяют быстрее достичь цели. 

Вн увидите, как при решении подобных за¬ 
дач используются различные множества то¬ 
чек с 

3,1. Под каким углом к берегу нуж¬ 
но направить лодку, чтобы за гремя пе¬ 
реправы через реку её как можно меньше 
снесло течением, если скорость течения 
6 км/ч, а скорость лодки в стоячей во¬ 
де - 3 км/ч? 

а Ответ :под углом 60°, 

Нам нужно направить лодку так. 
чтобы её абсолютная скорость (скорость 
относительно берегов) составляла возмож¬ 
но больший угол с берегом (?) (см.ри¬ 
сунок). Пусть вектор ОА - скорость 
течения реки, АМ - скорость лодк и 
относительно вода. Сумма О А +АЛА- ОМ 
дает нам абсолютную скорость лодки 
(скорость относительно берегов). 

/айна вектора Л/А равна 3, и мы можем 
направить этот вектор в любую сторону. 
Множество возможных положений точки М 
- окружность радиуса 3 с центром в 
точке А « Ясно, что из всех векторов 
С?А? наибольший угол с борегом'состнп- 
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ля ѳт ОМ 0 , направленный до касатель¬ 
ной к окружности. 

Мы получаем прямоугольный треуголъ- • 
кик. у которого катет вдвое меньше гшо— 
тенузы* У такого треугольника угол равен 
80 °. п 

3.2» Из треугольников с А ~ 
и данным основанием ВС выбрать 
треугольник с наибольшим радиусом вписан¬ 
ной окружности, 

а Рассмотрим точки А , лежащие по 
одну сторону от прямой ВС § для которых 

ВАС ~ Ф . Множество центров окружно¬ 
стей, вписанных в треугольники АВС - 
дуга окружности о концами 8 н С (?;, 

Очевидно, что наибольший ршгауо ' 
вписанной окружности будет у равнобед¬ 
ренного треугольника. о 

3.3. Из всех треугольников о дач¬ 
ным основанием и данным углом при вершине 
выбрать треугольник наибольшей площади. 

3.4. До двум взаимно перпендикулярным 
дорогам идут два пешехода, один - со ско¬ 
ростью и. , другой - со скоростью гг * 
Когда первый пересекал дорогу второго, то¬ 
му оставалось идти до пересечения еще <?С 
километров. На каком наименьшем расстоянии 
будут находиться пешеходы? і 

3.5. Через деревню А , окруженную 
со всех сторон дугами, проходит одна пря¬ 
мая дорога. Человек может идти по доро¬ 
ге со скоростью 5 км/ч, по лугу - 2 км/ч 

( з любом направлении). 

Какой маршрут должен выбрать чело¬ 
век, чтобы как можно быстрее попасть из 
деревни А к избушке 3 , находящейся 
ка расстоянии 13 км от деревни ш на рас¬ 
стоянии 5 км от дороги? 

3.6. Даны две пересекающиеся окруж¬ 
ности. Провести через точку А еж первое- 
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чаиия пршуэ так, чтобы расстояние мш» 
точкаш её пересечения (отличными от А ) 
о окружностями било наибольшим. 

3.7. На плоскости задана точка О • 

А Требуется, чтобы одна вѳриияа равносто¬ 
роннего треугольника находилась от точ¬ 
ки О на расстоянии , вторая - за 
расстоянии 6 . На каком наибольшем 
расстоянии от 0 может находиться третья 

его вершив ..... 

а Ответ: <г + б . Пусть АМА/ ~ 

равносторонний треугольгак. для которого 
/О*/-О. , /0А/^б • Чтобы отве¬ 

тить на вопрос о поставленный в задаче, 

' нежно рассматривать только треугольники 
с вершиной в фиксированной, закреплен¬ 
ной точке А : ведь при повороте треу¬ 
гольника как жесткого целого- вокруг 
точки О никакие расстояния не меняют¬ 
ся. Итак, мы считаем, что точка А - 
фиксированная точка ка расстоянии Л- 
• от точки О , а а/ пробегает окруж¬ 
ность радиуса б о центром 0 • Ка¬ 
кое положение может занимать точка М ? 
Ответ такой: А/1 лежит на окружности, 
полученной из данной поворотом на оС 
вокруг точки А Центр О позер- 
Е^той окружности* очевидно, лежит не 
расстояшш ^ от точки О (ведь 
д ОО'А равносторонний). Радиус по¬ 
вернутой окружности , как и данной» ра¬ 
вен * Следовательно» наибольшее 
расстояние от О до третьей варшйы М 
равно +3 -О 

‘ Можно взять любую из окружное- 
тай* полученных поворотом по и против 
часовой стрелки, - они будут находить¬ 
ся йа одинаковом расстоянии от О • 


’.т 
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Из зтой задачи затекает такое люС-опыт• 
ное следствие: расстояние от любой точки 
алоокоот* до одной вершины равносторшшего 
треу голыгаяа не больше, чем расотоя— 

•дай от чей до двух других вершин. 

3.8, На каком наибольшем расстоянии 
от точки О может находиться вершина М 
квадрата А К А/1 А/ , если известно,что , 

а) /ОА/=/ОА//~ 4; 

б) /ОА/= <&, /<?А//~ 6І 

3.9, Из всех треугольников с данными 

основанием и данным углом при Берлине вы¬ 
драть треугольник наибольшего периметра,/! 

Где поставить точку? 

3.10, У мышки три выхода из норки в 
известных кошке точках А , & , <2 . Где 
должна сидеть кошка, чтобы расстояние от 
нее до самого далекого из трех выходов • 

было как можно меньше? 

а Рассмотрим крути одного и того же 
радиуса г о центрами в точках А * В 
и С . Требуемая точка А - положеніе 
кошки - определяется так. Надо найти 
наименьший радиус Л> , при котором эти 
круги имеют общую точку - это есть 
нужная точка К «В самом деле, если 
А'І -> другая точка» то она лежит вне 
одного ив кругов, и поэтому её расстояние 
от одной мз верши больше /” о * . 

В случае остроугольного треугольнкУ 
ка АВС , точка К - центр описанной 
окружности» а в случаѳ прямоугольного 
или тупоугольного треугольника АЗС 
точка /( - середина наибольшейстороны. и 
□ Точку К можно найти также сле¬ 
дующим образом. Рассмотрим круг наі~ 
меньшего радиуса, содержащій все три точ 
ки, Тогда точка К - его центр.О 

Приводом еще один подход к решению 
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задача ЗЛО, 

О Разобьем плоскость на три множест¬ 
ва: 

а) {М: ІМАІ^/М&І и (МАІ& 

5 /ме/}, 

б ) {М:/М&/>/МА/ и /М3!> 

> /мс/] 7 

о) {М:''(МС/> /М&/ и /МС/и- 

> /МА/}. • 

Это - три угла г стороны которых лежат 
ва мѳдиатрисах сторон треугольника АВС 0 
Если кошка № находится в угле а) % то 
самой далекой от нее вѳрпмной будет А , 
если в угле €) , - то 8 , если в угле 
е) - то & . 

Если треугольник остроугольный, 

то в тждож ш трех случаев кошке выгод¬ 
нее • всего сидеть в -вершине соответствую¬ 
щего угж (Ж) % €) шш &)), т.ѳ. она 
Должна сядетъ в центре описанной окруж- 
иооти* 

Поли треугольник АВС прямоугольный 
или тупоугольный, то, очевидно, кошке вы¬ 
годнее всего сидеть в середине большей 
стороны треугольника « □ 

3оII* На участке леса, ограниченном 
тремя прямолинейными железными дорогами* 
живет медведь. В какой точке леса он дол¬ 
жен построить берлогу, чтобы расстояние 
от неё до ближайшей дороги было как можно 
больше? 

З.І2І а) В круглом озере живут три 
крокодила. Где они должны сидеть, чтобы наи¬ 
большее из расстояний от любой «очки озе¬ 
ра до ближайшего к ней крокодада было как 
можно меньше? 

б) Та же задача для четырех крокоди¬ 
лов е 



Задала про катер, 

3.13. На маленьком острове О стоит 
прожектор, луч которого осэѳщет отрезок 
поверхности моря дпшш & - I км* Прожек¬ 
тор равномерно вращается вокруг вертшса*** 
льной оси, делая один оборот за промежу¬ 
ток времени Т - I мен. Катар, который 
может двигаться со скоростью яг , дол¬ 
жен незаметно (не попав в луч прожекто¬ 
ра) подойти к острову. При каком явдюейь- 
тем значении это возможно? 

□ Назовем круг радіуса <2- , который 
освещает прожектор, ^кругом обнаружении". 
Ясно, что катеру выгоднее всего войти в 
' этот круг в такой точке А , штору» 
только что прошел луч прожектора. 

Если катер будет шшть но цржюй Ж 
основу, он достигнет острова через вре¬ 
мя СЕ/іг ; чтобы луч прожектора ѲГО ж 
это время не настиг# нужно» чтобы луч щ 
ето время нѳ усшл сделать- шдэый.оборот, 
те* чтобы вшолшлоаъ шщ$шшотщо 
а^/гг<Т , откуда 

гг ^ а*/т - еокт/я. . 

Таким образом, мы доказали# что при 
2 г > 60 км/час катер сможет достичь 
острова незамеченным* Но# конечно# ни¬ 
откуда не следует, что 60 км/час - ж&шшъ- 
шеѳ - значение скорости катера, при которой 
это возможно, т.ѳ. что идти по отрезку 
АО - самое лучшее, что может выбрать 


капитан катера, 

В действительности: дело обстоит,как 

тл 

мы твидам, совсем не так 


■ Прежде чем читать решение дальше, 
постарайтесь придумать какой-нибудт путь 
катера*, по которо?лу он может пробраться 
на остров при меньшем значении V" 


г 


Мі 


л 
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что линейные скорости, с кото-* 
рыш движугся разное точки луча ОР прожек¬ 
тора, различно*, чем ближе расположена точка 
к центру О * тем её скорость меньше. Уг¬ 
ловая скорость луча равна 2.^/ Т * ок 
ружйости радиуса г- ггТ/кЯГ катер может 
спокойно .двигаться перед лучом, так как ско¬ 
рость катера здесь равна линейной скорости 
соответствующей точки луча. Вне крута радщг- 
са с центром 0 скорость луча больше, 
е внутри этогё круга (мы назовем его кру¬ 
гом безопасности") шорость луча меньше 

7Г . 

круг вЕЗопАснос-ти Если катеру удалось беспрепятствен о 

-добраться до какой-нибудь точки круга безо¬ 
пасности, дальше он заведомо сможет незамет¬ 
но достичь острова. Один шз возможных путей 
внутри круга безопасности - окружность ра¬ 
діуса Г/2 : если‘катер /Г будет двигать¬ 

ся по этой окружности со скоростью дГ ,то 
отрезок Х0 будет вращаться вокруг 0 с 
/гой же угловой скоростью, с какой двигался 
бы катер по окружности радиуса Р » т - ѳ - 
’ с той жа , что и луч прожектора (?) 

, поэтому катер нѳ будет настигнут 

этим лучом. 

Таким образом, основная цель катера 

достичь круга безопасности! 

Если катер будет плыть до круга безо-’ 

паевое тм напрямик по радиусу АО , а 
дальше - перед лучом прожектора, то он смо¬ 
жет выполнить свое) задачу при 

к 

ѵ> 7^7/гж) # * о,*б2 # 7 км/ч. 

Мы сумели несколько улучшить нашу прежнюю 
оценку для скорости катера. Но, оказывает¬ 
ся* и Вто еще не предел! 

Найдем теперь нашлоньшее значение ско¬ 
рости 'Р~ , при которой катер сможет неза¬ 
метно подойти к острову• 
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Множество точек круга обнаружения, 
которых может достичь катер ва время - , 
область^ ограниченная дугой радиуса 2гі . 

среди этих точек те, в которые катер мо- 
ьст попасть незамеченным, находятся сле¬ 
ва от луча ОР 0 

Обозначим множество этих "дос^ижи- 
мкх*' точек через Р • На рисунках пока¬ 
зано, как меняется это множество с тече¬ 
нием времени до тех пор, пока.с* Тут воз¬ 
можны два случая» 

I) Если скорость V недостаточно 

велика, то’ в некоторый момент времени ^ 
множество _2> , не дойдя до круга безо¬ 

пасности, совсем пропадает: это будет 
означать, что за время і катер заведо¬ 
мо будет замечен, т.ѳ. что при этом зна¬ 
чили скорости катер не сможет пробрать¬ 
ся у острову. Заметим, что в последний 
момент і- - и луч ОР касается дуги 
радиуса Тг*о с центром А в некото¬ 
рой точке / , Точка / расположена 

заведомо вне круга безопасности (иначе 
катер смог бы добраться до острова/, 
причем .чем больше скорость іг тем больше 
время обнаружения 4 ѵ тем ближе к 

острову находится точка - . 

/) Если скорость V" больше некото- 

роге значения Ѵ 0 , то множество І> 
к некоторый момент времени достигает 
круга безопасности. Это означает, что 
при 2г >Ро катер сможет пробраться 


на остров. 

Минимальное значение скорости 
соответствует, как нетрудно видеть, 
тому случаю, когда луч ОА> успевает 
коснуться дуги радиуса П. как раз 
в точка /1/ . лежащій на окружности 
круга безопасности. Чтобы найти значе- 
тіо і’о обозначим вела*»ину угла - • 

чог'оз /3 и воспользуемся следующими 




I 





« ІА М Л -• 
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равѳнствами 


/уо}-г-ц^, т/=г»*°. 


/М0 ‘ 


&Х+А „ 


т > 


/ма/- 


Иі первого и последнего равенства 
находим, чф> 

^ « /ЯЖСЯ^ЗІ/Т , 

а т первых четырех равенств получаем 
уравненіе ддн *з * 

<?•*■ ѵ 3 - #/* 

Это уравнение можно решить только 
приближенно, например, с помощью таблиц; 

( уб получается примерно равным 0,923/2 , 
откуда 

^ М# км/ч 

При значении скорости, большем 
катер сможет достичь круга безопасности.п 

ЗЛ4'* а) Сын плавает в центре круг 
лого бассейна. Отец, который стоит нь 
іфаю бассейна, не умеет плавать, ыо 
бегает.в четыре раза быстрее, чем плаве* 
ет сын. Сны бегает быстрее отца. Сын хо¬ 
чет убежать. Сможет ли он это сделать? 

6} При каком отношении скоростей 
Ж и и. С гг - скорость, с которой пла¬ 
вает сын, и - скорость, с которой бе гае; 
отец) сын не сможет убежать? 
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§ 4. 


В этом параграфе обсуждаются зада¬ 
чи я теоремы предыдущих параграфов, толь¬ 
ко в новой терминологии. Понятия, о ко¬ 
торыми мы здесь познакомимся, - функции 
ма ; плоскости ж юг линии уровня - особен¬ 
но полезны при решении задач на і._гнимум 
и максимум. 


4.1 • По іфшолинѳйному шоссе идет 
экскурсіонный автобус. В стороне от 
шоссе, под некоторым углом к нему, : 
расположен дворец. В какой точке шоссе 
должен остановиться автобус, чтобы 
экскурсанты могли лучше всего рассмот¬ 
реть. из автобуса фасад .дворца? 

В математической постановке эта 
задача выглядит так* 

Дака прямая” & и не пэросекающий ’ 
её отрезок АЗ , Выйти ш прямой 3 


такую точку 


дтщ которой угол 


АРВ имеет наибольшую возможную 
величину* 

Сначала посмотрим/ как примерно 
изменяется угол А М3 , когда точйа' 
М движется по прямой С . Другшш 
словами: "как ведет себя функция у , 
которая-каждой точке М прямой & 
ставит в соответствие величину угла 
ЛМ& . . 

•ДОГ прибЖшюедВно' построить 
график этой функции. (Напомним; что 
график строится так: над каждой точкой 
М нашей прямой берется точена 
расстоянии, равном АМА 

Можно’ решать задачу аналитичес¬ 
кие ввести координаты на прямой , 
выразить величину угла АМЗ через Ж - 


* -« * ■»,** г •** - *'•: 


Ч"''Г 



н 
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координату точки М - е найти, при 
каком значении зи подученная функция 
достигает максимума, Однако формула для 
/{‘ж) получается довольно сложная• 

Мн дадим бодаѳ элементарное и болеѳ 
поучительное решений, Но для этого по¬ 
требуется изучить, как зависит величина 
утла А/АЗ от положения точки /А на 
всей плоскости (а не только на прямой 

г }.а 

а Множеством точек М плоскости, 
для которая угол АМ6 имеет заданную 
величину ^ , является пара симметрич¬ 
ных дуг о когодаш в точкам А и В ... 
Если начертить эти углы для различных 
значений Р ір' Ж) , то .получит¬ 
ся семейство дут, шторме покрывают всю 
плоскость, аа исключением прямой А В . 
На рисунке изображено несколько таких 
дуг, и ш жаждой напюано, какому значе¬ 
нию *Р .она соответствует* Например* 
значению (В—Ж/2 соответствует ок¬ 
ружность с диаметром АЗ .. 

Будем теперь расоілатривать только 
точки /А , лежащіе на прямой В . 

Нам нужно выбрать из нмх такую, для ко¬ 
торой уход А М3 имеет наибольшую веджчв - 
ну. Через каждую течку проходит какая- 
нибудь одна дута из нашего семействам 
если А МВ = , то течка /4/ лв- • 

жит на духе, соответствующей этому зна¬ 
ченію Р , Таким образом, задача сво¬ 
дится к тому, чтобы из всех дуг, задева¬ 
ющих прямую А $ выбрать ту, которая 
соответствует наибольшему значению 

АМв = (В . 

Рассмотрим часть прямой € по<ЩЕу 
сторону от уточки С пересечения прямой 
АЗ с А , (Мы не будем разбирать 
случай, когда отрезок АЗ параллелен 



'4 
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прямой € * Рассмотрите этот случай сами), 
Проведем дугу с ± , касащрюя этой час-, 
ти прямой,'и докажем, что жз точки каса¬ 
ния /* отрѳзок АЗ видан под наиболь¬ 
шим углом. Действительно, любая точка М 
прямой 3 , отличная от /5г лѳшт вне 
сегмента ? стягиваемого дугой б?у , Йак 
ш знаем, отсюда следует, что 

А/т < АР* в 

Ясно, что по другую сторожу от 
■ С все будет происходить точно так Же; 
точка Р& , из котсроМ отрезок А& ви¬ 
ден под наибольшим утлом, также является 
точкой касания прямой и одной аз дуг нашего 
семейства, 

Итак, мы доказали, что трѳбуетя в 
задаче точка Р совпадает о одной из то¬ 
чек Р± и , б которых: окружности, 
проходящие через точки А ш В 8 каса¬ 
ется прямой ^ г. В качестве * нужно 
выбрать ту из них, для которой угол РВА 
острый. Если же отрезок А& перпендику¬ 
лярен к прямой € , то из соображений 
симметрии сраеу видно, что точки и 
Р р совершенно равноправны: так что требу 
шх в задаче точек в этом случае да®, /> 

(однако экскурсанты в любом случае должш 
выбрать ту из точек Р* к Рг » из которой ^ 
виден фасад дворца).О 

Функции на плоскости . Основная шдш ^ 
решения задачи 4 Л - исследовать на всей 
плоскости ф ун к ц ию ^ » которая каждой 
точке ставит в соответствие ветчину ут- 
т АШ , т.е. ^ СМ) •АМв 

В іфеддупщх параграфах ш ; по сути 
дѳла,уж® встречались о различным! функция- 
щ, Пошаю самых простых функций на плоское- 
ти, таких, как М) — /0/А/^ , 

/см) 1 />Г*, М ). 0М) = АВМ 










(где О , А , В - д&шшѳ точки, а 

данная прямая), ж изучали суммы, 
разности, отношения таких фу&кхшй и 
іфугиѳ жж жомбтащш. 

Линии уров ня. Большую часть усло¬ 
вій, которнш определялись множества 
точек, можно представить так* На плос¬ 
кости (или на некоторой её облает) за¬ 
дана функция /? в требуется найти мно¬ 
жество точек М , "в которых эта функ¬ 
ція пршйшаэт заданное значеніе Л* , 

*.в. 

• Как правило, для каждого фжеиро- 
вакного числа А- > это множество - неко¬ 
торая линия; такам образом, плоскость 
.расслаивается на лиши, которые наш- 
і&ютея лшишш уровня функции /- . 

.Так, решая эадачу 4.1, ш рисовали ли- 
ним уровня функции /*ВМ) * А М3 . 

■В^ШМ ІЯ» Объясним теперь, 
откуда взялся термин "линия уровня 13 » 

Дело в. том, что для функций * заданных 
на плоекооти, мото отроить графики . 
точно так же, как сто делается для 
фракций ^®У73 е>) , заданных на 

цмшой, только теперь график нужно будет 
стоить в пространстве. Будем считать, 
что плоскость, на которой задана наша 
функція У* , горизонтальна, и душ 
каждой точки М этой плоскости от 
тда точку, расположенную над точкой 
т расстоянии //(М)/ % тля. /(М) 
и под точкой М на расстоянии //АМ)/ % 
еож /УМ}* О ; все отмеченные таким 
образом точки образуют обычно некоторую 
поверхность,которая и называется гра¬ 
фиком функции /* , Другими словами, 
если ввести на горизонтальной плоско¬ 
сти систему координат и напра¬ 

вить ось 0г вертикально вверх, то гра- 

* 



Оі 
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фиком функции будет множество точек 
о координатами //с у с/; X) , где % ^ 

^х(м) , а /ж ;у) - коорди¬ 

наты точки АА на плоскости, (Если 
функция определена не вс всех точках 
плоскости, а только в некоторой облас¬ 
ти, то график будет расположен только 
над точкаш этой области определения) > 

■’ок вот, линия уровня 
/ /И: //'А/у - /1 / состоит, очевид¬ 
но, из гвх точек М , над которыми точ¬ 
ки графика расположены "на одном уровне” 

- на высоте -X. , 

Ниже ш изобразили графики 

функций, линиями уровня которых являют¬ 
ся множества азбуки» Так, ш видим, что 

график функции //М) = / 4 М3 пред¬ 
ставляет собой "горный хребет” высотой 
Ж над отрезком АЗ , с которого 
график плавно опускается до нуля. (Келом- 
ним, что в самом-начале решения задан 
4.1 мы строили храфш етой функции, но 
только над некоторой прямой 3 )» 

Функция У* вида. 

у« Лх*х)+ я 

+ я.і/>(м, е г )+ ... + л Л /(Щ 4*А 

в каждом жв кусков (Я , на которые 
прямые В 4 , €% ».*•» делят шюс- ( 
кость, записывается линейным выражением 

Таким образом, еі график будет состоять 
кз кусков плоскостей - наіелошшх шш 
(если Ох « В ~ О ) горизонтальных. . 
Это мы видим на примерах множеств из 
пунктов В 7 И азбуки. 

Липин уровня такой функций состоят 
из кусков прч*#х; а если у гра^ска есть 
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горизонтальней площадка - некоторая *»> 
уровня содержит целый кусок & плоскости, 

йуввщ®і ВВДВ 

+ Х е /МА*/+ . •. 

при Л*+ ** + --«*. ? Ял ~° *°* в 

еводатс® к лшейкой фуавдии на всей плос- 

коѳтй (щяфвр ^ 5 9 а в обще;* случав щи 

ніунвдда 

вида 

рда /і - некоторая точка шіоскостж* 

Ішш ©§ я> 0ШЯ ~ окружности, а график - 
поверхность шршЗоловда вращения. 
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Здесь нарисованы график® функций, соответствуй «У™*» 

азбуки, и йод кавдй из них - карта лданй УРОВНЯ. 

Б. /(М,) = />(*?> &) • і'РаФ® ~ двуграюінй угол, линии 

"И— - ♦*" ! 

^Р,,»т».»г= отр,»». I ««» “ 

ж 1СМ)- /Ш/*~ /Мб/* • Гр®» 1 ® “ плоскость, ят* 

. . - _.. .... т\<псій 








/ МА !*+ /М3/ 1 .График - параболоид вра» 

щѳния, лшши уровня - концентрич ѳски е окружности, 

Е, У СМ) - /А1А! / Ш&\ . График ммѳет около точки А 

шадащг, около 3 - поднимается к бесконечности. Линии уровня - 
Еѳпѳрѳеекающиѳся окружности , центры которых лежа г на прямой АЗ , 
причем каждые две из них имеют радикальной осью одну и ту же пря¬ 
мую - мѳдштриоу отрезка АЗ „ 

Д. ^ГМ)у>(М^)/р(/И,г г ), График получается следующим 
образом* рассматривается седлообразная поверхность - ^гиперболи¬ 
ческий параболоид**, — проходящая через прямую А / и вертикальную 
прямую, проходящую через точку О пересечения /і и і/ ; часть 
этой поверхности, лежа»щя ниже данной плоскости, отражается сим- 

а 


:№’пмчшо относительно Нее. Линяя уровня - пары прямых, проходящих 
чеоея точку О , 

% -г{'Л':)~ у эО% /х)/р('М, 3$) о График - четырехгранный угол 
Яшш уровня - щзшлоутолънйки с диагоналями, прш&ядешішс? /*-- 
Я • 

Пожалуй, наиболее сложннѳ графи¬ 
ки в нашей азбуке имеют функции 

/•/м; = 4 'м'з и -/* /м) =• 

- /4МI /1ЗМ7 і , Заметим, что 

между картами линий уровня этж: функ~ 
пий имеется интересная связь: вот 
нарисовать их на одном чертеже, то 
получится два семейства окружностей, 
причем любая окружность одного семей¬ 
ства пересекает любую окружность .дру¬ 
гого семейства под прямым углом (?) - 
как говорят, эти семейства взаимно 
ортогональны. 

Приведем ешѳ один пример простой 
функции, у которой линии уровня - 
лучи, выходящие из одной точки, а 
ірафяк **» довольно сложная поверхность. 

Эта функция / (М) - МАЗ 

( А и 3 - данные точки плоскости). 

Её график над, каждой из полуплоскос¬ 
тей, на которые прямая АЗ делит 
плоскость, - винтовая поверхность, кт 
: егіикоит, 

?'»ѴГЯ іутпст ; ’’<т Г- ЯК ГО : •ІДИЧ.ПКЯ 



••.•Ч-...Ч . о іі.ггіі депо«тыю трудно кари- 

ѵг ь :*:< ^РОСИ'ЧНГ ѵвешшй ГрЗ-ЧК. 

;• -с ГТНШ'ЯЛ* ‘. 'О.'ЛйЯ ѴДОЗ&НЙ С-ІОСЬ б 
«титтлтдатж* і?Р' і . ГіСІѴѲДеИИО Яччікіши 


ее линий уровня. 

Физические географические карты 
составляются следующим образом. Пусть 
у/А/) - высота в точке А/ поверх- 
гости над уровнем моря. Тогда рисуются 
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линии уровня { А Ь 1 * 206 * 

/ М*/' г М)=4&0м] и т.д. Области 

между этими линиями уровня раскрашивают¬ 
ся в разные цвета: область 
/М: О ж /////; ^ -? - зелено- 

го цвета» области {Л 7 : зР/'М)> 2 О 0 *у 
коричневого, а области {Мі /и 

< О голубого цвета разных оттенков. 

Для того чтобы составить карту функ¬ 
ции, нужно .нарисовать несколько её линий 
уровня - достаточно много, чтобы по яш 
тшо было судить о том, как расположены 
остальные, - ш налипать на каждой ив них, 
такому значению функции (какому » она 
соответствует. 

Если условиться наносить лши уровня 
черев одинаковые по величине интервалы эка~ 

чѳний функцій О* і - ^ і ,*<>*, 

то по густоте линий уровня можно судить 
о крутизне графика: линии расположены 
чаще там, где больше наклон графика к 
горизонтальной плоскости. 

Линии раздела . Рассмотрим довольно 

сложную функцию: 

у/ 

= тйг [/МС 4 і ? ІМС& / , с». ? / МС/і у у 

которая сопоставляет каждой точке М 
плоскости наименьшее из расстояний от 
неё до данных точек О* , с % * 

Сл, с Попробуем представить себе карта- 
ну и график этой функции, начнем с самых 

простых случаев /м*-2 и п - ~ ° 

4*2, а) На плоскости заданы двѳ 
точки С х ш . Нарисовать карту 

ЛИНИЙ УРОВНЯ ФУНКЦИИ . ; 

у/’М) ~ тиь [ IМс.л / » > №С г Ц\ 

6) На плоскости дани три точки 
. А , С* и С& , Нарисовать карту 
линий уровня функции 


- 47 - 



/У №}- $ ~/МСіІ 7 ІМСгІ } / АІС^і]\ 

а а) Рассмотрим множество точек М » 
для которых / №Сл!= /. Это, шж 
мы знаем, мѳдиатрнса отрезка С ж * 

Мѳдиатриса разбивает плоскость на две 
полуплоскости, точки одной ие них распо¬ 
ложены ближе к •*%' . з, точки другой да 

ближе к С г * 


Таким обтаем, з одной полуплоскос¬ 
ти /Г 'Ю = / ^ в дру гой - 

^/м) ш /МС г I . Следовательно, 

чадо нарисовать в первой полуплоскооти 
пшт уровня функции I МСіі- 

окружноотж, и еишетрично отразить эту 
карту относительно мѳдиатрисы . 

6) Рассмотрим множества точек* 
где ІМСіІ^/МСг/ , где ,МЫ- 
- /мс.& і И где ІМСі.і*/МСзі 

Их. найти совсем просто - это 



три мѳдиатрисн треугольника А А А * 



пересекающиеся з одно® точке О 
Три луча этих медиатрис с началом в 
точке О разбивают плоскость на три 
о бла сти. Очевидно, в области точки 
,* у - /(м) - / А / , в области 

А - Ж (М) = /МСі/ , в области / 
точки' // 

образом, карта функщга ^6^Ѵ- I I 

=г /тгѵх {/мел, /МСгЖ к , ]ме 3 ц \\ 

представляет собой объѳдшшше трех ^ \^ 4 - 
карт, скдаенншс во линии раздела - треи, > 

лучам. □ 

Іданк функции 

/ /МСЛ, /М€* 4 > • ■ • і / мс » г 1 
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можно представить себе т акіш оорыь-.;^. 
Если насыпать в ящик ровным слоем песок 
ш в точках Ал , ^ , . *., Л&. пробит 
в дне ящика отверстия, через которые пе ¬ 
сок высыпется, ~ так» что вокруг каждого 
отверстия образуется "воронка ", - то 
поверхность всех этих воронок и образует 
график функции / . (Разумеется, нужно 
взять песок такого качества, чтобы угол 
естественного откоса равнялся 45°, и на- 

Т ѵ 

сыпать его достаточно толстым слоем») 

4,3* Пусть заданы точки А ж 3 
на плоскости. Нарисовать карту линий 
уровня функций: 

а) А ('А) ~/тг и,г. IА МВ 9 ЗАМ? АЗЗА], 

б) //'М) = г/тлл.{ММI, І/ИЗІ, \А6і], 


•5 


и описать юс графики. 

Экстремумы Функций . Пусть / - данная 
функция на плоскости* Представим себе её 
график кал; холмистую местность. Максималь¬ 
ные значения /(АС) соответствуют высоте 
горных вершин ѳё графика, а минимальные 
- глубине впадин. 

На карте линий уровня функции* как 


правило, вершины гор и впадины окружены 
линиями уровня. Например, для функции 
і = і /И 4 1 *+ I МВ > г „очко: и, 

н.шук ; : /о> • лмжопся серцщіііі' 


Ад 


а линии уг.сшгя 


- к ыпшй тиич ес*ш ; 


окружает с центром в точке /А* 


Т.ѵщее сложная картина .йолучаетск 


для функции /(М) “■ АЛ13 ш *^ та 
фужтая достигает своего значения УЗ во 
всех точках отрезка АЗ , а мюгамалъио- 
го значения О - в остальных точках 
прямой А3 . Переход от шкешального 
значения к шнитльноку в точках А и 
Аі . не плавный (в этих точках -/■ 
не определена): здесь график имеет вѳр- 
тшеалтлш ѳ обрп ві д, 
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В начале параграфа мы попользовали 
карту линий уровня для решения задачи 
4Л. Это - тоже задача на отыскание мк*% 
симума, яо другого типа, В общем виде 
задача формулируется так: найти, какое 
наибольшее или наименьшее значение 
функция / , заданная На плоскости, 

принимает на некоторой кривой У 
(в рассмотренной задаче У была пря¬ 
мой). Наблюдение, которое мы сделали в 
задаче 4Л, относится и к другим подоб¬ 
ным задачам: как правило, наибольшее 
(и наименьшее) значение будет достигать¬ 
ся в тех точках, где У касается лшш 
уровня функции / ^). 

Пусть, скажем, шіісишльноѳ значение 
функции А на кривой У достигается в 
течке Р и равно /СР)~С . Тогда 
кривая У нѳ может находить в область 
/М : /СМ) > в] - она должна це¬ 
ликом принадлежать дополнительной обла¬ 
сти { М ■ /САЗ) ^ С ] % причем 

течка Р лежит па линии раздела между 
этими областями.: на линии уровня 
{М:/САЗ) ] , Таким образом, 

кривая А не может перейти черев ли¬ 
нію уровня I М •* /СЛА) ~ с] , т.е. 
должна коснуться этой линии в точке 



Вы видели, как этот принцип "каса- 
ш’ 5 для нахождения экстремума проявляет¬ 
ся в задачах § 4, В этих задачах № искали 
максимум ми минимум простых функций г 

^ (м)ір (м,г), 

/(М) = аААа, /('М)**ІЛ 1 А\ 


^'й.та в точке дде оаш функция/ 
достигает максимума, если кривая У 
прожодат через такую точку* 


*.ѵ'* 


•> • 


-50- 

на данной кривой % • Линия уровня» 

соотвѳтсшву ющая экс тремально* Ш ч ея лт> * 

касалась У . Как правило, эгоѵ кривой 
У была, окружность* К отыск&шію маши- 
муіда (или шнимут) функции на данной 
ОІСруЖКОСТН ИЛИ ЩЗЯМОЙ сводятся такл-.ѳ 
которые ив следующих зада 0 . 

4,4» Дана окружность с центром & 
н точка А ѵ . внутри неё. Найти на окруж¬ 
ности точку № , дня которой величина 
угла А МО наименьшая. 

4.5. А и 8 - данные точки, Найти 

на данной окружности У точку А1 , 

а) сумма квадратов расстояний) 

б) разность квадратов расстояний 

от которой до точек А ж 3 минимальна. 

4,6с Дана пряная А и параллель¬ 
ный ей отрезок АЗ - Найти положения 
точки М на прямой 3 э в которых 
величина (АМ I / /М31 принимает наиболь¬ 
шее и наименьшее значение,^ 

4,7. Между двумя прямыми дорогами 
расположено озеро. Где на берету озера 
нулю выстроить санаторий» чтобы сумма 
расстояний от кзго до этих двух дорог была 
наименьшей? Рассмотрите случай, когда озеро 
имеет формула) круга,'5)прямоугольника• 

Заметим, что для нахождения макси¬ 
мума функции у -~\А (&) одного перемен¬ 
ного мы руководствуемся ''принципом каса¬ 
ния 3 * 1 с Пусть на плоскости нарисован график 
функции А “ некоторая кривая, найти 
максимум функции А “ эт0 значит найти 
сагдую верхнюю точку графика. Ясно, что 
дія этого надо провести прямую, касатель^ 
ную к графику и параллельную оси гйг*- ; 
причем провести так, чтобы весь ірафик 
лежал ниже зтгй прямой. 


( 



, Р № « «*™У« "» ’ Ь 

1 ‘ ‘ " ■ ам 4* р = К ЙМ 2 /Но в -- & 

» Мі ■ *“ " к ' ш ШИ - »ю «*» 

(едва - тт «*"* точка .око- 

$8 ). () Если же М - ль08Я д * - 


углов . .. • І м и взаимно яврвещкау- 

ходят через точки /И, 2 летят на *>_Д ** 

лярян. Следовательно (см. I ). ~^Г" м А ' г 

окружности о диаметром 


Теперь нужно доказать обратное утвэрдевв* Я_1 - 


« ГЙ^/2Г^ Г точка Ж 
ке лежит на этой окружности. Пусть 


ЯА'/л% ~ У* * 


К * і; 


Л', % 

в) нВ Мг 

а) К. > К > 1 > 

б) к'>и > I, 
е) а > л > к' 


■ Т очно так же, как раньше, можно пода, 

?Ѵ на окружности с диаметром ^ > 

ЧТО А ЛѲЖИ1 -« в которых 

1 -лѳ и 4 “ тсчкя прямой :і} * ‘ ' 

л я • і 


М/мв " 



но первая и вторая окружности не пересекают- 

°* ^5 Интересующее нас множество есть 

окружность Р я ‘^ ;' а /ѵ] 1 точке, симмѳт- 

3 Г! ; относительно некоторой прямой, 
ричная точке . ' _ т0 очевидно, что 

проходящей через Г0 ^У ’ ЧТ о расстояние 

чм - А 1 ,/! . Отсюда следует, ни .ѵ 

6 ѵі ... Т0ЧКЙ В постоянно, т.ѳ.,что 

от точки М до точяя радиуса /75 

точка /М лежит на окружности 

с центром в точгѳ • _ ^ точка Э той 

0браТНО ;^ч от точка' Л и дгашетраль- 
окружности» отлич 7 огда трѳ- 

ЯО противоположной ей точки С • ѵ 

/$ м •павнобѳдрѳнный ^' •" ■ 

угольник ^ ѵ длаяа в >4 является так- 

следовательяо, эг следует, что точки 

яе его биссектрисой, отсюда ы ау 
Ѵи М симметрична относительно прямой вК . 





Дж диаметрально хфотжвоположншс точек 
$ ж С окружности тш рассуждения не го¬ 
дятся, их нужно исследовать- отдельно. Ясно, 
что обе они тоже удовлетворяют условию задачи: 
точна Й симметрична самой себе относительно 
црямой $ В э а точка С симметрична точке 
Я относжтагьно прямой, перпендикулярной 
к отрезку ЙВ * 

І.І4. а) Вершин Ж всех треугольников 
АВ/Ѵ лежат на дуге ДпЬ (ш рассматриваем 
точки по одну сторону от прямой ЙВ ). 

Пусть И - середина отрезка Я8 , Мы 
знаем э что в любом треугольнике Я точка 
А1 пересечения мѳдан делит медиану ку 
в отношении 1:2, т,б, ЮЛ = ЯУ/$ • Поэтому 
искомое множество точек М получается из 
дуги Ял В сжатием её в три раза к точке Й , 

Это множество - тоже дуга окружности (?). 

Ответ? пара дуг с концами в точкам С 
и 85 ( С и %> делят отрезок Я8 на три 
равные части) таких, что да любой точки М 
этих дуг СМ2) * $ . 

б) и в) Докажите, что из точек этих мно¬ 
жеств отрезок Л-8 виден под постоянным уг¬ 
лом, 

І.І5. Сводится к X Г , 

1,18, Ответ? по отрезку прямой, проходящей 
через вершину прямого угла и составляющей с его 
сторонами углы, равные острым углам деревянного 
треугольника. йіожно воспользоваться і Д . 

1,26. б) Докажите, что если отрезок кЛ* 
постошійой длины скользит концами по сторонам 
данного угла й ,, то точка М пересечения пер- 
пѳндауляров, восставленных в точкаі к и и 
ж сторонам ИЙ ж ІЯ угла, движется по ок¬ 
ружности с центром Й , 

. 1.32. Ответ: коническая поверхность с вершиной в точке 
А а осью, перпендикулярной к плоскости р 
1*3.3:. Заметьте, что две образующие конуса, лежащие в данной 
плоскости, а также середина отрезка между точкам их касания нѳ 



меняют своего положения при ишѳишиа с.-і очн. После о того дело 


—5 

:К ' ^Р: 2татоадо $ реиил* задачу ДО<«ММ 
кои»' -очка дедат ед ли» пересечения М®~ 

ШК,СК о^; «ара плоскостей, проход» через 
-от Я ? параллельных плоскостям, д«ляли< 

тяии (см. Ів). г'Т^-СР'СѲ 

1 35. Воспользуйтесь теоремой. С. 

7 46 в каждой шдазьости, проходадей 

тгдрвз' течку Я , пересекающей ииш 1 ®»»* 

те'лябдьао его оса, наше шожество - врямая. 

параллельная осп. дтаиндра. В плоскости, Щ> 

через точку * и перпедалярной 

К ос* дашкдра, задача оводято - 0 _ 

-- тг 1 

.,„ п „ ѵ пг'*г. г; ПОСТОЯННОЙ ,ОЧЬ- • 
детая® ЦЛО.КОС.Ь О А Г.ІО - точки 

эдѳѳт постоянную Д^ЯУ- (Т1у0ТЬ 
т " «ЧГРЧОСТЯ Р с окружностями, 
пересечения: шпа-к^с** / ч 

Тяяи мк г * КА’КВ * '• 

, 39. » ««.«« -»»• 

- т паяной ш ней сгрутаостя, то то .а 

офврк да даияол - к _ Б0Гі;Шйяа 

“ГсГТг^^к.'' 

даТОК0# ОКР7Ж !!!ой задаче- след конец отрезка находятся 

йа «ІІ гГоГДГГерГна І в Дэяяой точке, — 

ртлесГое место вторнх концов отрезка, 

2 ІО, Си.задачу І.і.40. 

І 5 : 

^ ,: р ГХоЧ.о»™» 7"" Л ' • 

риса /48 проходи- * ~ г <.« доказательстве - Р- ). 

“редставляот^соСо ра^с^яше между пешеходам ганнс 

Пусть первой пешеход Р от "вектогси 

свя9х ' ѵ ' , ,, ~г Ч лсит<уп,яое дряжеяне А 

-ч-адстян). Рассмотрим о.н.- и - 




ъашітоѣ с г - это будет равномерное движение с постоянно- 
скоростью и - і 

В "начальном" доложѳшш* когда & находится ь течке г; 
яерезечеішг дорог 5 0^& находится от **& расстоянии /ф в ^.і х '- 

в шіфавлешш векторе ^ іг * Ташш образок, чтоб» найіъ о*^бф* 
достаточно черев точку ^ провести прямую ,1 * параллельную 

вектору і?- *Р (это - траектория Р в относительном движѳтш 
в система отсчета* связанной с С* л ) к определить расстояние ^ 
|^ ; Н| от точки С г . до прямой 4 '» Н - проекция С( 0 Ш *- 

Поскольку треугольник ^ ^ $ подобен трѳу^олышку, составленному 

13 векторов и/іг > V- ІГ (Таи.)і.бГ, ^ ^ . то 

• <?• У •/!(?„ е I ж • 1 *%!- ?! = ^Д4~Ге~ ! . 

3,8, Опустим не центра й одной жз окружностей перпендоу*- 
дар 4- V на € , проходящую через точку # * * из 

центра 0$ другой окружности - перпендикуляр ^ ^ на прямую 
0 / /у # ( ,дая& | Од И | ьдвое меньше расстояния между точка 
ш пересечения секущей В о окружностями (отличшш от Л ) • 
Зо9. Ответ, Равнобѳдфешшй треугольник, см, задачу на стр, 16 
4«б. Построить эти точки помогает тот факт, что линии уров¬ 
ня ФУНКЦИИ І(М) ■*» МА *)//мь I ортогональны окружностям | 

проходящим через точки /> и Б /'см. <гт|>. *<Ь ), 


Рт^тжт НК МОП АПН СССР 
‘ >@35.7 Москва» гл*/іаисед*, ■$ 
*>*лэ : «ь0 г^гчіхч 15 С О 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РАЗРАБОТКИ 
для учащихся ВЗМШ (тема ^При нцип касания” 
по брошюре "Прямые ж кривые”). 

Эти разработки предназначены да преподавателей ВЭИН - руко¬ 
водителей групп "Коллективный ученик ВЗМШ”. Они содержат решения 
задач* предлагавшихся в 1978/79 учебном года учащимся 1 и П дар- 
сов по книге Н.Б. Васильева и В•Л•Гутенмахера "Прямые и кривые” 

I задание А® 5 на стр . 153 этой книг и). 

Предлагаемые решения, разумеется* не единственные ж даже не 
самые короткие. При их написании преследовалась цель использо¬ 
вать те идей, которым посвящено задание* 

Авторы разработок будут благодарны всем приславшим свои за¬ 
мечания ж соображения как по содержанию заданий и вообще по книге 
"Прямые и кривые", так и по решениям задач. 

Наш адрес? ІІ7234 , Москва* МХУ, ВЗМШ. 


Решения задач 


из всех треугольников с данным основанием и данным уг¬ 
лом при вершине выбрать треугольник наибольшей шсощади. 

Ответ: равнобедренный треугольник* - 
Решение, множество вершин треугольников с данным основанием 
и с данным углом при вершине (по одну сторону от основания) — 
дата окружности с концами в вершинах основания - см. п.Д азбуки. 

Поскольку площадь треугольника равна , где си - 

длина основания (в нашем случае постоянна), ^ /і — длина высоты,, 
опущенной на основание* то задача свелась к такой: среда точек 
указанной выше дуги выбрать наиболее удаленную от основания тре— 
угольника. Поскольку линии уровня санкции ^(МЛ) 

пары параллельных прямых (омметр.78,п.В), нам осталось из этих 



прямых выбрать ту, которая касается дуги 
(принцип касания). Очевидно, эта касате¬ 
льная проходит через середину дуги (см. 
рис. X). 

4^9♦ Из всех треугольников с дан¬ 
ным основанием ж данным углом при верши¬ 
не выбрать треуголы-іж . наибольшего пери¬ 
метра. 


ртвет; равнобедренный треугольник <, 

2йШЙУЬ> Пусть отрезок ЯВ — основание треугольника» а /Ч — 

его вершина. Поскольку величина Ж& постоянна» то согласно 

пункту А азбуки, множество точек * - пара дуг , симметричных 

. сительно прямой АВ . Рассмотрим одну из дуг, обозначим её 

^ 3 К/.,//,*/.^ а С0СТ0ЙТ 8 том * чтобк максимизировать величину 
• /Щ Г І #д>) , то есть !/гМ)г/м&1 > т>к ^ /^/ _ 

заданная величина). ' * ' 

д./ а продолжении отрезка ЯМ от точки И отложш отрезок 

//УГ ' раэаый по да®*® отрезку ВМ . тогда /ЛѴД/А»/ = / А У! 
Множество точек Ж представляет собой дугу окружности / , 

йеНТр С которой лежит в середине дуги (см„задачу 2.8а). 

в результате задача сводится к следующей. 

■**" окрушіости задана точка А . Надо из всех 
Х0 ВД /9 /* выбрать наибольшую. 

и ЙП р Ч °І! еТ ЯСе Ѵ ЭТ0 диаметр окружности /" . Диаметр проходит 

" ре ™ С т * I тем самым наибольший перйметв имеет 
равнобедренный треугольник Я О В 


Диаметр проходит 


“ На ГШ0Тен У зв данного прямоугольного треугольника 

"ОТО О# проекциями на кат.™ 

02281-* основание перпендикуляра, опущенного из зер- 
®ш прямого угла на гипотенузу. 

„ Еешери§. - данный прямоугольный треугольник с прямш 
углом щ>и вершне С . Рассмотрим точку М на егогип^- 

' • Л |\ зе и её проекции Р и $ на его катеты» 

\ Нам надо выбрать течку д/ так, чтобы 

\ величина //$/ была наименьшей» в пря- 

Р 1г —\м моугольнике р/ЧйС }Рйі- ІСМ} ( см » 

\/ \ рис,2)о Задача сводится к следующей. 

Д \ Найти на прямой Л В точку М так, 

с / \ \ тао6ы Расстояние {СЩ} огнее до точки 

- ° С было наименьшим, 

гис.2 Искомая точка - это основание пер» 

певдикуляра» опущенного из точки С на гипотенузу М (см.пД- 
щю теорему на етрЛ49 книги),, 

5^5. Дана окружность с центром О и точна Я внутри неё 

Наити на окружности точку М , .для которой величина угла ЛМО * 
наименьшая. ~ 

Конец радиуса* проходящего через точку Я , (в 


& 


этом случае ЛМ 0^0)* 

5 -#. 5 * А ж В -'данные точки. Найти на данной окру»-. 
ности 6 точку М г суша квадратов расстояний от которой до 

точек А ж В миншальна, 

ВёМійЛі,» Рассмотрим функцию $(м) = /ДЛ//% )Ш\ г .Её дт 
уровня - окружности с центром в середине С отрезка М ; чем 
меньше радиус, тем меньше значение $(М) (пункт Е азбуки). 
-.етт образом, из этого семейства окружностей с центром С кт 
2адо вы<5ра ' ?ь ок РРиоеть наименьшего радиуса, шезащгю общую точку 
с окружностью /" . Согласно принципу каеайия» это будет окруж- 
ность, касающаяся окружности У , в некоторой точке' Ц 0 - это 
и есть искомая точка (точка М 0 - одна из двух точек пересечения 
/ с прямой со } где О - центр окружности У ). 

В случае, когда точки С и О совпадают, величина 
/Щ +/Щ' 1 одна и та же для всех точек М окружности / . 

А ж В - данные точки. Найти на данной окружности 
* точку М , разность квадратов расстояний от которой до то*» 
чек А ж о минимальна. 

Р ешение ■■ Рассмотрим функцию $(М) = /ЛМ/- ІВМ\ г ■ » Е@ 

линии уровня - прямые, перпендикулярные прямой Ж (пункт Ж 
азбуки).Искомая точка Мо является точкой касания окружности 
о;щт из прямых этого семейства (точка М 0 - один из концов диа¬ 
метра окружности у , параллельного отрезку М ). 

5^8. Между двумя прашш дорогами расположено озеро. 1Де на 
е?егу озера Н У ЖН0 вызтромть санаторий» чтобы суша рассто яний от 
него до этих двух дорог была наименьшей? Рассмотрите случай, ког¬ 
да озеро имеет форму:а) круга; б) прямоугольника. : 

г едіениб. Обозначим данные пряше (дороги) через В ж В, в оас- 
сштрш дикцию }(Н)* ? ( Л <>)+ е г) ' # м г лшш / 

вня внутри угла, содержащего озеро - прямые, перпендикулярные 
иссектрисе этого угла (щгакт А азбуки). Надо выбрать бхижайщую 
этого семейства к вершине угла, имеющую общую точку с озе- 

I™ ’ да ивуглого 03 ®Р® э®а точка всегда одна, а для памоуголь- 

эта точка либо одна - вершина» либо .юс много - оГсостшГ 
ляют сторону прямоугольника) о 

4^8» На каком наибольшем расстоянии от точки О может надо- 
литься вершина /-А кваптэатя $ К м а/ д .. _ 

а) \ОЙ\ЧОмТ= ? ‘ если известно, что 

б) /ОЯ І~<Х / /ОМ/= в. 

Ршіілм сразу задачу §)» Ш можем расештрттать (как в 4»Й 






лишь квадраты с вершиной //§ в фиксированной, закрепленной точке, 
на расстоянии /0/Ѵ/ = 8 от точки О , у которых вершина А 
пробегает окружность оі радиуса $• с центром. О , Множество 
верши М квадратов АКМЛА - окружности сГ и Ы." , полу¬ 

ченные из оС . поворотом на угол 90 : относительно точки N в ту' 
и другую сторону; очевидно, можно рассматривать любую из этих 
окружностей - скатам, сС' , Её центр 0' лежит на расстоянии 
в\% от точки О (он получается из 0 поворотом на 90° 
вокруг /К ), а самая далекая от 0 точка Мо окружности о і* 
удалена от 0 на расстояние /ОМоІ = а+ 8\Ѣ. . Таким, 
образом, ответ в задаче б) си- віШ , в задаче.а) .{+ 1 / 2 . 

5.4 б) . На данной прямой найти точку АІ так, чтобы рассто¬ 
яние между её проекциями на стороны данного угла было наименьшим. 

Ответ : Основание перпецдшуляра ., опущенного из вершины 
данного угла на данную прямую. 

Решение . Это решение опирается на следащий очевадннй факт. 

Длина хорды, которая ввдна из точки окружности под данным 
углом 5Р , зависит только от диаметра окружности: чем меньше 
диаметр, тем меньше хорда. 

Пусть А - вершина данного угла, а К я Ь - проекции 
точки М на его стороны. Точки А, А, М / і, лежат на окружности 
с диаметром АМ , так как углы АРМ и А0.М - прямые. Хорда 
КЬ видна из Ъочки А под данным углом Р . Согласно сфор¬ 
мулированному выше утверждению, хорда КА будет тек меньше, чем 
шньше расстояние АМ . Поэтому, чтобы получить искомую точку, 
нужно із окружностей с центром А выбрать окружность наимень¬ 
шего радиуса АМ . 

5.7. Дана прямая в и парада ельннй ей отрезок А В 

Найти положения точки М на прямой 6 , в которых величина 

ІЛМІ/іьщ принимает наибольшее и наименьшее значения. 

Ответ; Наибольшее и наименьшее значения достигаются 
в точках М, и М 2 соответственно, удаленных на расстояние 
\)а г +в ! ’- .вправо и влево от серединного перпендикуляра к отрез¬ 
ку А8 ( 8 - расстояние от отрезка АВ до прямой € , 

В<г-/т ). 

Решение, в соответствии с указанием к задаче на стр. 145 и 
с принципом касания, надо найти, где находится центр О/ акруя» 
ности, являвшийся линией уровня функции $(М) = ІЛмі/імві , касаю- 

цейсе прямой В ж ортогональной любой окрушоеот, проходящей 
через точи Я и В , например, касающейся нрпшй і 

4 



(см ѳ рис*3). Пусть О г - 
центр второй окружности, 
С - середина отрезка ЯЗ 
К - точка пересечения 
окружностей* Пусть X - 
длина рдзщуса окружности 
с центром 0% , тогда жз 


прямоугольного треуголь¬ 
ника ВС &2 получаем 


х г ~а* + (Я-х) г 
откуда X « 

23 


Так как окружности 
ортогональны ? треугольник 
ЦО?М - прямоугольный, 

тогда 

■% 


К№| г «І4К]‘+ІМ|* 

|0,0а| г •■в г + Х г , 
тогда из л о г со, : |б,е| г » 

откуда ) 0|С| - {о^+ . 


, то есть 




Мы нажав точку Мі , где принимается наибольшее значение 
величины • наименьшее значение, очевидно, принимается 
в точке М г , оишиетричной М, относительно прямой С0 ? , 
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іѵіЕТОДИЧЕСКИЕ РАЗРАБОТКИ 
для преподавателей ВЗМН ка тевд 
"Принцип касания" я "Разбиения" 
(книга "Прямые и кривые 1 ') 


При проверке задан необходимо учитывать, что школьники 
могут давать решения, отличные от наших. Такие решения надо тща¬ 
тельно проверять и оценивать аналогично нашим (следить за полно¬ 
той и обоснованностью), 

Степень обоснованности должна быть примерно такой, как в 
наших решениях. 

Задание по теме ’іринций касания” состоит из следующих 
задач: 

Обязательные задачи 

х, Й 4*3 .2, Й 4.9 3. № 5.4 а). 

4 „ № 5.5 5, й 5.6 а). 6, й 5.6 б) 7. й 5.8 

доп олнительные задата 
8. і 4.8. 9. №5,4 б). 10. й 5.7 


.2, й 4.9 
5, й 5.6 а). 


3. № 5т.4 а). 

6. й 5.6 б) 7. № 5.8 


тіплчжтелъ ше задачи 
9. № 5,4 б). 10. й 5,7 


Критерии оценок 


обязательные задачи: ”3” - решено не .менее 4 обязательных 
~~~ т ~ шятт ~ тттшттт задач* 

« 4 і! « решено не менее 5 обязательных 
задач; 

решены все 7 обязательных задач * 

Додолнжтельные задачи: "4" - решена I дополнительная задача; 

" 5 я — решено не менее 3 дополнительных 
задач® 

Задание по теме "Разбиения" состоит из следующих задач: 


О бяз атажъные за дачи 


I, й Х.І9 
4. й 5.3 а). 


2. й 3.12 
5. № 5.3 б) 


3. й 3.14 
6, й 3.15 


7. й 3,16 


Дополнительные задззд 


8. № 3.3В 9. й 3.19 Ю. Й 4.II 

II. й 4.12 а), 12, й 4.12 б). 
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Ктатѳіэш оценок 

Обязательные задачи® ”3” - решено не менее 3 обязательных 

" “ задач; • 

”4 91 - решено не менее 5 обязательных 
задач; 

7 и & п - решено не менее 6 обязательных 
* задач в 

Дополнительные задачи: ”4" - решена I дополнительная задача; 

*Ѵ - решено не менее 3 дополнительных* 
задач. 

Указания по отдельным задачам . • 

Тема "Принцип касания 11 

й я.15 . Возможно р что школьники будут искать точку И с 
наибольшим, а не наименьшим углом А МО . В таком случае, за вер¬ 
ное решение ставить оценку , указывая, на допущенную неточ¬ 
ность® 

Тема "Разбиения 8 * 

й зла. Для оценки ^достаточно правильного чертежа - ответы 
ко всем пунктам. 

й З.Т4 . Не требовать обоснования того, что множество точек 
М - правильный шестиугольник* 

й в„3 а) . Для оценки по каждому из пунктов достаточно 
правильной карты линий уровня, а описание поверхности не обяза¬ 
тельно. 

й я.тв. зле . За верную картинку (даже без обоснования; 
ставить п +"е 

і.і 4 «12 . Тщательно проверять обоснование • Часто бывают логи¬ 
ческие ошибки. 

Разработки составили: В.Л.Гу тѳнмахѳр , Ж.М.Раббот. 

Методическая Комиссия ВЗШ. 
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( сборник задаоий для учащихся; 
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П^ЕДЙОЛОВЙВ 


Эф® брошюр® предяазнѳчев® для учдщихоя Воѳоогзвяой. дарч^оі 
И®ФіМй^йч®ойо% школы Академий педагоШчѳокйх йаук СССР іір Мооков- 
окай уёизерсште им* м*В«Ломоносова* 

Ава?рр брошюры - М*й«Башмаков# Нѳотоящѳѳ йздакив брошюру ** 
ФраФ&ѳ* При переработке кнмги были учтены оанѳчайил* высказанные 
Яй®ѳЛями> работающими в группах "Коллективный ученик В8МШ% и 
учѳншамй Заочной школы® В переработке приняли участие члены Мѳ~ 
юодйЧбОйой Кпшео&ш В8МШІ Н«Б,Васильев* В,Л в Гутенмахер* ЙиМ*Раббот, 
йЛШульгѳйфер* Новый §8 написан Е*Г«Шульгейфором* 

Вбёх читжтѳлѳй брошюры просиЫ сообщитъ о замеченных недостат¬ 
ках К предложениях по адресу? II7234* МоОква В-234 # МГУ^ йех-мат, 
ВВШН| Методической Комиссии» 

о 

КвюдйЧеакан Комиссия В8МЩ, 

Июль 1974 г. 
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ГЛАВА I* 

Основные понятия» 

Еудем говорите# что задана последовательность чисел» если каж¬ 
дому натуральному (целому положительному) числу /і, поставлено 
В соответствие некоторое число / (&) ; ш*. $ (іъ) л 

Д ругими слонами, _ ^ .. . ____ _ __ 

'’аооЛеіояЖлінооть - сто* (числозак) функция, заданная на I 

В едых положительна чисел. - 

Число $(і) «вшивается первым членом носяедоваталвности, 

- вторам» / (5) - третьим и т.д» Обычно &-& член 

цооледоватѳлЬиооТй обозначают вместо,/ (&) тикі О %?&*,*$* ' 

« Т.я», т.8» значение аргумента Л> (номер члейа последователь-- 
гости) пишется не в скобках» а в виде индекса» ^ л 

ІІшыею посдедаватяльцостейі І)% * 2) ®*" ^ * 

“ ~^|ж4 г >’ *■■> ^ рршеразс 1) - 4) 

мы указали общую формулу» дозволяющую вычислять любой член ввода- 
довательйостй)$ 6) - количество простых чисел» йа йревоб- 

ходящих Н» (в атом примере мы не дожем дать формулу общего 
члена последовательности, но тем не менее последовательность оп¬ 
ределена: для каздоге а? чисел I» 2, Э,»», # & можно проверить» 
является т оно простым), 

%еТо последовательность гадают, указывая несколько её Первых 
членов и Считая, что закон образования любого следующего члена 
после ЭТОГО ябен» Скажем» последовательности, которые шЫ Приведи 
выше ѣ качестве примере»»можно задать тан: 

1) -і} и -ц і$ -і? 

2) 1( 4; Э; 13$ 26$ »»».. 


з) іі 4 - -і-{ »». 

4 о 


4) 0; ф 


і 4І; 4§; б|| Ѳ§} »«. 


5; 8. Щ З&І 22, 

2 3 4 6 б 


но по этой 


(или так: 0; 


щиш восстановить вою последовательность значительно труднее)• 

В пятом яримаре, пожалуй * но первым неокольким членам 

/ё = о; 4 * 1 ; ь а \ в й у 4. * а; & € * ^; 

вообще невозможно догадаться, какая последовательность г ” естся 

в виду* г 

Стм&ті аще и что в область определения функции ) . ^гут не 

входятъ несколько первых натуральных чисел*. Такиед^ню^И мы тоже 
Н’-Азывасгл последовательностями * ішпример, 

ііСИО, что последовательность "начинается с 8 -го члена" (при ^ 
/І.ж/% . 7 она не определена), то сетъ имеет вид* О , 

Е ^.., , Б таких случаях хсворят; "последователь- 

нооть занумерована с восьми" или ‘’последоветельностт * где 

п- ~ Я 9 4 /О ... п . 

Наряду с числовыми последовательностями мы будем встречаться 
о последоватвльност.ФК точа к, по следовательно от ями отрезков, после 
дователькостямй теорем и т*п. г 

Говоря о числовых последовательностях 9 мы будем в дальнейшем 
часто называть их просто последователыюстями* 

Последовательность с обдам членом С 1 Л обозначаю? так: [а„\ 


Ю& , 


I тт| Найдите 25-9 и 30 -е члеіш последовательностей, указа»- 
ішх в примерах X) - 5 ) на стр, 3 . 


ГЫТ 1 Угадайте формулу обшего члена последовательности: 


. $■'&Ш'!!' 2 &' Ш і ••• (ответ: И*~^~/г. +- 4 г ); 

.- ■ 1 гь 

Й ) / .* ?'І ! ?Л р\» О -/§ , 

в )Ъ7;аіѵ&7;бМ;-- (отвмі & л а * ~ і •> 

Г ) &;Ю;&б; 4 &;&ѵг; / 30 ;... 

)^ если П нечетно. 

.л /'-3 М ' -А ■ 1 • .■+* (ответ :И С 1 ; 

д; / * ^ « / х,у > V’ 7 > п. (-/гадали /г* четно . 


0 <&п. . 

(ответ: <Ж- Л = л - 7 


■л.,еоли / 2 - четно. 


г) 0 ; 5 ;&; 5 А ;7 2 ^ О ГВ ^ 


П”1 9 е^хсс. п 




%\*-1',ц~Ь';Ч;~5;б; ■■■ 


;Т?Щ Чему равен 3224-ый член последовательности? 

Ъ 1 *.* Ж і 'К ; • * А к 


б) К : X ГуГ ' КГ 

*) • ■? 

||Д2 Пусть обозначает теорему: иеравенство уЖкАі / / 

верно. Какие теоремы в іюслвдойетельности теорем- » 

0 3 , .,М. ^ ,... верныѵб ЙДВД -нет? (Напримеру теореиа ... ,; 

< #У верна* так как -Л ^ ^ ) , 


теорема 


§ 2* 


ВЗЖЩІЫ И ЧаОТ(5 ®@Тр$ЧШШЩМРД СПрС0^?4 ВЫДЩЩЯ Ь0ОДЭД^Ь&ТОЛЬНОС' , '‘ 

тей является оледумщйт -- л^сли 

еѳош4ышх цвутх. чмтвУ ёахоя д по 

которому вшшоляѳтоя ^ Чіден иоо^ід^йіёт^ІЙіЕѳ^ти но предадут* 
щему (шш по нескольким 

Наішшай.. й'А 3 ' * %* в -/ ’ ’■ Нррдадню» фабулу (для 




въ# ) МОЖНО .Цршештть ТОЛЬКО. Йрі“ ■ МоІЙО Е 0 -* 

следовательно вычислять любой члеа^н0чіш8^язб 

Формула, с **я»д ' яия|йя Ц, -на член посжщ’в^ШЩЩЩ 6 предадут 
і ціпѵш . нашвается рекуррентным (илг вбшраті&ш) 1 оѳотнѳшешем. 

Приведем еще один пример» ,&у т ‘(г * 

/і - а 3 , ^ееь рекуррентнеё оѳотйѳшеміё ! евйійіает Ял О №У* 

мя прадвдущш®!» Дяя получения посдедовательноств ну*йо знать даа 
первых члена поолвдовате лѣности * Зшійшвм ёе Несколько первых 
членов: I, I, 2, 3. 5, 8,; 13*•••'; 21,-''^.даадвдамёа- 
тельность обладает рядом нйтересных свойств* Ье чдййы назнйамтоя 
чй&яшю ймбоыаччи» . Если в первом йр®яере. мы легко сможем найтй 
формулу Общего "чаона, знай пеішый член и рекуррёнтное соотношение, 
То для чисел Фибоначчи вывести формулу общего члена довольно 
трудно. 

Йце один пример: й,,* / , ю ^ /4 % * •*> •* . 

В этом примере Л- -ый член задается Чйрез асе цредадущиеі й^*/, 

а- = <2; а = ^; а - і ^ ; 





Нетрудно заметить, что , л* ** & » Однако зта догадка 
трабует аккуратного математического доказательства, Ш сможем его 
провести, познакомившись э следующей главе о методом матемё** 
тичеокой индукции* 


ІШШІВ 


(Д Последовательность { } задается первыми двумя 

членами ж ^ ^ г “~ ^ и рекуррентным соотношением 


'Лі*« 


2*^ 
*2. ~ 


( /I > / ) 9 Найдите \ ^ / 9 $ ? * ^ ак 


записать все номера тех членов этой последовательности, которые 
равны I ? 

0^2^] Последовательность { й . л 1 задается -двумя первыми 

М Л ЛЛ/\тт*Лт»!ЛТГТГП*, 1 ! 


членами СІ г ^ № * и Рекуррентным соотношением 

4. ^ й- " //г ^ Найдігте І 

рГзІІ Докажите, что тысячный член последовательности чисел 
Фибоначчи больше, чем 2 1>1ѵ0 іі 

1Х]р Последовательность 1 } задана первым членом О... ; 

я рекуррентным соотношением • 

а) Вычислите первые семь членов стой последовательности 
В виде обыкновенных дробен и в виде десятичных с двумя знакаш 
после запятой* 

6} Представь С1 /ь в виде обыкновенной несократимой дро- 

/ѵ Ф —* 'И V 


ба ( а.,- У , а * о-** | 

Докажите , что ^ :г и л+( .? а е /г. ” а ■ 




е бс. 


Докажите ? что ^ ~ сс /г+/ .$ & ^ ✓? ъ ' .* Иди С Ь? 
член последовательности чисел Фибоначчи *І # I. 2 9 3, • 

[03 В первом ведре один литр вода, второе - "щетш'•" Штайну 
воды перелили из первого ведра во второе, затем из вторе г о ведра 
перелили половину в первое и т„д* а) Зшшште рекургеьтше соот¬ 
ношения для ьамдь'Й из последовательностей > и { ^«г Г 
после & переливаний» б) Подсчитайте с точностью до м.ЬОІ чно- 

ла и X » 


>2 # 6«з Пусть дано натуральное число ^ . Рассмотримте следо- 

вателвность* занумерованную с куля,*- х аѵ ѵ '* -'я? *'*&)>-• 

(при каждом фиксированном нъ будет получаться своя доследова- 


? 


телъность)« Задается эта последовательность так: 

т„ШО-Т7Г Ъ>(*), 


а) Вычислите несколько первых членов последовательностей: 

і 5 ? '*>}, [ г в(‘ к >},{ 7 * { ^}>і г '”Ѳ ) і 

б) Докажите, что при А >//& имеем? ^ 

в) Докажите, что о*-) 

г) Докажите, что ) к= "Р> /’^ - ^'у 1 . 

д) Докажите, что ( Г т ^ (к) » Т т (к), 

іі ? 7і Последовательность ( ? (занумерованная о нуля) 

ЙЙ ФЯК! й » / . ** / , ^ ^ ЯГХ, . „ Убедитесь В ТОМ* 



задана так? &<,** / , ^ ж * Убедатеоь в том, 

что я: /г , (^ ^ есть произведение натуральных чисел от I до 

/Ь вюшчктелъно» Общий член этой. послѳдоватэлыюстк. обозначав 

ш так.: /г і (чіітаѳтоя: (> эн факториал^). Кроме того, пб опрѳде^ 

лению, 0! - I/ I! « іа „ ^ 

«/ , „/ . ?/%*/}/ 

а) Докажите, что :д?т~гтт ^ — Л/ Г Т Т. Г / 

б) Докажите, что число г т щ Из зэдата 2,6 прй: иА-^Л'г. 

равно — 


§ э, 



ШшЯ 

Цтяошммат* 


ІСЛОЙ 


мтичяммгітиі 


шл 

ТРИ*" 




Опр^елен и^ Числовая последовательность называется 
возрастающей, если для всяких й /2 а итлеегл? 

/У <./у з*> ^ і 

Если для всяких выполняется / ' с / < ^ 

&/і ^ ? то говорят # что последовательность 

строго возрастает» 

(Обязательно сформулируйте полностью высказыйашш, коротко &шш* 
сапные с помощью знаков), 

.Аналогично, последовательность называют убывающей (строго 
убывающей), если да всяких ^ выполняется? 


А Ѵ г "Ч. ^ а п > 


(°- Л > ^ )• 

^ %2 











’*• .--лѴѵг 


- 8- ХЦХ 

068 в ® 8 ^® ниых св 9 йс*ва - возрастание я ^ывание - объединяют оДйіад 
еловой ■«-. МопотошфсТЬ. Последовательность монотонна, если она * 
воэрастает кла |@йваізт, , 

, ІЪэорвт, ѵіро Шсладавательность строго ѵйэнотонна, если ойа ѵ і»й» 
то возрастает Ыщ острого убывает. 

‘ 'шгГж.п 'Т . -— — ~ • - -ціЛі>^.ііЙіЙ..ІГ.ііііі.іі ' і і - ' : ' ;• .. /Д'р;.* , 


Садййой 5 . лтб-^ййэтоніюсть последоватѳЩйСотй достаточно йро- 
верить Длн люйы^двух соседних впадений;, яр*даЙ№йі Например, для- •, 
ого 9 чтобы. шсфдовѳтельяость была -.достаточно , 

что<5й ддя йсех ^-^. выполнялось би т^Шж&фз'Ш '' > >. а! . 

Поедем-* пйиф|Ь^' I) я. . . строго 

возрастает. Действительно , ^ > Юс /г (&+/)■ > 

+ ійг-при всех натуральных .вьіпдяййетрй* 

2) ^ * *>та последовательность , как легко.проверить, 

строго убывает* ' / " '. • 

3) де . через [ & ] обозначена целая часть 
числа, т,е* наибольшее целое число, не превосходящее &. (так, 

. 3 ] ” 3, [2 ,7 ] л 2 Р |~~4*3 ] ~-5, и т»П,)♦ сі^ - [ > / 7 т ^ & /у 

* Х Ъ~І * Ц- /Я. р. 

Последовательность : '(Ь^ является возрастающей (но не является 
строго возрастающей), 

; _ ф)*" 

к * /I * последовательность не является 

МОНОТОННОЙ). 

**.- - ■_ _ _ _ _ . __ _ _ _ 


Одйбделенае , Последов ательнссть ^ 

ограниченней сверху* если ограничено сверху множество 
ев значений, т*в, если существует число 0 такое, что 
всех выполняется; 0 » Такое число /И ! 


называется 


называется верхней границей последовательности | сі( 

Последовательное- Н83! шается ; 

ограниченной снизу* если ограничено снизу множество её 
значений, т,е* если существует число А/ тате , что 
дая всех /с выполняется: * Такое число /У 

называется нижней границей последователь ности ( а і . ; 


Р.ЦДДД в лопиѳ» і іоследовательноств пазываетс я 

ограниченной * если ока является ограниченной сверху и 
ограниченней снизу, т,е, если множество ее значений 
? является ограниченным. 


- 9 ~ 

Пошлецы, I) Последовательность ~ ^ ^ ^ ^«3 .. .^ 
оіраничена снизу* В качестве нижней границы можно взять число 1 
(а можно - число 0 или число (-100)), Она не является ограни¬ 
ченной сверху. Действительно, если бы (положительное )число /№ 
было бы её верхней границей, то для всех & выполнялось бы 
неравенство ^ ^0 * Достаточно ваять любое целое число 
большее Ѵ0* * чтобы для него не выполнялось написанное неравен¬ 


ство. 


/2 / / 


2) Последовательность Л л является ограниченной , 

Примеры верхней и нишей границ: 

0 ~ X и ^ « 0, Лу у 

3) Последовательность ^ также является ограни¬ 

ченной*,’ Верхней границей может служить число I* нишей - число -I* 
(а можно взять и (-$)). 

4) Последовательность ^ дает пример последо¬ 

вательности, не ограниченной ни сверху, іш снизу. 

Полезно заметить, что возрастающая последовательность всегда 
ограничена снизу# В качестве нижней границы можно взять А / : 
для всех Л- 4 Аналогично, убывающая последовательность 

всегда ограничена сверху, 

и-'. ц і' т-..... іи * *г •“ ■'“ ‘ДГ І ~‘.... . . .. 1 1 1, 1 

Для того, чтобы гшоледовательность $ иш бгра^ш- 

ценной, необходимо и достаточно^ чтобы существовало такое 
число С * что для всякого іь выполнялось бы;І & ! АІ 

.. .• ... .. . ^ I • . — .і.чі , - т * 

Это свойство можно принять за определение ограниченной после¬ 
довательности, 

(^іУ ^Дана последовательность | і§ * 

а) Докажите, что ѳта последовательность убывает,, 
бі Очевидно, что 0 является её нишей границей, Имеет ли 
она Положительную нижнюю границу? 


3,2»} Является ли монотонной последовательность 


(№ 


ГзГзТІ Послѣдовательность і | задана так: 52 ^ , 

^ ^ • Ограничена лм вта последовательность? 

Измелштсп ли ваш ответ, вода взять Другой первый член? 
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■М Измекш немного рекуррентную формулу предыдущей задачи.” 

а ■*/; а, *4а У < 

« •* . Г Л. 

а) Докажите, что последовательность . | ( ограничена» 

б) Докажите» что / ^ 000 ~ «2|< ( 3 ) ,° 

ІііЗ Последовательность I Й- Л ? задана так: «2 Ѵ * 4 

^ — * 1 

а) Докажите, что л -- Л. > ^ * А, " > ^ , 


* ' - у 0 у «Я 

& лГ V * * и вообще, ^ . 

б).Докатите, что $ лД Н е ограничена сверху, 


3»в» Из одинаковых кирпичей ддшщ I строится и крыша ,г так® 
ПОД середину первого кирпича гюдюяаднвается краем второй; 

если уже положено /I кирпичей, то [Я /■ / )- 
подкладывается под построенный кусок крыш 
/ — ~ 7 і 0 чтобы край помещался под центром тяжести 

Е— 1 , -^Лсгггті ото го куска крыши (см*оис*) л 

I 1 а )» Вычислите! насколько увеличивает длину кры¬ 
ши /й-ый кирпич. 

6 ) Используя результат предыдущей задачи, докажите» что указаны®; 
способом можно построить как угодно длинную крышу* 


:р # 7*| Докажите♦ что последовательность і & м { 


2 ^ 


& ©/> / / } 
л *і * /і (п.4 /)*• ограничена* Укажите верхнюю границу для 

этой последовательности* 


Пусть ^ & к} - любая последовательность, /г 4 , -лю¬ 
бая строго возрастающая пооледовательность целых положительных 
чисел* 7 огд а по еле доват ель но о т б 6 ^^ (где А =*І, 2, з,* # . 

называется подпоследовательностью последовательности { | 5 

а) Скажите, что если некоторая подпоследовательность" мо¬ 
нотонной последовательности [ & л 2 ограничена, то и сама по- 

—*—* ГМ 

б) приведите пример (немонотонной) неограниченной последо¬ 
вательности I” < 2 ^ | « у которой есть ограниченная подпосле¬ 


довательность* 


. .. п - 


в) Приведите пример последовательности, у которой нет огра¬ 
ниченной додпеоледовате льиоатн * 

г) Докажите г что у каящой последовательности есть монотон¬ 
ная подпоследовательность* 


Г Л .4 В А П. 


Метод математической индукции* 
§ 4* Сущность метода* 


Рассмотрим такую задачу : на сколько часовен делят* плоскость я 
пряшж, ив которых никакие два нѳ параллельны м никакие три не 
проходят через одну точку? 

Обозначим и с коше число через &/% * Легко подсчитать* что 

*&$ = 4* Ид* 7 (проверьте!)* Общая формула угаднвает 
оя не;очень легко* Однако нетрудно получить рекуррентное ооотно- 
щешш й связнвашше ^/4 и * Предположим, что № прямых 
делят плоскость на &^ чаотей. Проведем ( /& + I) -ю прямую* 

Она пересечет* по условию, каждую из пртшх'и Дее эти /&> 
точек будут различны* Эти /ь точек разобьют нашу прямую на 

отрезков* Каздый из втнх отрезков делит одну из шевадэдщ 
& & частей на две* таким образом, количество частей увеличится 
на і% * І р т*е* ** + О* * О* 

Теперь допустим* что ш догадались до некоторого ответа, кото¬ 
рому удовлетворяют шдачитанные первые значения* Мы тдйтавм 

Ч А •/ /&> •>* Й, 

такой ответ: & -■ г * 


Проверьте, что этой формуле удовлетворяют 1 &/ ? ^ 0 

Щредполаі'аемый ответ нужно углеть вшшелять для любого /г 


напри¬ 


мер. 


3 / А / 


/ъ ^ (*+О л + О *А' 


_ я 4 / ^ /г / ^ 


г 


4Ь «* 
Лпѣ 


А пь -л ^ 


А> / т и* пт.т) 
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Допустим, что мы уже доказали нашу формулу для некоторого 
числа Л. : ^І4 Зная рекуррентное соотношение^ 

легко подсчитать сТ м ^ / ": 

а л „ * а , г / (* / /; = 

- я** а +&+&('/& + *) В# (& */)&■/ (’% ■/■ ?)+& 


что совпадает!, как мы .уже подсчитали раньше, с желаемым результа¬ 
том для , 

Итак, а с,як наша формула верна для некоторого конкретного числа 
/I , то она^ерна и для следующего числа, /& + I, Но мы уже 
проверяли формулу для /ь * х, 2, 3* Поэтому она будет верна 
для Лб ** 4; она остается верной ш для Л - 5, и так можно 
проверить верность формулы для любого , Таким образом, всегда 

/Т — ^ 

$ 

Метод рассуждения, примененный при решении задачи, называется 
методом полной математической индукции. Сформулируем его в общем 
виде а — —-—-.-.---. щ «над 

Дана последовательность математических утверждений п? , гг % 

(Например,/^ - одна прямая делит ш ю^кость на $ 
части, ’ - две прямых делят плоскость на & & *части, 
?Ь прямых делят плоскость на части 


Пусть: . 

1 ) известно, что утверждение /т> верно (т.е* мы прове¬ 
рили предполагаемый результат для /Ь ~ I); 

2 ) доказано, что , т г е. что если верно 

, то верно и. 

Тогд а верно каж дое из утв ержд ений 0 ___________ 

Итак, для того, чтобы, например, доказать какую-нибудь формулу 
методом математической индукции, нужно: 

1 }’ проверить её справедливость при нескольких первых значе¬ 
ний /і (можно ТОЛЬКО ДЛЯ & - I); 

2 ) доказать следующую теорему: пусть формула верна для не¬ 
которого /У , тогда она верна и для следующего номера, /с + І г 
Важность этих двух пунктов в доказательстве теорем методом ма¬ 
тематической индукции поясним таким шуточным примером. Допустим, 
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что Цы должны на автобусе ехать до некоторого места, находящагося 
от Вас за несколько остановок# Вам нужно: Сесть на автобус. 

2. Знать, что если он приехал на какую-то -остановку, тс он придёт 
и на следующую * Второе условие гарантирует, что ѳоли Вы начали 
движение, то ено Вас обязательно приведет к цели. Если же оно со¬ 
блюдается, но Вы не сели в автобус, то, разумеется, Бы никуда не 
приедете* 

Привадой более серьазньш пример. "Докажем 11 , что все натуральные 
числа равны между собой. Для одного первого чиола зто, разумеемся, 
справедливо. Пусть наше утверждение доказано для первых іь нату¬ 
ральных чисел, т.8, предположим, что первые натуральных чисел 
равны между собой. Докажем, что тогда ш числа іь г / ровно всем 
предшествующим. Действительно, по предположению, П * *% ~1 * При¬ 
бавим к обеим частям этого верного равенства по единице. Получим: 

/г, - /V , что и требовалось доказать. Вы,конечно, видите ошибку 

в расе уждѳнми*,Автобуй-то движется* но мы в него не сели. Для того, 
чтобы можно было продолжать рассуждений * нам нужно ьшѳть равенство 
хотя бы первых двух чисел. 

Следует оказать, что затруднения с Проверкой утверждения для пер¬ 
вых значений /Ь или, как говорят, п базой индукции встречаются 
редко. Гораздо более содержательной и трудной явлйатой вторая часть 
рассуждения - так называемый индукционный переход*Если для предполага¬ 
емой формулы, проверенной дало для очень большого числа первых 
случаев, не удается провести индукционного перехода**# она может 
оказаться неверной. 

История математики знает много таких примеров. Долгое врямя, на- 
пример, пытались доказать предположение* выдвинутое Й*Ферма? 

всякое число .вида & + / является простым. Проверять такое утверж¬ 
дение очень трудно, т.к., например, при п.*№ это цйайо ймеет 

более ,300 цифр. Это число является простым при & ~ .І, 2, 3, Ф* 

$ 

Но ' +1 оказалось составным. 


Цикл задач про числа Фибоначчи* 

і|7Д« Докажите методом математической индукции следующие тождест¬ 
ва, связывающие между собой чдёны последовательности чисел Фибоначчи 


{ а п} ' а <~ а & 


= / ; а^., = & у і 

іЧ + Я // / / 
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Я) 0,1 +&Л ~ -/ 


Решени е 4* Га) I) Проверим формулу дли /7~/: в * -/✓ 

V; при л*л *#г =^ § , 

2) Индукционный переходи Пусть формула верна для некото¬ 
рого Н , Покажем* что она верна для ^ ^ ^ , Требуется доказать? 

~1 ф Левая часть есть (#/ г #г+"' * & * ) +&п-«/ * 
Заменим $ * ф &** по индукционному предположению на &«*& 

Получим: ~ і -&*?*$ ~ ^ т * к • 

по определению последовательности чисел.Фибоначчи* Формула доказана, 

б) #Ѵ **'•■ (сумма чисел Фибоначчи о нечет- 

яьми номерами) »*’ 

в) ^ (сумма чисел Фибоначчи с четны¬ 
ми номерами), 

У? ^ 

г) ЙѴ І- /^2 Ъ * 

9 г 

Д) #г>? “ ^ + #*Ц Г ) у &А.П " ^Т- гу 

в) Ял*-/**#** + 

Ж) /? ~ ^.*? г < ѵ 4- р /,і 


в) Придумайте сами какое-нибудь тождество, связывающее 
числа Фибоначчи* 

[§21)Вернемся к последовательности /$%/ * введенной нами в 

задаче 2*3* Используя результат этой задачи * а также доказанные 
в предыдущей задаче свойства чисел Фибоначчи, докажите следующие 
свойства последовательности /йЧ { : я) / ~ ^ ■■ — 

где №? ' # -се число Фибоначчи . б), Коли из последовательности 

,/$5?У выбрать члены с нечетными номерами, зие. -ѵ 

то получится возрастающая последовательность, если же выбрать чле¬ 
ны о четными номерами? 8$, .* &*, -- •/ то получится убывающая 

гюс ледова те льн ос ть * 


Задачи на делимость. 


ТГЯ в) Докажите* что п Л + Л? делится на б* 
Решение 4»За)* Ыъ&х я* <, # 3 + ~ & _ 


делится на 6; 
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/7-4, и* * 5*і “Й? - делится на 6* й Индукционный 

переход: ( г//і ) ^ $(#м)-п*+Зл г *-3/9 +&9+3* 6. 

Число п* делится на б по индукционному предположению; число 

оп (п + і) делится 6* т.к. одно из двух чисел Я , п +/ 

четно. Сумма чисел* делящихся т 6* тоже делится на 6 . 

б). Докажите* что сумма кубов трех последовательных целых 
чисел делится на 5, 

з) Докажите, что ^ ~ 1 делится на 5* 

г) Докажите* что ^ * * делится на 

д Мп м'+ЛЬ 

д) Докажите, что э - 1 делится па 2 и не делится 
аа 2 /7/і I Н -- &, 

Гі 

е) Докажите* что число* записываемое 3 единицами, делит¬ 
ся на 3 * и не делится на 3 *** / ^ 



14*4») а) докажите по индукции утверждение задачи 5.4*^ 


выведите из него* что 

/-І ' і 'у Ч'-- '/• 


И 


Докажите неравенства ( ^ - целое); 

о) / ? Лг, (О 'Л), 

в) п* > А*(* ?4),' 

г) (* іа У‘\?+п А'есяха?-*, V**, 

ч , / / і ^ 

д) ^/< г хУ у • 

е} ^ у ^ 7^ * " ' < 7 / - 

ж) &і~і ^ -• Удл-Л, {/% - лседезозаѵельносі'Ь из 

задачи 3,2** П Ъ 1. 

\ 


^ Разумеется, проверки для ^ г «^ здесь не обязательна. 


ЯЖЗ в) Докажите, что для.любых положительных чисел 

Я? і2л . . у. п 

а* верно; ^ щ " • * 2 Г, п*Ъ. 

б) Выведите т задача а), что для любых положительных 
чисел Х{, . к 7 


Іі Чу? $ 


Ч г +.<* +Хп 


§ 5» Смѵшшва н де конечных, последовательностей^ 

Метод математической индукции бывает полезен для нахождения 
сумм конечного числа членов последовательности. 

Пример. Найти *5„ й 4+д + б*'*- +{Л>ч *), 

Имеем: 5/ - / $ ф& ~ Л’* 5* ~ ^ / 

Легко заметить, что это - последовательные квадраты натуральных., 
чисел*> Делаем предположение: ' п +• Оно у нас проверено для 

первых четырех < значений » 0формулируем» что же нам надо до¬ 
казать в качестве индукционного перехода: если п , то 

Ьп*'і~ * Доказательству поможет то, что мы знаем связь меж¬ 

ду 5/7 и 5/?// (рекуррентное соотношение): для того * чтобы 
получить сумму ( Л у * ) члена, последовательности, надо к сумме 

№ членов прибавить ( П * і )-ый член, * х * 

5 пм ~ Эи +(1 п + 1 р ■ / Лп +4.' 

3 17/У - Ѵ*‘+ {Л- о / 1) л (л / ^ 

что и тое совалось доказать, ,> , 

« ,Г с . пЛ я Г/ (ОУ і)Ш/7+Г/ 

Вде один пример. Доказать, что Ъ п - 1 +<2 * / г?*- . 

В этом примере нам не нужно угадывать формулу - она нам указана в 
условии. Проверяем, верна ли она при п~ / л Девая часть равна I. 

/ / //- // / *7 ■ / // 

Правая: - 1 —'ф -- - / * Проводим индукционный переход, т.е. 

доказываем теорему ; 

С // (/??{ ' $Лп У/I а 

ее ли ">'*? --—- у , то для имеет место такая 

же формула, т,еГ,Ѵ/ = _ л 

^У«япя*те к яяпя'.4й (я) _ Нрптшйнпттчо плгт П у У чѵкѵШ Я/, -/ ~ ' 7г/ 


если 


'Указание к задаче (а). Неравенство доя 


их | 

даль¬ 


ше случай сводятся к ©тому) 


Действительно, 5лѵ і тк 5/? - §/? / ('ні)"’. Здесь, как я воег 

да при нахождении сумм* рекуррентное соотношение очень простое, 

Осталось провести .выкладки: 

_ п{пи) (Лп + і) , .& л+1 г 

Ьті- ^- г (а < і) - ~~ [п(,2п *і)щ (о* і)]-. 

--- ('- И 13А?* * г °) ( п *-*) Он Я) № я * 3) 

6 & 9 


что и требовалось доказать. 


Сумму Л-і уЯя <- . + часто обозначают так: Ду 
- ѳто буква н сигме” греческого алфавита. Окош 


/7 

ір-.. а у 


вто бѵква "сигма 1 * греческого Ыфавнта. Около неё пишут общий 
ослеловвтвльности и■* ш обозначают* как меняется номер с е 


член последоветельности ці и ооозьачают* пт- меішѳтоя поиізр ^ 
например * от I до п * Белл ш захотим сложить члена Последова¬ 
тельности Я* , &я *-. ѵ /г / 7 с третьего до последнего, то вто 

можно записать так: І-.&і • Знак ^ удобен там* что 

сокращает запись, При пользовании этим |НаКом полезны следующие 
простые свойства: щ 

г ;с Ям. + я. г & Шх + $е) * 

іг' г / 

/7 




р Іі. С-2 к - - С ф~ 
***№? ь' 


а* 


Индекс суммирования можно при необходимости переобозначить: 

з, / я/ т " У-< а *. 

Можно также производить сдвиг индексе: 

4 «? И/ ~ &Е ііс-е. 

^ е /-м і^н+ё. 

(для проверки начните,выписывать члены о~-шт 9 стоящей слева, и 
сумуды, стоящей справа). 

Для нахождения сумм часто применяют следующий метод (иногда его 
Называют методом конечных разностей). Пусть нужно найти.' 

&' 7 рг; (1к * Иногда нетрудно придумать функцию $ г * Т\{*) 

такую* что //&) ~І (л- г ) , Подставляя эта разности в 5 0 , 
мы увидим, что все члены /(л) , кроме первого ш последнего, 

будут входить в сумму дважды, один раз - о плюсом п один раз - .о 
минусом. Ясно, что тогда 5 ~ //V • 

(Давайте вдумаемся в смысл этого слова - ^яско‘% Мв видим на первых 
примерах, что происходит сложение противоположных членов и полу¬ 
чается нужный результат. Мы скажем, что так будет происходить и 
д^ш су /ім любого числа членов* Здесь й скрыта математическая индук- 
ідш, хотя и очень простая. Попробуем провести рассуждения аккуратно. 
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1 № 5/ -Сіі - ) \ і) - У (о) - база индушщи * 

2 , Пусть 5/7 / - //'/7 /) - . Тогда 

Ъп 1 5п 7 7/7 = ?? ' ;/ ^ 7 ^ и 

= Цп-і)' іШ + /(п) - / Л 7 , л ^ 

* /і^ - / Г ^ 


Йо Ш выделяете)* 



і: А я 
рас- 
о где ль- 


а _ / / 

Ш* Найти Ь /7 * Заметим, что ^ д* = 

І-АНГ, *і. шшш. №*-& . Тогда 

л-=/>; - 

5/г = /(У - ЛѴ = 'Г-- ,;і+ • 


Докажите тождества: а)# / V Л * г ■■ */; 


/7 * 


65* ^ ^ у// — * /? 


у "* * 


(&+*// / . 


в) » 4-А л +А-3*+... + (я- Фг- ^1 ' 7± і) (Я* *4/ 

і$ " *— в 

г) . 1‘-3 *<? +М*д'Ч * * •■ +■* (я* 4) (я* М*. "(С* 

__ у —— 

ИЖЗ Наймите суммы: а)» 5>/ 7 -2+4*6 +■.. ' 

• б), <5/7 - 7+А+$і- V/ ... 

В), <“>/; ~ >*д +Ь *... + /7 ~^ 7/ і11 


г) . <5/7 *• (-А *Л -6 г 3- г, 7 (# г/ ^ 

- 7* < ' . 

д) . < 5/7 -ДР, <* . (Указаніе: рассмотрите <5*,-л /г ), 

// , 7 Г 

в). 5/7 Л ДГ ' . 

ШІЗЗ Пусть существует такая функдая ^ А , что кажды й 
чяегі последовательности [в представим в ввдз в* * 

" ^ • Доказать, что в этом случае 

5/7 -&і *Ял +- + во ■■- *(о) і- У(п-4- ф/~ ф) (ям я>2)' 
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Найта сумма: 

с - А. + м. „ 

^ ~ 7-3 3-д 


<>/7 = 


/•/ 




С — — Ъ. - А- -*- т 4 /- 

™ _ / у - У 


+ 37Т 7 . 

4.—/ г/ 


/У !'/? и) ( ^ ^ > 

* * 

/7 (л*3) 


§ \ 6 , 


Ш1ШЧѲСКШІ 


9ЛП§й§5®ШШа Последовательность, определггемай первым членом 
Я* и рекуррентным соотношение ^ ^ 

где сС у постоянное Число, называется арифметической прогрессией* 
Пиело *и называется разностью арйрётйческой прогрессий* 

Рекуррентное соотношение, определяющее арифметическую прогрее- 
сшо ? можно задать и словами: всякий член арифметической прогрес¬ 
сии, начиная со второго, равен преднлую.ему, сложенному с постоял*» 

НЫМ ‘ЧИСЛОМ СІ * 

Найдем формулу для общего члена арифметической прогрессии? 

-- я*; Яж - а .г +а / ^ гг ^ ± 

т йѵ /-^2 ^ ■**$(& и г. А 

Зидно, что каждый раз прибавляется еще одно слагаемое ^ * 
Докажем, что всегда &/? -+1 я- /)&, Это Проверено нами для 

п ~ Ір 2 , 3* Сделаем индукционный переход: ^ 

^ 7 // */9& . Действительно: $лм ~ $п Ж-&. ~ 

--Я* + оо ? что й требовалось доказать* 

Итак, !д ?/7 -- ^ ^7^-7Л 

Ііайдем сумму П первых членов арифметической прогрессии. 
Сначала докажем одно важное свойство членов конечной арифмети¬ 
ческой прогрессии $-<, Ф / $ 

Суммы членов прогрессии, равноотстоящих от концов, равны*• 

Вычислим сначала $Ѵ Г#* + {/?-/}& - Л 

Теперь докажем, что сумма Ц -го члена от конца ж А «-го от 
начала также равна Л Я-7 * (/7 •/)& . Заметим, что Л -ый от 
конца член шюгресеин есть / 

йѴ / (е-'/)<х / ві +{/?-,е /у 

= Л 




что д требовалось доказать, Итак, С2/ - 22 А *22/> к 

Теперь легко найти ершу // первых членов арифметической прог¬ 
рессив, Запишем 5 а дважды, но расст&вйв слагаемые в разном 
порядка і -5 п ш #і + $л * 22п і *■ Ф/^ 5п -22п +22 п -і /ф /22 1 . 

Сложим почленно а воспользуемся доказанным свойством; 

'ЛЪп ~ П {Ф +Ф?) - /7 2Ф22 і *{п 1)с2.]. Долучаем две формулы для 

5/?: 5/7 -= ( ^Ы" ; Ъп * > . 

. Л л 

Заметим еще одно часто употребляющееся (к легко доказываемое) ^ 
свойство трех по следов ет е лыіых членов (2/? і * 22п $ 27/? м 

арйфштмческой прогрессии? (2п Ф'-2 2Й27: 4 , 

Это свойство часто записывают словами так; всякий член арифме¬ 
тической прогрѳсЬш является средним арифметическим двух соседних 
б шш* 

Верно и более общее ітвврддеще; всякий член арифметической 
Прогрессий ббТо среднее арифметическое между равноотстоя¬ 
щими от него* то есть 12г? = # 

Вы легко сможете доказать это свойсто ^состоятельно Р 

йшедеДенйе^ Йо следовательно сть , определяемая .первым членом | 
0/ й рекуррейтнШі соотношением 3/?н - ь где I 

*- постоянное шшо 4 называется геометрической проЦресси-! 

ей, %сло $ называется знаменателей геометрической про- 1 

грее оіш^ * I 

Сформулируйте словами рекуррентное соотношение» задающее геомет¬ 
рическую прогрессию» 

Формула общего члена геометрической прогрессии =3/ ' 

выводится точно так же* как и для арифмбФиЧеской прогрессии. 
Оставляем её доказательство для самостоятельной работы, 

Сформулируйте свойства геометрической прогрессии * аналогичные 
свойствам арифметической прогрессии: 

$а>‘#^ачг -- »'■ *§*'/; 

3,7 ' $П- і • у 0/7 ѵ Л? А* ' фу/А' . 

Для. вывода формулы суммы Н первых членов геометрической 
прогрессии поступим так: рассмотрим 


5/7= Зі + фа / З/Р 1 г ... * Л/о 


/7 / 
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и умножим 5/7 на ^ % 4/ = ^ У ^ " 

Рассмотрим ^ - 5/?#> , Вое члены* кроме крайних* ушчтожатся. 
Получим: (1-^] 32- /у ? 0,гк ЗИ а 5/? = • 222* ($7?) 

(Случай у = I» *,е, ^ =■&, не йотереоеи* п$й атом 

,5,7 а /у). 

Упражн е ния » 

Iч , М 0 Я $. ж) 

5,1* Пусть 22 > & р с образуют арифметическую прогрееоіш* « 
Докажите * что числа / 7 < 2 р / 7Г Г І ^ 0же образуют арифмети¬ 
ческую проірессию, ' 


и умножим 


1 бХ1 Числа (2 , 3, С образуют арифметическую прогрессию» 

Обратные шл числа также образуют арифметическую прогрессию^ Дока¬ 
жите, что 22-0 ~С, 

6,3,1 Найдите сумму '7+117+$ы+ г Г?щ*ьУ » 


—п ттт 

6 .4.1 В тдаире по волейболу набранные командами очш образовала^ 
арифметически прогрессию» Сколько очков йабррііа команда, занявшая 
последнее место? (Вое команды сыгратш друг с Другом ровйо по од¬ 
ному разу» Ничьих в волейболе Нет), 

6.5.1 Назовем обобщенной последоватвлЬвостью Фибоначчи такую 
последовательностью 22/ ~ 2/ Зд -$> З/ы# -22п+і * п > 

(Обычная последовательность Фибоначчи получается из обобщенной 
при Й = I), Найдите геометрические ігрогрёооии» яелдащеоя обосг 
щенншш последовательностями Фибоначчи» 

]б 7б^ Решив предндзщую задачу, Вы до.шін были найти две обобщен¬ 
ных последовательности Фибоначчи, являющееся 7 геоматршшскши прог¬ 
рессиями» Обозначим их через / 2//?^ И і^ п ) • Дркшите, что 
существуют два. числа М и # ' такие, что любой член обычной 
последовательности Фибоначчи вычисляются так: 22а - Л///# 

Найдите эти числа /Н и а/ и напишите с их помощью Форліулу 
для Йп (не удивляйтесь, что эта формула для нахождения целого 
числа Оп содержит радикалы), 

І6»7 В ( Пусть 5 п обозначает сумму >2 первых членов арифме¬ 
тической прогрессии (22%^ щ 

являются тремя по следов ате льннми членами арифметической 
прогрессии. 





•• 22 —» 

а) Докаадте,, да ^ - 

б) Докажите, что числа 5/?, ГДзл~У* ХД^Г^) 0Сіразуют 
арифметическую прогрессию,, 

в) Докажите, тождества! 5м ~з(Ьл п - 5,.,), 

• х ' :/, 5 ~ $5ц*-а +35/71/ й/у = О ■ 

ЦЩ Найдите одаму всех положительных трехзиачных чисел, не 
делящихся да; на 2 , я» на 3, 

М Оумыа 5, 7 первых '? членов последовательности вы¬ 
ражается формулой -5/7 - *^Л’ в ^ Докажите, что эта последователь- 
нооть является арифметической прогрессией} найдите её первый 
член и разность, 

ІЁЗЭ '-Лана некоторой последовательности являются суммами со- 
отяеТоЧПувдюс членов двух геометрических прогрессий. Чему равен 
Третий член ётой последовательности,, если первые два равны 0 ? 

§Дшшшшншшдшашвшц 

Не всегда доказательство методом математической индукции про¬ 
водится так, как это показано в § 4* Укажем на некоторые особен¬ 
ности в проведений индукционных рассуэдѳннй, 

1» Яри формулировке йнДушшснйого Перехода предполагается вер- 
нші Не только утверждение Йл , но и все ул , вбрзде&яй до $/? вкл&ь 
чителЬно. 

ЙШМ&ЕІ*. Доказать, что любой (не обязательно выпуклый) много¬ 
угольник можно разбить на треугольники# Ваза здесь очевидна. 
Предположим, что любой много угольник о числом сторон, не превос¬ 
ходящим /7 , можно- разбить на треугольники. Возьмем теперь про¬ 

извольный ( п + I) - угольник. Заметим, что в нем всегда можно 
провести дйагояачъ, целиком лежащую внутри многоугольника. Этого 
можно достичь,например, вращением одной из его сторон вокруг вер- 
шяшы * ’- п ‘ а Диагональ разбивает ( н + і ) - угольник на два много- 
угольника, с числом сторон у каждого* не провосход щим // , 

Применив к ним индукционное предположение, подучим разбиение на 

ТреЗГГОЛЬНИКИ ИСХОДНОГО М1 Ю ГО|ІШЛІД!ИІШ, 

/ 

ів 




2. С помощью индукциокного перехода мы можем из Лп вывести 
не пПн 9 а только (происадит йрцжбк через # • членов), 

Если база будет доказана для Первых А 1 утверждений 
то метод индукций останется в силе. 

Пшмер 2. Доказать 4 , что всякое целое чйеДо рублей, больше 7, 
можно заплатить без сдачи Трешками й пятерками, 

Пусть мы заплатили Н рублей*, Добавляя одну трешку, Ш сможем 
заплатить и П±5 рубля. Произошел скачок № 3• Я+3 * 

Ясно, как можно заплатить 8, 9 й 10 рублей і 8 * 5 4» 3| 9^3 х 3;. 

ГО « 2 х Начиная с 8, 9 и 10 и Шагая чёреё 3 номера, МЫ йоду- 


чим любое число, больше 7: Ѳ; 

II; 

14; 

І7 

9* 

К; 

15; 

І8 $ §»к 

10; 

13; 

І6; 

Г9 ,,,# 


В этом же примере мы столкнулись и с ^кой особенностью; утверж¬ 
дение - любое целое число П рублей можно заплатить ббз сдачи 
трешками и пятерками - оказалось верным йе с самого начала, а при 
П>4 4 

Надо отметить, что разного сорта индукционные рассуждения ши¬ 
роко используются во всех областях математики. При этом в более 
сложных задачах очень важно правильно ‘‘выбрать П 4 - Тот параметр 
по которому мы проведал индукцию (в примере І это бШю число сто¬ 
рон многоугольника, в примере Й -'Число рублей, которые мы хот Ш 
заплатить). А как быть в следующих задачах? 

Поимев 3. /? - угольник разбит. СІ диагоналям# на несколь¬ 

ко частей; диагонали пересекаются внутри Шбгоугалѣнйка в /3 
точках, причем в каждой точке пересекаются голѣко две. На сколько 
частей эти диагонали разбивают ІІ -угольник? 

Пример 4. Доказать, Что для любых целых $1 ш П , 0</і1 <п 

$п т (П 4 ) т 

(п-т)! ’ ѵ * 


( ■■■■ . <■» 

7.1.1 До кажите, что‘существует многогранник, имеющий ровно 
ребер ( М> 7 ), 

1 7,2. Пусть $п~ /7-ое число Фибоначчи 

\^ ( і — / 9 —У, $ г? *Л ~ & л+4 ) ф 




- ?л 


Докажите , что &ап делится на б, 

Обобщая ч&ѵитг результаты» угадайте формулы для следу- 
ВДК выражений, а затем докажите справедливость установленных 
Вами форму»! а), /■У г^-і +■/7 0 п і-і); 


и. ■ 


Лві^І Докідате, нта цдоокооть, разбитую на части п окружноотя- 
Што эакр&оить черной и белой краской так, Что любые две сосед 
шй Части будут аакраішіцы в рагше цвета* 

Докажите, что у ? плоскостей 9 проходящих через одну 

Тсвйу Ф&к* что Шікёкие трй из них не проходят черев одну прямую, 
делят пространство на Лщ 3 // (/?- 1) Ч&СТей, 

б)* Докажите , что П плоскостей е из которых никакие три 
йа параллельны одной прямой и никакие четыре не проходят через 
одну то^ійуі делят пространство на й... 1ЙІ + / частей. 


[7^*1 Редате задачу, приведенную в Примере 3 этого раздела; 
ответ -* '«Мало Частей - зависит от р и СІ & ' 

551 ДЬкажйте неравенство кз примера 4 этого раздела, 

52Й Докажите, что команды , участвовавши® в волейбольном тур¬ 
нире' С где каждые две команда встретились один рав)^ можно зануме¬ 
ровать так*} Чтобы оказалось 9 что каждая команда выиграла у тай, ко 
торая имеет Номер на I больше| 

Докажите, что для любого натурального числа П сущест¬ 
вует конечный Набор точек Плоскости таких, что если произвольно 
выбрать одну кз них, то оредж оставшихся окажется ровно /? точек, 
удаленных от выбранной На расстояние І„ ** 


ІиііУ Докажите, что шадое целое неотрицательное число можно, 
и притом единственным способом, представить в виде: 


где а, у 
</ 


целые неотрицательные числа, 


ЗЩЗ Не, окружности ряортавййш /1 ' : ш&§я+ суша которых 

НОДОЖ^ёлцац^ : |ёи&6 «МХЙОф 

ЧІ'О протее 

часовой^іреяіш 1 ;йві. абря^у*йуцут напол¬ 
няться вое неретиг}’глщ ^, : 1 ^; / ' : 'уК л УуУу', УУ -'': 

■ ■. ‘ '■УУ 

г — л Ц'і -*$$:■?:*$ %$ : 1 : ' 

ЮіЩ:4 п + ? равива^йй^\^с^*;.*і^^ія^^^еій'ЧЙ-* Докажите, что на 
них всегда можно выбрать {'; ^ ■'); чйоеЛ; :таиі : Что ѳш расположе¬ 

ны в данном рэду- в ; пордддѳ во убывания. 

Й2ІЩ. С.Д-Ц- р ^Іѵ$У*уШ~-МЩ 10; 0^8» ИзГ 

У^азациед. Ре 0 <^ст?р^те >*&ій$а. -ѣ ; 'щойурщщ. перед которыми 
нет больших| и т&і за' орйдй кйх нельзя 

выбрать требуемое ( :А-.$ / йШфШите ж и щжмеште 

индукционное предположение .к оставшш(Й, 

§ 8, Разные задачи, 

В этом параграфе т дедам несколько задач На метод математической 
индукции и прогрессии, часть из которых раіптщ в тексте, 

Мжер I, Найти сушу 5» + (ані)(1*{в+Ж}і^К.+(фі&)0* 

Решение, Ишдставим 5п В виде Ъл ~ 5ц *- 5/7 » гДз 

Ьп ‘в *■+ іЩ ж *■ ■ ■ ■ +- 00 н , 

, 5п -щ +2(Щ*г. 0 і-пал" 

Сумма оп представляет собой сушу пещЩ 4 . Я + 1 членов ге¬ 
ометрической , прогрессии, так что $п т ^ 

Заметил, что при - / 5// есть *• сумма первых И * 

членов арифметической ггрогрессии и, значит, 5/; - 
Рассмотрим выражение Ьп ~'Ц- при ф Ф- $ 

5п -а 5п *<іа * ... + (іо п - песо, пЧ ~ 

.. Г>г/п п * * - /ІО г &”~/ гг"! 

■ -- { ' ’ ' 'р ^ (?" Т~ $ 1 9 * 

ГТ/“іГ»»ГП , ІІІТТ П ТЧ7С п •&. А с 4 о*-1 7 


(Т.) 


. ^ - /-” и -^ 1 ‘ Ѵ~7 "У- / , ; . 

поэтому при Ц Ъ^-^[пЦ п ~€^]. (X) 

Докажем методом математической индукции, что формуіа (I) верна 
для .любого а .$ / „ При И ^ У , как легко убедиться* равенство 

і) верно. Предполагая, что оно верно ддя некоторого /7>/ р 
покажем, что тогда оно во оно и для п /* / , Действительно, 







I» Эі = Ц< - } (/) - $ (о) - саза индукции. 

2, Пусть 5/7 / =■ І(п-г) - /'(о) . Тогда 
ЬП = 5/г-/ +4/7 = 5л +/(/?)- {( п А -- 

= %"-<)-№ + Нп)-Пп-'і)~ ‘ 

-До) - /(<?); 

: ііо й требовалось доказать. Очень часто можно слышать слова: І! А я 
Лайааал формулу йез рщгсйш'\ Почт» наэерад^а Эа придумали рао- 
«рЭДідаѳ, в ротором йндушдаонйші переход 6*геввдвп и ш его отдель- 


(] / 

&тъ* і^айтд Ьа ^ ь! \$+ 4 ) • Заметим, что 

* *і- №. /(•) . 

а, = Ш - /О Ч), ' 

5/т = ?\л) - До) ,Я 


ЧТО и }- '■ 

Тогда 


/7 / -/ * 


Д» Докажите тоадества: а)* 4* + Я / • *//^ - -- 

б), /• /•' * Ж -4/4... * п . /;/ / = {л 1 -г// / . 


А л /п О 

-у ' " ; 


в) . ял^л-зК... - (*- 

г) , +Л-3-Ц * * •' і-я (о-НІітЛ*. Ж 7 * ОЯ'Л/.-гг 3 ) 

_. V ~ 

578^) Наймите ерш: а), Жъ ~<й*~Ч + 6 / У /у * 

* б) & Л? ' V'/ г.« /Д^у; 

в) е> *€? /■ — ъ^ 7 -— 

* • 

г) , ,5/7 *• 1-Л +.1 і • (Г - ■‘'7 /Уі 


д) , 5* «м** 

е) , 5// - ^ Л 


(Указание : рассмотрите 5^ -й; 5/? 


член ПОСЛС: 


Пусть существует такая функция ^, что каждый 
ледоватедьности представим в виде &е % 


/. Доказать , что в этом случае 

5/7 ■” О4 у ••■■• * &а " ?(п) г {-(/?- ■(} ~ 'Я(сЛ ~~ {/> Ші П^Я}^ 
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Найти суммы: 

с _ А. + , 

,Л7 ~ /-.? * ' 


(Лп-і)(Лпіі 0 


5п 


— і — У - —-у* 5 е 

/-з» 


с_ , .у. 

/-у „4-,?' 


/?• ■?) (г/Н) 

+ -/- 

/7 ('.7/.^ 


( 'У >, Л) ■ 

I 


§ 6* 


[штичесі 


[чеокі 


^аШй®М.ние А Последовательность г определяемая пврвшя членом 
/ ш рекуррентным соотношение &ги$ = Ф? ж ^ 
где сС ■- постоянное Число, навивается арифметической прогрессией, 
& назы вается разностью арй^тйческой прогрессий. 

Рекуррентное соотношение, определяклцѳе арифметическую прогрес- 
сию., можно задать и словами: всякий, член арифметической прогрее- 
они,, начиная со второго, равен предыдущему, сложенному с постоял- 
ным числом СІ д 

Найдем формулу для общего члена арйііметической прогрессии? 

4Ѵ - Оі ; $л - а, ; 0 ё г аж ~ 

*■ +1$ Ф ІДсІ и гі 

Видно, что каждый раз прибавляется еще одно слагаемое & , 
Докажем, что всегда * {ж- /](Я. Зто проверено нами для 

Я = I, 2 , 3 0 Сделаем индукционный переход: &х 
Ялн . Действительно: ^/7/7 - НЯ = г?, ///7— 

у / 7 &С г что й требовалось доказать* 

Итак, &?/? = Юі 


Найдем сумму /7 первых членов арифметической прогрессии. 
Сначала докажем одно важное свойство членов конёчной арифмети¬ 
ческой прогрессии &л г # 

Су?4мы членов прогрессии, равноотстоя^пих от концов, раѣны,+ 

Вычислим сначала +С г ?-/)& + {/?-*)&. 

Теперь докажем, что сумма Я -го члена от конца и Я -го от 
начала также равна Л О-г *’(/?■-()&* Заметим, что М -ый от 
кошщ член нопгрбссии есть 12 # а*<$ 

а « н7 п-#ч г ^ +Яі +{/?-* ы- // л=- 

*Да<+С«-4)а, 
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что |і требовалось доказать* Итак* Оу *Ол &Оа*+#>/ кч!і^ а г і '(' / , 
Теперь легко найти сумму п первых членов практической дрог- 
рѳосіщ* Запишем 8р дважды 5 но расставив слагаемые в разном 
порядке: 5п ~ Оі +&я *-Оп-і 5п = Ф? +&п-і /г?/. 

Сложим почленно ш воспользуемся доказанным свойством: 

&І-Б/І - 77 +&?) // ■ ^іиіЦп-1/СІ . Л Получаем две формулы для 

5/и 5,7 = : 8/1 = іббі^ФПЛ ,. 

ѵ " 7 

Заметим еще одно часто употребляющееся (и легко доказываемое) 
свойство трех последовательных членов Л? - / і Оп , Опн 
арифметической прогрессии? $>? - 

Л 

Это свойство даТо записывают словами так: всякий член арифме¬ 
тической прогрессии является средним арифметическим двух соседних 
0 ЙОД? 

Верно и оолее общее утверждение: всякий член арифметической 
прогрессий есть среднее арифметическое между двумя, равноотстоя- 
щйш от него* та есть ~ 

Л 

Вы Легко сможете доказать ето евойото самостоятельно Р 

Определение г Последовательность, определяемая первым членом 
*і й рекуррейТнШа соотношением Зті ~ Зп у , где I 
^ *- постоянное іо* называется геометрической прогресси¬ 
ей» %оло & Называется знаменателем геометрической про¬ 
грессий* * 

■ »и...а....,^.і,„і. та, . г Ѵт». .—- - ■ Г -. .--- _тага. г * 

йфориулируйте словами рекуррентное соотношение, задающее геомет¬ 
рическую прогрессию* 

Формула общего -тепа геометрической прогрессии За :1 // 
выводятся точно так же* как й для арифметической прогрессии» 
Оставляем её доказательство для самостоятельной работы, 

Сформулируйте свойства геометрической прогрессии, аналогичные 
свойствам арифметической прогрессии: 

'і/*-и-ті • *'? *"*; 

6,7 - 6 / 7 - 1 ' 6 . 9/1 / ' $ /7 * 6 /-?/ л ' . 

Для вывода формулы суммы /7 первых членов геометрической 
прогрессии поступим так: рассмотрим 

Ьп ~ 6/ -■ $/<? 7 6/?* '• ... ^ бы Г / 

ь 0 О 
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и умножим 5/7 на ^ ^ $0 У 

Рассмотрим 4* “ Ьй§ * Все чЛет, кроме крайних* уничтожатся* 


и умножим 


Получим: (1^) $/? - // -Ар | откуда 5 >7 = & * 

(Случай 9 * I, т*е* $ йФ интересен* Ира этом 

5 /7 - п $*) . 

б7у Пусть О у & ) с образуют арифметическую профессию*' - 
Докажите* что числа »~г /^ ^же образуют арифшти- 

ческую прогрессию* 


|бХ1 Числа Я*, ^ образуют арифметическую прогрессию* - 

Обратные шл числа также образуют арифметическую прогрессию^ Дока- 
жите* что 0 = 3-С, 

57Э71 Найдите сумму 5/? 3 * 7 ф77+777+<|*л+77д*д? , 


_* /? ттт 

6 ^ 4Л В турнире по волейболу набранные комшікаш очки образовали 
арифметичес кую прогрессіею * Сколько очков Набрала Ёомаійй* занявшая 
последнее место? (Все команды сыграли Друг с Другом ровно по од¬ 
ному разу* Ничьих В волейболе Нет)* 

6,5,1 Назовем обобщенной иоследовзтельноотью Фибоначчи ?ак.ую 


6*5*1 Назовем обобщенной пооледоватальноотью Фибоначчи ^ш.ую 
последовательность: ЙѴ= О 

(Обычная по следовательно отъ Фибоначчи получается из обобщенной 
при $ - I), Найдите геометрические йгрогрёсойй* яаляшдиеоя обоб- 
щенными пооледовательноотямй Фибоначчи; 

]б,*6Л Решив предыдущую задачу» Вы должны были найти две обобщен¬ 
ных последовательности Фибоначчи, явлнюіжхея геометриЧесШіи прог¬ 
рессиями* Обозначим их. через [Ы^ ] и / І г п^ ѣ Докажите, что 
существ^/ют два числа /'І и / г такие, что любой член обычной 
последовательности Фибоначчи вычисляются так: - жШі ? А $>?* 

Найдите эти числа /И и /V и ншшіште с их помощью форчѵ^У 
для йл (не удивляйтесь» что эта формула для нахождения целого 
числа @п содержит радикалы)* 

Ц23 йусть 5/7 обозначает сумму Я первых членов арифме¬ 
тической прогрессии {&*] , 

Т*б^ являются тремя последовательными членами арифметической 
прогрессии* 
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$). Докажите, что §%■ = ВІ- -> = Ф^-- ■ 

б) Докаште» что числа 5*, -Л^ДзаТ-У образуют 

арифметическую прогрессию* 

в) .Покажите, тоадѳатва; 5^ =з(^, 1 - $„), 

Ъпц - 35$*я * 

35лл 5/у - О * 

ІЖ! Э^аадтѳ сумму всех положительных трехзначкых чисел, не 
делящихся т на 2, ий на В„ 

1И1Э Сумма 5/7 первых я , членов последовательности вы¬ 
ражается формулой 5п 3 /?^ ф Докажите , что эта последователь- 

является арифметической прогрессией, найдите её Первый 
член ц разность, 

^19 . ^ ^ леіс ^ ! некоторой но следовательно оти являются суммами со- 
отв$то1*ВуВДШс Членов двух геометрических прогрессий. Чему равен 
Третий член Этой последовательности, если первые два равны 0 ? 



§ ?, 


Не всегда доказательство методом математической индукции про- 
водится так, как это шкавано п § 4* Укажем на некоторые особен¬ 
ности в проведении индукционных рассуждений, 

I, При формулировке индукционного Перехода предполагается вер¬ 
ным не только ѵчшшптт Зл . но ш все утвбрадения до лп тм> 


нш Не только утверждение $/? , но и все утверждения до шш 

чмтедѣно* 

ЙШМ!Ш4і; а Доказать $ что любой (не осязательно выпуклый) много» 
угольник можно разбить на т ре угольники» База здесь очевидна*, 
Предположим, что любой многоугольник с числом сторон, не превос¬ 
ходящим /7 , можно разбить на треугольники, Возьмем теперь про¬ 

извольный ( п + I) - угольник. Заметим, что ь нем всегда можно 
провести дйагояащ», целиком лежащую внутри міюі'оутольника* Этого 
молто достичь,наиршер, ыращениал одной из его сторон вокруг вер- 
шш, Зга диагональ разбивает ( ті ) ~ угольшш на два много¬ 
угольника, с числом сторон у каждого, не превосходящій Я , 
Применив к ним индукционное предно ложе кпе , получим разбиение на 
тре угольники исходного мно гоуго лш ика. 

і 
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2,0 помощью инду'кцирнного перехода мн можем из Яп вывести 
не п П+і , а только пл*К (пдоиеходит пршкбк Через $ ' Членов)* 
Если база будет доказала для Первых х* утверждений ^ѵ*> 
то метод индукций останется в силе * 


Доказать, что всякое целое число рублей, больше 7, 
можно заплатить без сдачи Трешками и гштеркамн* 

Пусть мы заплатили П рублей, Добавляя одну трешку, мы сможем 
заплатить и рубля, Произошел скачок на 3 - п+з » 

Ясно, как можно заплатить 8, 9 й 10 рублей і 6 * 5 4- 3} 9**3 х 3; . 

10 = 2x5, Начиная с 8, 9 и 10 и Шагая через 3 номера, М долу- 


То!'любое число, больше 7і . В} 

щ 

14; 

17 *, м 

9( 

7.2\ 

15; 

1в .... 

10; 

13; 

16} 

19 л,, т 


В этом же примере мы столкнулись и о і^кой особенностью? утверж¬ 
дение - любое целое число П рублей можно заплатить без сдачй 
трешками и пятерками - оказалось верным Не с самого начала, а при 
П> 7 4 

Надо отметить, что разного сорта индукционные раосуаденйя ши¬ 
роко используются во всех областях математики. При атом в более 
сложных задачах очень важно правильно "внйрап П 4 - «•от параметр 
по которому мы проводим индукцию (в примере I это было число сто¬ 
рон многоугольника, в примере 2 -'число рублей, потоке Ш ХотйМ 
заплатить), А как быть в следующих задачах? 

Пример 3, 71 - угольник разбит. СІ дйаГоналямй Па наоколь- 

ко частей} диагонали пересекаются внутри многоугольника в р 
точках, причём в каждой точке пересекаются только Две, На е&адько 
пастей эти диагонали разбивают /7 -угольник? 



Доказать, что для любых целых 

%Щ! < п” (и < ■/}"’ 
(п-т)! ' ■ 


и /7 , о<т < гі 



І7ДЛ До кажите, что существует многогранник, имеющий ровно Іі 
ребер ( Н-> 1 )„ 


7,2, Пусть С(г/~~ И —ое число Фибоначчи 
($/ ~ —4, @ тз ~ & л* * ) ф 
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Докажите., что $йп делится на е 


и*?». Обобщая ?астдае результаты, урада8?§ формулы для следу- 
НИИ вираеешгЙ, а затем докажите справедливость установлениях 
В*» Формул! и). 1-У *-Л-03-Ю+— *-л 0п +і)* 




17у4»] Донадятэ, что щрэшшсть, разбитую на части п окружностям 
ЩЦ шшр закрасить черной и белой краской так* что любые две сосед) 
ше чттп будут ашср&Шеда в разные х$вет&* 

а ^* Докажите, что & Плоскостей! проходящих через одну 
тошу так* что никакие трй из них не проходят через одну пршую, 
делят пространство на ^ Й (й-р ^ частей, 

й)ь Докажите, что Й плоскостей, из которых никакие три 
Не параллельны одной прямой ш нИкакйе четыре не проходят через 

одну точку* делят проеТрёнотйо на / частей, 

о 

І5Ж| Решта Пщачу* приведенную в примере 3 этого раздела; 


ответ «* Число Частей - зависит от р ш 


трі 


521 ДЬказкйте неравенство из примера 4 этого раздела, 

ТёА Докажите, что комаіщ^ участвовавшие в волейбольном тур¬ 
нире' С где кшдыѳ две команды встретились один раз)^ можно зануме¬ 
ровать так* Чтобы оказалось* что Каждая команда выиграла у той* ко 
торай имеет Номер на І больше * 

?Ж Докажите , что для любою натурального числа П сущест¬ 
вует конечный набор точек плоскости таких* что если произвольно 
выбрать одну из них, то среда оставшихся окажется ровно Й точек, 
удаленных от выбранной На расстояние I, 


ііхіУі Докажите, что каждое целое неотрицательное число можно, 
и Притом единственным способом, представить в виде: 

[* ф л + дх +у_ 

Ь 

где х,У ~ целые шотрицаттанга чиёла, 

й 


II 


&■ . •• • . ѵ . • - '§•; і •;•,■ ж •.••.; , . . 

ЗіііЗ :% окрудаюсги ррезтшяѳйо Д ш«іл # сщт юторйх 
полМе^ім^^^:. чаолд, 

протай . 

часовой ;ѵ^рлійш'; й^и*сф^й^еуЬ .5..'■' - ч - .ѵ^' вййол-» 

НЖЬСЯ^ БвѲ; .аер^ВаѳМЙ;:^^>^> ? . '4-7’': 


/ - 




ЩШ' /7 .+? рДокажите, что т 

л * * * « . Л ”Л ■ • ' чі. • * *• '••• «. 


них $вёз$а : модаір 'вн0ратіг ; ■•{••’ они расположе¬ 
ны в данном {аду в :.• йороддеь. убШШШ» д 

ІШщ. : ( У?’ = Я )і: 5} Ш 10} 6^8» УНЪ 

Штате * Рассмотрите перед которыми 

нет больших* и те* за щр&рш&' кё^^оШіШу-Щщ среда Них Нельзя 
выбрать требуемое .( Й Т І ); ттб* : Ш іШ^рШФте их ш примените 
индутсдаопное предодлтешек о'отШпшви. 


; азные 


В этом параграф т дадим несколько задач т метод математической 
индукіда и прогресс?® в часть из которых ршш в тексте* 

Прщер X, Найти сушу 5п Т 

Решение* Ншдставш 5п . ■ в виде 5и ** 5п *- 5гі » где 
дп т а^ао + ав ж +... *•№*> 

, 5/7 щ /*сфі ’ 

оушіа 0/1 представляет собой сумму первше. /? т ? членов ге~ 


7 ш тЩ у П 1-1 членов Ге¬ 
ометрической , прогрессии, так что5л л {.&З^-ШФТ при 

Заметал, что при ^ - / 5/; ест ъ - сумма парше: /; 

членов арифметической прогрессии и, значив, 5/; ^ ^-ЩсЖЧ. ^ 
Рассмотрим выражение Ь п ~Ц- при Ѳ Ф / : % 

Ь'п - у Ьп =• (і.у 1- сіо " +... + * ~ Ч " 

поэтому при у 5 гі ^Тр[гп^-- ]- (I) 

Докажем методом математической идаукцщ, что формула (I) верна 
для любого П <?■ І р При // г: / , как легко убедиться* равенство 

\1) верно. Предполагая, что оно верно лдя некоторою Й > / р 
покажем, что тогда оно верно и для б с і * Действительно, 


5// ость - сумма первых 


і 


♦ 









5 пн -&+ (о г 1 ) а д ,и ' - Щ [гщ п - / *■ (п / і)сід п ' Т 

Щ[щ п ~ фгі * ("+1)(д- і) [("+Щ я ~^гУ}- 

: Ш ГігнОоЧ Гт+оо» 1 


(14 






ряп-нг'і " "- .г у =$$[<«*»<! ,п - ррі/. 

йіщ ? равенство (I) доказано яря любом /7 > / * Теперь найдем 

ЙШ&ДНуЮ сумму $# =& 5/7 ^ 5 % ' 1 *&(/?+*)& /* 


НМВДНуЮ сумму 4 а 5л ^ 5^ 
*(**?)&*■$*]. 

т$*і 5„. Ш^=Л . 


. г Ѵ 0 і 

■%±г [щ *"а 




если & “/ ? а 

Ьі 
/ 7 



Замечание* Формулу (I) мото найти несколько иначе: 

щ % 

Ьп -сир і *-<■■ + пй-9* 

а }’ *’* Т^ г 7^7" У'- 

&і? -1-Ч*--Г)’ & & $3*7= 




#- / ^ 17 \ . _ 


'4 ‘ Ѵ*.~ '" $Ѵ С*?**-. і 


* 2 -1 


*&**? ~Г7 


V- 


Г5ДГІ Докажите тождества: 

' 5 - - ‘ (3. п - 1) ■ ~ * 

б) /- <Г’ / І г -... /- (- і) п “У = (./; *"* ; 

в) ., 7 “=/П---7 / 

- / 


.к 


I 


- 27 


г) /- 2 " * 


/• - # * *• • 


Іп "пТ7 * 7иІ ф --% + 


д) ^ 2 (я~ ' пч) * ~^(Ж * яч ' г Рн~$) •' * ‘' 

+ і і п * пн +'■■ *$ +*) ~1+Л**$ Г + " + & • . 
Щ^Д] Докажите методом математической индукции* что число 

~““* гі гР-п+1 П п>к яП+2. п 9ті л 

3 -и + 3 •& . при п*0. делится на 19, 

"бТзО Докажите методом математической кНЦ'«кйди7 что число 

•_ . 4 .Л .. п Л 


■ЧГп^-е' при /7 ъО 


целое* 


йайдитв о^ж л Л5 

~7 7?- 4- 4г пЛ + ... 4- ТіЛ ,. 

а) ТГ 7! б! П < > 

■ о гі-і * п 

б) ПХ ■*- ( я- 1) х V * " ^ гёх -и X • / 


в) і + ф *■ іХ + ■• * 11 ~р^ ■» 

г) / і* ••• /7 ‘і п(ш-і); 

д) ^ V ••• л л(я+і)й. *■(/?+ 4 )(іПі). 

Поймер 2, Доказать неравенство ги] г 1 " * *■ Ѣ У $ 


4 / 

Доказать неравенство пХ] * Іш * ' ’ * ^ 


при П? 1 % 

Решен ие. Будш доказывать зтд нерайенотво методом математической 

индукіппі» Положим 0/і ~ 7?7Т г 7н2. + ТЙ 0 покажем^что 

< 5л? для любого /7 > / . Для /7 = неравенство 

5 г -:} * у Л # справедливо, Предполагая:^ что неравенство 


^ < сЛ ^7 справедливо дли некоторого /7> 4 ? г докажем і 

что тогда верно и неравенство < ЬпН ” 4& + 1$Ъ р $(кн) 

Дял этого достаточно доказать ? что 5 л < 5 / 7 ?? ъ т * е * 
Ъті'~Ьп > 0 ♦ Но последнее неревеноТво действительно шее 


, докажем л 


ф Но последнее неравенство действительно ш^ет 

%ч~5п =?2я +2І% ~ Хн 


место» поскольку Зп^Г'Ьп ~ 2пЧ М'#+2 Ян \%к 

Пример, З р Доказать керавенство Л(к/Н'1 # *з \п 

при //' '^> { . : 


А 




■г*- Йб" — 

Вменив, При $..?= | неравенство Ж$-- А< і верно, 
вдрйодьку оно рвваэскш© нераванетву Я І$Г'< 4 , еерааедлщга- 

му, так как д *=$* * Дрѳдал арвя, <ке для неко¬ 
торого т у ур^ргівівдэдво неравенство з^с/а^А 

+ ф +*" + шРі?'іі- ,: довй «ем:*' что: тогда верно а неравенство 


Ш»ЧіХ 


/ *-•-* 




Из неравенства 


$< 


21$ГП%~ і)*г$ 

что верно., давке 

• №ЩІі 


: ; #>;.;|8ад|р ^.цщ $щ доказательства неравенства 

к .' 'л • Л У- " ■■ 



#.і>> А 


ыг~і).г 


достаточно получить 9 что 


шщ что 





«у < 
г>/. 


ѵ* 


ті > 


а Я 

Ьзать неравенство ^ > /У 
{О неравенства ^ а 


+ У+Ц + 


щи Д & 0 

>Ш~№ 3 


?|радаолош^я что неравенству справедлив 

во №&. некотррогр # р Ш ц докажем* что в таком случае едва- 


во шщ щтщр огд # Л? я докажем, что в таком случае сдра- 
ведало Яераввйотво $**■'*>($№. , Это неравенство мож¬ 
но в:ше $'*$***$***>(о* і ) $ ** л а Ѵ $п ж + дп*і ■ - 

Поаш^кУі і|0 прзддоло&ашш % Л ?/?^ , нам достаточно дока- 

"• * м * . .тЛ ‘ іі л 


зат&| что 3$-* ^ при /?& 40- .* Для ©того при-. 

второй раз М&ШД математической швдкши, Ирм 0 
неравенство 4'ІГ+З-ф+І* $${* $00 * $ ё верно, Предположим, 
Ч'к> для некоторого $ верно неравенство Зп* + 
й докажем, что тогда верно и неравенство $ (ц+ 1)*+3(п+1)*- /<(гн~1) 3 
. . Последнее неравенство перепишем в виде ЗгЛ+Зл>~ 

+ 4*б1ЦрН)< П 3 *&і (??Н)+4 , Так как по предположен 

іійш и Л * $іі +4^ П* , то ном достаточно убедиться, что 
Щй+1)*&п(г?Н) + 1 при /7> 0 \ Ію при /?р ІО Зл>б 

и# значит, неравенство 6(0Н)*С Зп(Ьи)-4-^ при НУ/іО 

верно. Этим снраеедлітость неравенства Л ? Для любого 
/? > Ю полностью доказана. 


полностью доказана* 

ж# і~ 4 /і 

іі доказать неравенство П > (П + 4) при 

я*4 * /? 

шло о го по равенства П ^(П+і) будем до казн- 

/ >** і .4 г* / / лг 


> / 

ватъ равносильное неравенство /7 п - / / г і-І' 7 

при /7 > , Дяя П - $ неравенство 'і' У ~іі : (Ѵ^ЛЛ) 


■1 \Я 
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верно. Предположим, что неравенство // > (/>- ,4‘ І верно^для неко¬ 
торого НУ д ^докажем, что тогда пч) 


Так как для любого у7 ^ / верно -, что 4* 
гшедію.лол:еш!іо ? верно, что Н>(1+ І?) ® то 


и в по 


X » /? ^ 


//^/ 
Пшлер 
п ри /7 > / 


и \«> 


п + І 


) 7А /П?У< ^ ~п+$<т 


Доказать неравенство Г''(а"+8*Л(<х+Ю” 

, где 04- ё > / и 4? /■ в * 

[Іри Н неравенство Я(а бб & )> (а 1 -ёг - 


Реыеіш е , При П ~ 2. неравенство Д(СГ*+4 г )> (0+6>' — 

- і#С($ + ѵ верно, поскольку оно равносильно- неравенству 

а*-Ш +6* ^(а-6)* >0 . справец.Щ'ШОму пт. в *в , 
Предположим, что для некоторого П>1 2. »« 1 „Д? ^ 

и докажем, что в таком случае сі Щ 4-6 ) (**'&/ « 

Так ісак по условию С\-4& > О % то из Л (О +6 )' Р Ш >3} 
вытекает, что Л" ? (О п *- ё п )(О 4- 5) ? ( Іб + 6) г / Поэтому для 

доказательства неравенства 2"(<*"ОА'1У 3^)1 О ЛЦІМЯ 

достаточно доказать неравенство и (и 4-6 / р +ѵ /]”*&/ * 

которое после сокращения на Ц* 1 " 1 и очевидных элементарных 
преоѵІразовшшГі легко свод,кто я к равносильному неравенству 
(О п - 6 П }{(7-~5) 2 *() 9 Для доказательства последнего неравен¬ 
ства нужно рассмотреть два возможных сл^/чэл! й>3 и $<б • 

\:ісм $ '& , то с? -б>0 , Отсюда и из условия 0(4-8 X 

вытекает, что <0^ ~ >О , т # е* (2^ 7 ^ , Из и ^3 и 

а і 7 6 я следует, что б п , т.е* в' 1 ~3' 7 уО для любого 
п > / , Таким образом, мы имеем 4?- б >0 и /3 -б 7 0 \ 

с ледов атэ льне, (О п - 3 п }(0 - в) 7 О при 17 7 б , Если жѳ (( , 
то, повторяя только что пре веде иные рассуждения, мн получив, ято 
а"* 8* для любого П>І . ЦэразеиѲгТва О < 3 я %"*(:*„ 
равносялыш соотзетстьешіо иераиенствш (Х~ О я и б / ' ’ 
пз которых и в этом случае вытекает, что (й ~в / Ш~р) О• 

Упретюния, 


0 , 0,1 докажите первенства: 

э) (‘$-- Цг І&г прк п '* 

§)Л*> ***& щ* л >4 '/ 

/у* , (&я)! 

в) тТ (лі) 1 - »Ри п ' 1 > 

г) 2! (2.л)! у[(/ні)!] п при п>і ; 
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д) ($#)і <-&**(*}}* 


вр» /? *У, 


($$ !} 8{83 г? >$' 

*) ($4 *Й$ *и. +йпН4* 

«) ѵ* 


і-ь »* ^ 


Мгір Л» 


^ / , если Й з» 


Унаадниа я 


$> 


ум раз 


с ясно 

любого 


задача 6,5, з)і это неравенство средам к равиосиль- 

я 1 ®**я * ^ і. . л#»-! .. ./ 


#(1*а**}тЬЛ + 0*+и, + т/}9 / 

« доказывается методом математической индукции 
неравенства 1 + в* *&г$ 1 , верного да 

ГО А*>/ я добого , 


Д|!М2„1* Доказать і что для довела нщдального п число 
[ы* І) прадотевймо я виде ревности ТшТ- $п* , где 

гН и. некоторое натуральное число» 

Й№ІШ* Ядл РЦЖ этой еадачи т будем доказывать сразу 
три уТвёіадѳншу ' пк •• н " ф ^/"- для некоторого цвлого 
* №~4}««Ы*'ЧрШ'-0) для некоторых «одаю- 
тедашя цедил чисел р и & и' кроме того» при нечетном /*. 

Ь & при 4 в«км Л» # Й 


ѵ 9 — «* - - - - 

при четном іа М # / 


Дш /** 4 вод три утверждения верны; в атом случае [#*Мз 
**$-•? . Предположим, что для некоторого Лэ/ вер» 

ш утверждения! 

/ТУ- /Л ,^г/- гг- /г = нГЧр^) 

для некоторых целых положительных чисел Л», 0 н й а ном этом 

тн^&р* , /г,^* , всли п *' я ^/ЛГ 

Й1 ж Лр ' * еелл И четно® Тогда (№~ ^Фігчт'-цу 

■Ш~ /; - /- і) *-у-р-о) #> л- 1) =г- іщмт- 

і-дв Рі — р г у *’ ѵ Теперь р&ссмотрш два слу- 

чал5 когда /V почетно я когдз ИГ четію» лглі /7 цечет- 
ном из предполагаемых ранено гг т-*~і~Рр й ц гп вы- 

текает, что д* - $р* = *>‘р* А Ѵрд Чу - 

- Н/;/“- ^ * - гп + 4-г ,7 - і ^ 




Т* 31 м 

Политая Л -ф і мЫ прд ущ ы, чію *г 


' и, кроме того, $Рр*Т- $щ *§ ( ~Рі$Г *(- і)*** 
{ВіЩИЩ , При ^ четном ййалогйчным образом получаем, что 

• Полагая в этом случай Щ рёЙ Т~ 1 . » ВД' 

чэйдоы что * Щ Я %Т и шТ?Г- 107* р*№~ф{ 

= (~І) ашл образом, в обоих случаях на предпо- 

ложешя справедливости всех трех каши утверждений для Некоторого 
/? > / вытекает, что Те же трй утверждения сйравеДййВЫ и для 
/1*4 , Тем самшл три нршх угвердцеМн к, в чаомюбтй, утйврм- 

дение о том, что (рЦГ- $) * ■-* ѵЩ жж йёкЬ!го|)е)го йШурШно 

го /77 і докЦваніг для любого п / » 


шжнонж 


|8|% ? а) Третий член арй$штиче 
ершу первый 5—1*н пленой* 6} Тре 
емм равен 4* Найдите ііроизведешё 


кой прогрвсойи рйвёи 0* Найдіш 
йй член г^омі^р^івбкой ярбгрео- 
йервьі^ 5 -фй члейотій 


І8р г ! Докажите равенство? щ 

через 5м обозначена суша ^ 
прогрессии® 


Г* “І 

>к §М " 


Ч нервах членов гооіяетряеьлзй 


ЦвД Пусть Йі) й| &г> “ Я аервих Членов 

кой прогмеейи» Ййая Ь/^Ці/Яц шВ$*Щ 

найдите Р-Пг-я$ » 



4~ * ■* • ^ 



[В Р 9»{ Квадраты 12-го ^ ІЗ-га и 15-го Членов арйцштй^ѳокой 
прогрессии образуют геометрическую прогреееЙЭб Найдите всё МШ>ж- 
те зншенатели этой Прогрессий. 



і 


I 

? 

/ 
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- ■ МЕТОДИЧЕСКИЕ РАЗРАБОТКИ 
• , ДШ УЧАВДХСЯ В8МШ 

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПО ТШЕ: 1 

. "поощоттЕйшости и пределы послрдоватеийостш» 


1,2.6 Угадайте формулу общаго члена по след ов&те льда см : 

1 ,Я'ѵ ‘> 2 т» ЬІб * 5 %>"*> 

I о »®® 5 а *\( Ф )\ 

Решение; і. 3 _ Д-- 

1,2.г Угадайте формулу общего члена последовательности: 

у Ш і .. 

Ответ: й л а (“О* ^ $ 

. Решение: 3*і, ^ 


2,2, Довледовательность ( й>а ) задается двумя первыми чледрсч '; 

: ’ ®|в 0, а ? ® I и рекуррентнш соотношением 4^» а іи4 ^4 С® 

і Найдите 4 39 ; А***- 

Ответ : в^-І ?I. . Ь ■, 

Решение: Данная яооледовате льаооіъ периодическая о периоде^ 

| "шесть 11 

\ в Х 9 Й^ я: I, О* 4| а» —І# 

= Ф» • • •' ® 

1 ■ ,. > аа, А т 4 

, „ _ _ •„___ 1 И ,1 . _* , ■ щ . - г? а 1 




Донижите, что * рР 57 гл-а*<Ш мГп+і-КЯ 

Решение: 

. л | лКя^йіШйДЬ. а 

* СМ)!!*-**©!* И|(Л-А*і)| 

• -А&&Г * *Т$5Г 


* 



I 


2 - 


9 что число 
№ / 


из задачи 2,6 ври &>&№ 


я!(т-&)! 

Задается эта последовательность вак; 

т ж «»)*ііТ^г^*-5~г Я* а) > . 

Решит; ; Г* (® * т * 7Я* 

Беда Т / вѴ . ' іи/ __ при Л, < я* . то 


*" * Л от! \ 
Беда Т / в *ь„ да/. 

. і7(вь 

$1* «V* / Л 


1 т т-%тг Т ^ № 


,+і д,!(м-Ф 7~ 7*м) , .( м " Л4< 0! 


8.Ха Дача последовательность Ч л -а): а л = Ѵ^7 - я» 
, Докажите, что эта последователь®сть убывает. 


всего » $»%" т - * 


- » — 

возрастающая, то госледотательгость { й.д)» где Д (| *- 


(\/я+ 7~ /лХ /яіГі&іі - -—-і-та 
к ЛЯГ + ЛГ . »* 7 / +ИГ 

О^п). *п » / я +/п*А ) 


Т+/ПЧ 


З.Іб 


Дана последовательность ( й п ): - ‘ • 

Очешдно, что 0 является ее нижней границей. Песет- ш она 

ш дожита льную нижнюг границу? 

Ответ: Последовательность не шеет нижней гр аницы . _ 

Рйвичжаі Птажде веете заметш, что так как * п ~і *■ п > * 1 


то < Лг . Предположим теперь, что 

последовательность а ч - ,^~в. те гл положи- 

тельнр) нижнш границ А>0 , Тогда ^ЛГ 

ѴПжІ.От<я>да /Г < п* (ѵяг/< ^{г г ті» 

чг© противоречит неограниченности последовательности 
натуральных чисел. Тем самым доказано, чт© последовав 


Предаю лежим теперь* что 






не шеет положительной 


ЧѴ'ЛЬНОСТЬ 


нижней границы. 

{Ѵп - означает "для любого я ")* 

Являйся ЛИ монотонной последовательность ( а л * ^ 

,,/гвет: последовательность возрастающая* 

Решение: Покажем, что данная последовательность во 8 раотам*н. 

для ‘этого нужю показать, что &п*і ** *' 

а > 

-дЛ?? >офив>(й*0/я т+ і > Я > /» 

4гі> А ІЯ 8 '* Л » [(л+і)^^ > ( д *5ш) 8 « л 1 * л‘*4«ф **‘ +л >в - 


г,то очевидно ар и 

.*«*«**. 4^'4"^4г'>- Какие из следуют 
. Дат ію следовательно сть* ь,д ^ * 

уттбрядеиий истинны, каше - ложны? ■_ 

последовательность лежит вся в отрезке [0{ Ч 

б) "почти век" последовательность лежат в отрезке 1°* 1 1 

в) "гочти вся" госяедоватеяьность ятп* в отрезке 

г) я яочтя вся" последователь®оть ***** я о*№*« I 10 гП < 1 1 

Д )й отрезке [оц\ лежит *еноя«'» мт го членов .«вежеталь 

шоти; 

е|по оле доват влътю от ь ограничен а. 

Ответ: а)штшю 

б) , 1 СТШНС ■■' 

в) жжно • . 

г) .шжно 

і г 

д) истшио 
в)истгинно 

% \ «.им а й «у ікя тгхттлю ^ТИ 

9. Ответьте да вс прося г)-е) *ад»чн » “ л»" " ’ т " 

и I «об» (А \ > «і.— * 


Ответ: г) лошю 

д) истинно 

е) жзжйо 


ХТ.Шшшт* монотонна ли послед ователъшсть м есть ди 

у дае наибольший и наименьший члены? 

Ответ : наибольший член V*» , наименьшего пет, 

Репшяие: ш всей обшстн определения пооледовате.явность является 
етол моіЬтонной. Вайд ем участка монотонности; д т втога 
сравним дш по следовав .шшых член® по след ова те явно ст к 

„ у . я . !й21 ю - і .Ж. . 

Д«г « л п*4 л Ын Тп7Щ~ Л/ ^П*0 " А * л*/ ' 

Итак, Х пн ш $г')І л шясням при каких л 

и при каких л при Ж. 

при а>5 , то есть поеледоттльшеть возрастает при 

и убывает при я >/С>, 


® есть 


12,Лана ю ендова тел ыюсть ... , где 

ашйеш правильного а-угольника, шиш иного в окружность данного 

радиуса й. . 

«) является ли эта последователыюсть монотонной? 

б) ограничена ли она? 

в) есть ли у нее наибольшій или наименьший члене? 

Отто т: а) Поел ед отт ея ьда с ть является шю тонко воэраетшпедей* 

б) I! ос л ад о ж те дьно с ть является ограниченной. 

в) Наибольшего члена даслепом'г тьнооть не шее?, Наимень¬ 
ший член К т \ ѣ «Ид* 

Решение! Выразим апофему через с тор ну при ильного тагоутъяътт 

а радиус описанной «жружностя Ъ 

г > - і і/і Л &ип*\х 

К* • «■*- ; К«* ’ 1 —г* 


I 


- 5 - 


Л 41 


Л а. 


отеюдр 


& &и0 _ 


I I 
% 



Ѵ/+4 


где 


4* 




,д ,так шк Ц> ш прямоугольна 4 © 

у X А -Л 


Е Т й _ я * * 

шика; и А^>а^л*1)^ в М >й ^ А+ Л^ > " * 

»у 


треугольника; и а лп >%^я ♦І)** 5 ’* и *л^** А * я *'0 ** у ^ V 
следовательно ЛШій,р^ і 

Эта последовательюсть является ограниченной ((КК*4 К. ) 
Нашеньший член Кщ-т*К»* 

Ешбольшего члена последовательность не имеет* 

і 

д в 3« Последовательность ( йц, ) задана так* А^ -I ^д*іііл. 

Ограничена ж эта шследовательюсть? Изменятся ли Ши отм, 

вели ввить яштой первый член? 

Ответ: Пшледоштельшоть неограниченъ, Ответ не изменится, воля 
веять другой шршй член. 

Решение: Докажем, что последовательность ( 4а ) монотошш* 

рассмотрш А 54 |~6**Й Л *^ 64 % »^ >9 ^ 

Предположим, что шследовательюсть I А&) атрштет* 

Тогдэ- она должна име ть пред ел (по аксиоме іхш 
-Вейерштрасса). Пусть 6я^в л *в . тогш иі*®" 

Но» и 5«, і*« *&)"&*и в * й і* й * І" * 

тогда б * я ^4“* ,что невозможно . Сле йбшталшо дакн-яя 

последовательно сть нео гран ичена # 

Рассштрим Фі : тогда .если ># , то мшно дослов¬ 
но повторить все рассуждения, и роге пенные для * і 1 
если же й,<# , то ( Ііь ) тоже будет моно тонна, тин как 

■* ’ &лн~ л л •“л 4 Іл~ Лл9 ^Х <0 

(то есть эта цослтчіон»тельность йу «ег монотонно убыващв») 

далее доказательство, аналогичное фт«зательс--ти| при 
д, - і„ О^дотгелыш ответ не изменится, если нзн і^ь ДрУ- 

гой первый член, 

Прі 0 посяадователыюсть не опр«целана. 


$ 







г 


3.7 


Я.!) 


Докяявте, что послвдовате лыюоть (й-а): &А 44 *'^«0$**Л*' 

огр» нечего», Уяяігат. верхнюю границу дли втоВ- помадою твлн»г<еія. 
Гешівар: т речуррвяяюто оз отношения ввдяо, чіе й>пч к ^р * 

зЬ * - 4 ^* А + іЬ* 4 - * ЯтЩ * 

Так то* про из ю льда® влагаемое "ЩЦЦ^ (ЗІ4К&Л-) 
вволалией «уммы можно представить в виде 5 ^ 5 ,}» 

м і + лІ + л5г + "*’ + **Л-0 4 &“ ж) + * • 4 

* (л - «У "“я*'к ~Я4 і 4К4 *■ '' 

Тшшм об разом 9 &Л‘Ы ; то есть <- 


48 ет^гі* •*■ ѵ^ітн? ■*, 

& м#4* 


вербняк грмшш. 

Пусть С &*.) ~ да бая иооледомтелыюотЬф /1*,- любая строго та* 
роятйщйя ш о лед от тел ьн ость целых к ояожпт ш ьннх чисел. Г©г.ш 
по он я пот те лш оть (где Ь *І, -2» 3,. ..^называется 

да п ію с лед ом те л ьн ос^ ыс и сдш ед овятв льно от п ( й» л.) * 

,*) Дон» жите* что если некоторая подав оде дом тедькѳсть мв»тотюИ 

іюаяедояате льноотм ( ) ограничена, те ® семи поел ядовит аль 

тоть ( &«-) ограничена. 

: рассмотрим случай, тогда данная последоштельнооть ( л * ) 
ювраст&щая. Тогда шно, что % будет нижней гряп’йп?& 
по ода дом т елью о тк и, значит* нужно тольто цодааать, су *’ 
шосггвешние верхней грешив последовательности• Пусть 


(й^) - некоторая пода следом темность последоватниь-* 
ноете (Ад), обдадающая верхней границей & * тс * ст? " 
при дабом К^І.2,3, А**. 4 * я пусть % “ яро^вонь.- 

И цщ член носіедодательности ( &*.)« Тогда по от^едля №М) 
поднося е дота те льяссти найдется такой индекс * ттт0 
{& іц и«!!Ш ( &гѵ ) впярастатаая. то &{*&щ * Л - . 

Щпѵіъ обраяем а га тят ся л* рже Я грецкие* ее ей последа 
^ гѵдати ( & а ) ./Случай, когда последовавясность 


-7- 


щая рассматритется аналогично/. 

8*8 б) Приведите цршер (немоштонной) неограниченной последователь-* ■ 
нооти ( ЛцЛ, у которой есть ограниченная подпоследовательшоть 

Ответ і Г л, ш я 

Н 9 $ш я. * !«. 


* 


8.8 в) Приведи^ нрішр последрттельюсти* у шторой нет ограничен¬ 
ной шдпосждовате лыюсти. 

Отве т 5 й 4 ! й л в ^ 

8.8 г) Докажите,что у каждой нос ледова те дыюста есть монотонная пед- 
носи'едова те льность Л Неубывающие и не во врастающие послецош- 
тельностй в данной задаче считаем монотоянша). 

Решение: 

* 

Пусть { Иуі ) - произвольная поеледоштеявность. Тогда воэмшяы 

дш случая: 

ф последом те льноетъ ( & а ) обладает такой по цпосж до вате явно¬ 
стью (А« й ), что для любого члена Йц^ этой іюдпосле'доштельноіі 
т® существует йд.^^ (йл^ такое, что бл^Ал^'. 

(2) ( Оа) указанной поднос ледош те льне с твю обладает, т.е. в 

лоб ой гюдпоежцоштельюп ч (Йн^) этой нос-шдрніте льшети 
найдется такой чт?н й^\ , что 4й*, для лшого члена 

подію ел* дотателыюсти ), 

П>у т шЙ (Г) . )к.т]юш ювраетаюіную подпоследовательность пошшдо^ 
вательное ій гѵ ^) следушш образом, Положим - й к.|, Ио усла« 
Нію в послед о го те льностя (йп^ ) Существуют тэкиа члени &г\ ^ 
йн і <Лп^ . Из тких членов інхз ледова тел внести (й п ^) 
возьмш один с ншР'Иішш номерам, т1 ЬЙ г ^^ 4 4 
яри Л |4 л ц /й е 0 , Положим е л - А л По условию в п хл аі*?ю 

сти (^п^ ) сушестя^ют такие члени .что * ®п 

табора члекв 4лнвно.чте <л . Й5 чвенои ^л , последовав 

г »* ^ і' * 





т&лъностк ^удовлетворяющих условию й.<% & <й&р выберем 

одни &пр* с т;тепьтм -номером и пашш .Продолжая 

втот пропехго, : мн получш строго воз застающую подпосдацоватвль- 
ность ( Іщ ) послшоштелыюот® (&л^ )»котор&я Ф с=чевшшо ? бу¬ 
дет строго возрастающей подпоследовательностью всей последова¬ 
тельности С &&. )« 

Случай ф „ Существует такое, пт<в Й/ С й,^ для всех членов 
последовательности { )$ положим ^«йж я рассмотри»! псщ- 

поел еі сватаяькость (& л ) ) 5 состоянию из всех членов по- 

ад едовате д ьности, начиная е Ац^ « По уояовш в подпоеледова- 
цельности (& п * } существует тш^ой член Д^, €>& ,чт© 

ДЛЯ УС Ѳ.Х членов ПОДПОСЛВ ловите ЛЫЮСТІ (4ц *, &>& 5| 

очевидно,что ІЦ 4 /1 ^ * Положим ^ « й$ ж рассмотрим подпосле- 
довательность ( й п > п.ьі ) состоящую т всех членов после дот~ 
тельиооти { Л а, 5 > начиная о & * & этой п одп осле до вате л ъ~ 

постя мберем наибольший член й, т н положим С$ж Очевид- 
я», чгоС^іСді С| «Продолжая этот процесс, мн получш жлоарав- 
тающую подпоследовательность ( ) послщователшевтв С &^)* 


Дошжвте методам штематической шдгкщи еяедущ*» тождеств®, 
связывающие между еобай члени пооя едовате.льностя чисел Фибоначчи 
(й^ ^4 і ^я^и 44 ^ 4*) • 

б) »&$,**. ' (сумма чисел Фибоначчи о нечетпшш 

номерами)# 

Решен т : 

При а«І равенство верш, поскольку Д,» йд*П Предают* 

жян, чт® верно равенство &§ 4 • <>в ^ 

* &*пЧ » °Щ ѣ *ъ*%*%. Гт ******* Р*»«яс**в 

А аА ДОЯНІЯО, 




э- 


4^сб) Докажиже, чш-о» сумма кубов трех несяедоштеяьншх целых чтам делят* 


ш ш 9>. 

ВвШ&НМ *, . А & л 1 *> в 4 . - 

«ишоц.. ■•* а, -‘“ + * *'" , * 4 ' "* 

д •* ч й а и Э!& ^ ^ ^3? 9 следовательно надо доказать, 

* то делитеТ» З.Поскольвд функция ^)*А*п нечетная,да- 

статочно доказать, чг в сумма л* 1 п делится ш УУплПри п» у у*з»рк- 
двнвв верив-..поскольку 0 делится на З.Предположим.чгго П *Ы де- 

’лится на а. Тогда «да (лн)Чі(Ш) « /я *Д*) + 

3 (й* 4 « 44 ) делится на 3 . Утверждение доказано. 


литоя на 


* *гог> / ^ I О \ 

4.3.г Докажите, что II + 12 делится на ІЗо I Л=0,і,д., ...ь 

І’еиенпе,: ^ *нд, 1ц«\ 

Им % =о число II + 12 = 133, Предположим, что число II і 12 
‘ ѵ іи« (И* тт тт «♦*. 

П ,%0 делится на 133» Тогда число II + ^^ - іі,Аі * 

I, вц4| Ы%. т . . „І«л 4 і т Т / Т т т4 Т 9 1 . тог ч , т 9 ^ * * 

12 * 12 & II»II + 144»12 е ПСИ 4 1 л 

делится нв ІЗВ * Утвбрждени® доказано .іуія IV^0 ,1,2,., е 

о» г , 

4 3 @ © Доітжнт©, что час;ю«зыийоышвмоё 3 единицами, делится на б й 


йѳ даяйтея пш 3 І ЛвО,І г 2,.*,). 
Решение: 


При ‘іѵ а=0 утверждение верно, посюлысу X, являющееся числом, .запл* 
ентеш» 3* *4 единицами, делятся на число 3* =■! я не делится :-» 


числе э* «а, Йредюложкм, что дда некоторого п&0 число А , 
записываемое 3^ единицами, делится на число 3 й не делится ма 


число 3 


г Тогда число в , аа писаваемое> В 

ДІ .. /3 (/Ій ®. ® 


един идами, ше^ 


но представать в те ■+&'** +Лкй(іО *+10 

Суща іщфр числа Ю®' 3 + Ю 4 + I равна 3; оледодательяо,числе 
»■ 10® % с I дачатся на 3 ж не делятся на 9 * 8 Дш »«с д 
здо-ио А пели гея ш 3* а як делится на 8 А число/# 4^*4 
делится на 3 я да делятся на 3*, то число $«вО & ' ’О 

длится » число 3 Я * { в нс делится на число Э*** . Такія» о*»’»'* 
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методт штештической индукции доказано, что при любск Л '%.§ 

_ Й»’ ^ 

число, записываемое 3 единицами, делится на 3 и не делится 




ѣлі 


4,5.6 Доказать, что & ! р & ** 

Решение: 

При =4 утверждение ворш , поскольку ♦/*4^>/^*і^редположям,* 
что>|^для некоторого » Тогда (н+0Іжіі/(п+?)>і 


Э4І 


Поскольку К4І>е при я* у .Утверждение доказано 


4,б,г Докажите не] земство { Іі« целое)? К )4 (у-у 


Решение 


При &■ ==2 утверждение верно, поскольку ЛІ® ***■<!>. 
Щедположш, что для некоторого справедливо неравенстве 

Тогда (Ц4»)^ П Кп*0<(х) Л ( п *і) ш неравенство 
(п ■»С)«^ будет доказано» если мы покажем, что 

иѵ^&Г* и » №<<>Ч-іТ<и*^и 

Таким образом, дли того, чтобы доказать, что из неравенства 
Л^^ вытекает неравенство достаточно 

Показать, что при любом верно неравенство Лй (Л* ^)\ 

Вместо этого при любом фикс крова ином Н^і индукцией т 1 
т будем дот эн ватъ, что (Л 4 ”Т$ , )* т &Л 4 ~ при любом Л^/ 8 


достаточно 


мы сбудем дот шватъ ? что 


При С «I имеет место равенство ^ .Предположи, 


' что ят некоторого Йф ^ верно, - чт (1*$) ™ , 

■■" в ^| | ? '* §*>І 

4 ІЙ * Таким образом, методов мат смят нче стой индукции вами доказано, 

& 

,■■ • что при любом Фиксированном йф і для любого имеет месте 

ш равенство (і й ?|.І ЪІ Ф ^ * Ь частности, прщ 

спрАіи>*шио нер&іжнство ($*&*) & I* %* 9 & ЙЭ которо¬ 
го* шж у&е отмечалось, ®т , что если я. !‘-(Ч 1 У\ 


Я7 # 


г$* как уже отвечалось, штегоет, что если 
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4 4^ 

ТО М)! 4 (т 7 .Таким образом, дважды применяя метод ште- 

ттичееюй индукции, мы' доказали, что /V /^(Ш^ ** при 

любом 


4 Ф 5.д Дошить пера венетьа: \/ІГѵ + ^у4—4 ^ 

Ремение: 

& ь2 .Потже!М, чг о /2*< I- ^ -У 

Это верно, поскольку е/ </Г<* . Предположим теперь, что дм 

4 

некоторого *** справедливы неравенства +*ѣ +Г^<*Я 

Тогда для того, чтобы доказать справедливость неравенства 

достаточно показать, чтоѵйм^^І 


$*7< достаточно показать, чтоу^иК^І 4*4^ 

• Ш т Ш9 *-г , йні 

Это действительно верно, и ос юльку /ПН <ѵп 

^ /1^44-ф^ф, 0 < Л, , что очевидно при 

. Аналогично, чтобы доказать неравенство І4-4у + ...4 X» 4 
достаточно показать, что «С/^Г4<,^у^77, 

•Это нсравепство верно, посішлыу Л/лГ 4^=а < |у^ПТ^< 

41##, ^<і 

Таким образом неравенство доказано« 

,7о® Дотжите.что если Г^й Аги в - положительные числа, то 

% % &л ^ 

Решениё: 4 4 4 4 

І8.- Л. А.,4*0« - __ #4 ^ 


При И «2 А± ♦ г I ,посшльку 

Предположим, что для некоторого справедливо неравенство 

4 & 4 ..> 4 %ГІ+ ^ а ДЛЯ любых ВОШЖЙТ^ЛВ^ЫХ ЧИ 0 Ш 

ЛГ % м «ы ^ й*, а а 

&4 , ^4 ме.Д^и докажем,что в таком случае ^ 4 ^4 — 4-3^4 
^ п,гм любых положительных чисел 
Прежде ісего заметим, что 4 с 

т„а, сумма симметрична от’.юсите дыю *і , н,след^- 

вательйо.не изменяется при перестановке индексов у чжеел 
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, то дла 


4$ » && » •. Поэтому без ограничения общности можно сна» 

тать, что % 6& П ц I і* 4<1 Г ..Д .Так как I х * &и. + ...+ &)»_ + іліі я 

л я л ' , ^ Я% *Ы| Д # * 

* “ ♦ *^ь + ...+ 2іЫ- 4 Да. - 4& 4 Лік-л. Й па 

% «А *« *# 4/ 0іш * 

а по предположи яию #± 4 |а 4 ... 4 *. Ли ^ ^ , то .дла 

доказательства неравенства + й!. *^Лйа , &&ц > г .*4 

достаточно показать, что ^ Да- « Ѵ/і. + Г ’ * По 

# 4, «Л4» 

*" "Й? * ЯпфГ Ѵ ~”Й^* ^ 4 іг?$4. * &/» Л/+ б 41 ^ 

4^ й'пьі *&п(1§ — Д-Л &ПН & (&П4І ~&і)Р*п4! * 4/1 ^9бг ^ 

что верно, поскольку ^ ^п+і ’&й'П» - Тем, сашм, 

методом математической андукции доказано,что 4 ^& ф**л 


для любого ли для любых положительных 
чисел %,&е і ...^ 4 л,* 

4®?*б Докажите*что если - ^а. * положивльные числа, причем 

ЛЦ “А| • Лм| ’..«* 4-^ * і { то А»/ ^ ^ 4^ т.. • ^ ^ 5 

Указание: Проводя индукционный переход,воспользуйтесь тем, ч^а 


еслж среди 


положительных чисел,произведение которых 


равно единице, есть число,большее единицы,, то обязательно най¬ 
дется и число,мв ныіь е единицы* 


Решение: 

Будем доказывать методом математической индукция: 

Л*І Л,=І, тогда и й,*! >1. Допустим,чю аря Л* 

»>|І,+в А *...*а л '»ду Тогда докажем, что и при п= іі+і 

(^Чо*7«* * **\ *> ( Ѵ4 + V • - *$ь***« »&н). Обозначив 4'4лГ ;Ж Ѵ 
гоіда жз^того, чта I, 4 ѵ,, ^*- ! $аін» $»• 4‘"*'^іьѴ 
ко нредшложенив индукция следует <,♦ л < 

Пѳэтшу “&І * - • Т 4 4 І&.44 4 $- &♦ ^ ^ М А ея ^ ® 

8> ІІ4& 4 іц,4 $&Ь4 - &Ц • $&4Д~1 • &+І 4 (1ъг(%1 і^ц). 

Теперь юеліояъэуемся указанием н ©ела ап а 

т занумеруем члени шеледояиі^лмюста С |. А . 


Ѵі _ з.’ >■ 


*т кип 
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сбразом, что 4ц* будет больше I, а -меньше I,тогда полу¬ 
чим, что ^ 4ц,-і)(і - & х.*і) >0 а &І 4 4. • • ^ 'Ч' ^ ^ ^ 4 

Если же или Р то % 

4>Ъ т ^4 4 .... 4 4^4 €^ 4 д ^ 

Таким образом методом математической индукции вы доказали, что 
еслж ,&ц ,, й п -іго лежителыше числа и ,т@ 

4. ; 4 А.^+...^й^ддлн лобрго штурального л* 

Докажите, что если 4 # , - пололж* г ельнне числа, т^ 

^ &п (нсравевто Кош), врілю« 

равенство достигается, когда % ***.. *» •&/». 

Репіе ше: 

данное ^равенство равносилью Нфавеяству 

м / 8і 4 »^,+ $ Я, , ..ѵ 

/Г % тазггггжгэ- г +•••■♦ «алшцаеу * 

/Лі *•., * $П ѴМі.*.Хп 

Лш установления с-цраведливости этого неравенства прш 
в силу утверждения зщачн а) достаточно найти такие истоки- 


числа ^ьом.^Иі что<. 

і Л і 


й ■гІ*' »"• 8 


тельяне числа й ѣ , что-ІЬяг “Д**! -жда® • ..... 

„Ды. Оі ; -*й± , ЖІ. “і ^ ’ 

Ы:Тп **> Ж% я! * л „ я „ * 

При $Ѵ*2 таками числами очешдно .являются % - Д? и % 8І Р4 


Предголожим, что дш некоторого^ $% мы ншля та^@ положат««ь^ 

ные числа» ^,** в9 что & ; . 

-Лл«. * 4 л . Тогда положим $«д,*Д. * л 

л...Хй ' Я-1 , , . . 1 ' 1 "* * 

І| *Л,-Д4... «I « Х{... * л Х ні , І<ІІП, &ПЦ К й ^|, 

пр. і,Ай^Ц г ^.^. вй ^_ <Ч в 

ы б. л к}[7^Гк%х піі І^пѴі л м? . ж«#і “ ®в . 
г ***•?* - а!*». , !■« а я *«...дг*-г'-і*й«, 

«*МІІ 4 Ха« ' ІМ* *■тод; ,! 


Й|>^^4| Д|.... $ Ц4$ 


іт 


л ІІ^{ **' і 

Я »Ді • уХя .Х ц ^- <пн 

* <МДГГ*4: «Г^* 1 


I • «ф Д М , * *« Ж $ 


Іштм образом* для К * I ттту уело шю удовлетворяют полок 
тельяне числа 4| , 9 Тт т мш, кспользуя метод 
МЙТИЧ5СЮЙ ншлукпии и утверждение тт'Ш а), та дошзалв, *?ш 






дш любого в %ш тбЫА 


! 



- 14 - 


Кош і (&| 

д а к 


положите льнах чисел Д|,... 9 ^ . При Л =1 отношение 
ѵ/7Г * очевидно* ' 

4*7*г Докажите,что если А і§ ,, в ,, 4ц, - шложительше числа, то 

Указание: Примените неравенство 4,7 в в. 

Решение: 

Действительно воспользуемся указанием и применим аеравеіетв© 

Кош : (&>,* Я* *•••♦ЛдХаГ *&+■"*'&)* ѣ %і Л^... «Л ^ХСГ- 
л в, „ *'"» ^іі 

д ^ что и треботлось доказать. 

бЛ.б Докажите тождество: + •••* Л ІѴ * * (я*з)! 

Решение: 

При Л.-I равенство I в I! =2!*I верно. Предположим, что для Ііек'оторѳ- 

го ^ верно равенство: & і\-*1 * 

Тогда I І М...+ л *н !* (н*і)(п •*))! • ~ ^ 4(п И)/ /л4і) « 

е /л* і)!(нл и) і • »4} *і * 

что и треботлось дошзатъ. 

, + л АІ&.І& 

5,2„» Найдите сушу: Ья д, 

О г те т: Е ? ч * 

Решшіяе; Д Д Л АА.*Ам*,Л 

% = і * л *е +... ♦ л^і!1. і-+ 1 ^*- ♦ - ~х ~ 5 -—*- 

^"§ ^ ♦ ~Т Л- (МГШ « И * і) п (ті)(п4 а) 

“ ~І- /<- * в 

і і 4 п(/иО<&і<{) 

Фоно ла д *•* 5 *•• л * ■' . й 

I 

докн'занн в учебнике 9* ю класса, 

14 / 

М.а Яаііти пушу : В. ■•/у«^ *•••* 

'• 0тізет: ^'*І"ікл 5 Ул> ’ 4 ' 

Решение: 

“ і ‘ м ’* в “ 6 ГЩГ ./5 * — ■ гтгг.'о 

К>г*. $ п7 (4--/)іП~Л ), уЛ-Р-* - -/—г | @ 

ѵп * и « Г(« /О.Г • ЫіЦО І(Д П 4Ь/ 


з 
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стш ^Л = і' -хктл > 


”ІІ ’ 4 **^*© ’ 

Чтосі* убепиться в том, что сумма определена правильно можно 
воспользоваться методом штематической индукции. При Я ~ С 
у ржден не ве рно &і -^ ^ Доцу ст им Я л * ~ 

”” ігаі 5,1 * ждащ) *** янтаря •' гтЬ? 

* і - АййякиЗ'* і * отгпг * 

Таким образом, методрматематической индукции мы подтвердили 

сггряведжшст ъ формулы 5Ь ® ^~ ігълг *«>>*■ 

,І.а Третий член ари({нетической прогресеи! равен 0. Найдите сумму 
первых Б-'ш членов. 

Ответ: 


Решение: 

Так как суммы членов арифметической прогрессив, равностоящих 
от кпшгв, равны, то ^ #й,.у к {& § + 44г)* 

, е іл ё 4А^ фО-д * « О 

;7. Найдите сумму всех положительных трехзначшх чисел, не дшхшцш- 
ся нк ш 2, т. на 3» 

Отм т: § г® 184700. 

Решение: 

% 0 & «найти исюмую сушу, ш нейдш суш^у §і впад похожій 
тельных трехзначных ^шсел к из нее вычтем сумму ^4 всех поло¬ 
жит ѳльинх трехзшчшх,делящихся ш 2, и сумму 83 пшшжміѳ.яьшЛ 
трехзшчкнх чз!Свл { л) 5 ляірхш т В. Тм как яра атом мы дважды 
вычитаем все полежительичв трехзначиме числа,делящиеся іш в, то 
к разшетк нужно прибавить сушу ТР.чг. положите.ть«нх ?рх» 
зтчямх чисел, л»лпляхвя «м Р, Тикни ой г* 4 **, не-комв я руша 


V 


2004 (90 0-Щ_900 , 495(_)оо 
_2Щ±І1'ІЫ1* .АШ~ г 247500 

і 

2О4-»рйО-І)Э г ..ЗО0.. я тоёлШ 


- 4 а? - 494 

- 450 г 247050 

- !,*© « 
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« 82650-300 = 82350 

Следовательно, $ = 494 550-24 7050-І6Н5О+В23 50=164700. 

Д» А М) 

6.0 Пусть Ф, 4 , й образуют арифметическую прогрессію, Доказшт§ 5 


что числа 


Щ 9 с+йг 


/ 

* 


теше образуют арифметическую 


прогрессию. 

Решение 5 

Запишите соотношение между числами армфмегичесші прогрессия 

ТГ*Г * ЗТТ { 

о - " тогда надо доказать — — -а " і СТ і - ^ 1 

** і 


« 



„ а,'+Л1 +е а+е *Лі 

7ЩЩ*Тл*ё} ѵ ~ Ті+іЩТні 

чао н требовалось доказать. 


й + с >» 


6,10 Найдите сумму Вп ??+ ???♦••• Я/ціі» 

Ответ: * ||* ^Ю Л+ - й и*» 9 ? 

Й»‘“<*•»<■ о. <»■ -Л)•• •■ >і (*■■><°‘""*+• 

х}({+К>+..ЛІ0* Ч ) + Ні*<*>+-*Ю *'*>...♦? а ? ♦ 

+ 8 ^(к>\№ п +..**/р-л) * 

“и- <*). 

6,12 Сумм» 5л шфщі а членов шслед ѳва тѳ лыюоти шражается 
форлулой Докажите, что зта шелѳдаштелшооть явля¬ 

ется арифметической прогрессией , найдите ее первый член а раа- 
шсть Ф 

Отт: ^ в 4 ; 4 

Решение: * 

А п * V* . Зп к ~з(н і) 1 * іп 'Зп 1 * *«-*'• *(*» { ) 


* 
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6Л4. 


»Л5 


ь 

Так как ревность 4„* йц.|* с# /ІіН) *■ .1 (А* ~ Iл - і ~І? ч 4 1 ^ 6 
не зависит от л* , то данная госледов&тедъность является 
арифметической прогрессией о разностью 4*& . Першй член 

ЩЮГреССИИ & 9 8 &§ 8 

Назовем обменной посадоватедъшетъю Фибоначчи такую последе- 
ватеяьтсть:- 4, *1, Л^*$, **ц**лу 4 % * 

(О&ічтя последовательность Фибоначчи получается ез обобщен¬ 
ной при ^ =1). Найдите геометрические прогреееам, являющиеся 
обобщенными последовательностями Фибоначчи. 

Ответ: 4 * . а ш 

• г* I > ГА*”Х^ в 

Решение: 

и ' як шк ш следом те лыюсть является геометрической прогрессией 
с первым членом 4у== і 9 се знаменателем прогрессиями удовлетвори- 
ет рекуррентному, соотношению Ѵ^Лк+і +йт ,то |> 4? ,у 

Отсюда ^ *Ѵ?**?Ч) г С . Это верно при любом П> ; в 

частности и при іЪ =І е Такам образом есть корень уравне- 

пт 0' ,т,е. ^ . /Г^Т ., 

Значит обобщенные последовательности Фибошлчи являются геомет- 
риче ста мм пр огре с емш м 


Ршшв предвдущую задачу, Ш должны бтш шйти две обобщающие 
шелвдоштеяьтетн Фибоначчи, являтешхея геометряческши п|^- 
гресенями. Обоът'тм их через ( ) и ( К Лтжите, 

что сущрствуто дм числа М к У такие, что любой п* -' 
обіпшэі ш следом те льнооти Фибоначчи вычисляют так: 
л,. ми„ . Найдите эта числа Л і У и напиши¬ 
те о щ помощью формулу для (не удішіяйтесь, что в та 

Формула ят нахождения целою числа оодержит рчдигаиш). 

Решение: 

Так как форде л® Л е 9 ^ 4 ^4, до;я?ча быть спралед'шюй 

при любом , то # в частности, она должна быть спрѵиедливой 
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7 . 3 . 


при а ~ I ш А -2. Таким образом, подучаем систему двух 
уравнений е двумя неизвестными Г М.*М 

:і 

и ц/.ІУ, 

рем виням л ко тот о й являются *"! да ^ уу* и /* ,| 

Остается показать, что равенство Д.^ * ^ А 4 
справешш і.ю при любом Д ^ I» При Л ~1ж равен¬ 

ства спранедднш по набору М ^ . Предположи, что для 

не которого Л * Ж .уже доказаны равенства А** 44 =? Мя* 

«ѵг дуу 

для. .лясо 1*0 іі ^ -|[р 8» .Тогда ^ в ^ ♦$• д & 

-^р Ѵ„ + Црр і?„ * %{ п „,Ч 14»Г * *І7^ ( Кі 1 Кі-|) * 

* 17с (* а ‘ Фп ‘0 е §Г ѵ *ч + 

поскольку * Уп^і ^ + ^11 »і й 

Таким образом, методом «тематической индукции доказано, чте 

р-лвенство Л й г 2 Л Ф УЕ=і }Г а справедливо при любом П&/, 

Я Ж п І ѴГ * 

Обо бтя частные результаты, угадайте Формулы для следующих вы¬ 
ражений, а затем докажите справедливость установленной Вами 
%п рмулы: а) І'Ч*% г ? 4 3*і0 і« • • 4 * 

Ответ: *(»+0 К ' 

Решение: I способ 

і #*|.? § |./р 4 .:,. ♦ л ^ІяМ) * + + 4 )+•••■ 1 ^ ІІ 4 <0- 

,4.4 *4 + 4 *і«Чл* і( 4*1 Ь *.. +п 1 )+(і*Ік..* я) * 

- * " МХ <мР + (мі>п я й^нКДма) _ п ^ 4 ,)<- 


Я СНО Г'ОО 


**» ■ 'і р-*. 

Л 

3^= Ій * 2 8 

5^ 4Я - 3 Г 
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Предположим* что § п *п(п-чі). 

Докажем справедливо сть этой формулы методом математической да- 

» 

дукцмі: ' . • 

при ^»а1 формула цроверевт, 

Долетим, что $т - л(пЫ)^ , тогда докажем, ,что 

&^ 4 і« (пн)(п+&) **, Действительно § я-и - ш 

- к(пи)**4(*Мі)(Зп+*$) ■ (пи)(п^^^^) г д)*\ 

След от те льно установленная гаш фзріѵіула варка. 

»- * а; 

*4 

'*. *Г 

$ 


Я 



. I# ® « 

к * • 

*• х л * Ы) А 

7. Х л =я + ^. 

ІО» А 


Сшшсж последовав льност ей 

2. *Л ~*я*& . '8, X* * 

5. г Я »М'’^. 6 . Х Я г(~І 

• г. 


Ѳ. /, 


Га, т,ш л * 

(АГі ^/ МПг 


Ла*1 ©о Хл 8 •&**- 


г» 


Ш 


■ I I & 3 У 6 
■ .' Рлі.і • 

§А (*п*Ы)®У 


ЦААА ^ $ ъ ѣ 


і® іі *§ 



414 & ф & $ 


?м, Ю 


ѵ^я*-! . а- 
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Ответо 
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УДК 37.0ІВ.43 

Чоигономѳтрня. Задачи но шіакшѳтржя. Текстовые задачи: 
Четодич .разработка да Учащихся Ш курса ВЗШ АШ СССР при ЖУ 
(С.М.Львовский, К.М.Раббот, А.Л.Тоом . -1., иад.АПН СССР, 

о. 17 >. 

Разработка предназначены для учащихся Ш курса Всесоюзной 
заочной математической школы Академии педагогически наук СССР 
пом Московском университете,им. К,В. Ломоносова <,ВЗМШ), 

Они содержат подборки задач и контрольные задания дет 
учащихся по трем темам и некоторые указания по решошо» контрахъ- 
ншс задач, а так» критерии опенок контрольных работ. 

Оглавление 
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Предисловіе .•. * * * • * • * • • • • • * 9 • 9 # * * | * * * ** * 

Задание* (тѳш "Тригонометрия”) ..... 

Задание * (тема "Задачи пошюниметрии) 

Задаете * (теш "Текстовые задачи”) .. 
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3 

4 

5 
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Академия педагогических наук СССР (АПН СССР), 1987г. 
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Дорогие ребята! 

Перед Бада три очередных задания* Номера коатролышз е&м** 

и сроки присылки помещены ниже. 

Первое ив заданий посвящено решению задач по тригонометрии* 
Обязательная часть за редцшм исключением состоит нз вполне тра¬ 
диционных задач, может быть, чуть более трудных, чѳм решали 
на школьных уроках. Здесь от Вас требуется четко® знание формул 
и навыки в преобразованиях, а также владение общими понятиями, 
связанными отрешением уравнений и неравенств (равносильность, 
следствие уравнения и т«п;). 

Задачи второго задания также сравнительно просты. Они помогут 

Вам вспомнить основные геометрические факты. 

В третьем задании собраны саше разные по уровню сложности 
задачи» Для их решения часто достаточно просто здравого смысла. 

После текстов заданій! приведены некоторые указания, помогаю¬ 
ще в решении задач. Вы, впрочем, можете решать задачи по-своему, 

нѳ используя указания. . 

В целом задания должны помочь Вам лучше подготовиться к 
школьным и вступительным экзаменам. . 

ИШМ УСПЕХА! 


Задание I 
(тема '"Тригонометрия) 

I. Упростите следующие выражения: 

а) соѣ 8°« со$37°- соъ 82* шз 53 е у 

% 

в) 005 30* • соз ЧО*« со$ 80 \ 




2» Докажите, что: 

а) 2$іп,оІ — &1п2о С 

2 5 ін> об 2 сС 

б) если 


±у*лк: (ифЛКуХ^Ж ); 

• то $іп об + 5м .Р + | (Ѵі| 


3* Рѳпштѳ уравнения: 

а) В — З&п, ос Соз Л +3$іп г х -■ і ; 

б) кх/іигех. ~і; 
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в) *• сі^х. = Зі-2ііл2Ху г) зіп)х у- ооз *іс •= ./ , 
д) $Ъ $іп.х ^ СО& ) ъ) (Х>& &С. + сез %Х. Ъ! $/ л 2х у 

ж) У НІИ X і -СІ>3 X ~ О ' 5/Ѵз. ЛС. У- Ж 4~2ііп. 5ж 4 

в) 5/Я да * сов л і' а'еЖх } к) 5/Я 2х(/з +ссзх.) '*• 

= %ІАХ(Ч+ 2*>п*Х) У 

л) е<?,$ 2 ас. - ш 5 - АЯ х да я'п. За: -1 у 

м) +4е г ЭЖ ■•== +ідЭх ; 

н) зіп, ('%<%*$ х) — С0$(%*гл х) 4 


= *Ѵ/г. х(Ч+ 2 Ьп. г Х) у 


4. Решите неравенство 2ос,'&у'лХ« 


_ 1 


5. Решите сиотщу уравнений: Г ~ 2. > 

°* д Л - ^ * 


I. 1 Іа. 
5. « 36. 
9® Л Зв. 


2. Л Іб. 
б. Л Зв® 
10. Л За® 


■ 3® Л 2 а. 
7. Л Зг. 
II, Л Зв® 


4. Л За. 
: Ѳ.’Л Зд, 
12. I 5® 


13. Л Ів. 
I?» ЛЗя. • 


14. Л 26, 
18® Л Зм. 


15. 1 Зм® 
19. Л Зр, 


16. В Эк® 
20. Л 4® 


вшшжп 


«зачет"# решены в »8 задач; 
"4" - решены 9-10 задач; 
"5" - решены ІІ-І2 шда*. 
"4" - решена 4»6 задач; 

"5* - решены 7-3 задач. 


Срок присылки задания Л 


1 Л І. | а) 8%82 0 =У?%5$ й ~ $0°/ 

Л 2* \ а) Разложите числитель и знаменатель левой части на 
множитшш.. Когда определены левая и правая ^сти тождества? 

6) Представьте/ ъі как Я-(р+У) и.разложите левую часть 
на множители * Инач^: преобразуйте в правой части произведение 
функций в сумму. 
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0^3 Л &) Сведите уравнение к однородному, 

б) Но забудьте исключить из ответа тѳ значения *%. , при 
которых мп- € аі -~ о , 

в) Преобразовав левую часть, сделайте замзну переменной, 

д) Поделите обо части уравиешш на 2 и воспадьвуйтѳсь фор¬ 
мулой косинуса суммы или синуса разности- 

ѳ) Преобразуйте обе части уравнения в произведения. 

ж) Не забудьте отсеять посторонние корни. 

з) Цои каких уодовшк левая часть может равняться 4? 

и) Сделайте замену переменной 5 тХі-созХ . 

Задание Л 
(тема "Задачи по планиметрии“) 

Эта часть состоит мз набора геометрических задач, взятых 
жз первого издания книга И.Ф.Шарыгина "Задачи по геометрии & 
Пжшэдетрия'Ч В некоторых из них Вам предлагается доказать важ¬ 
ные геометрические факты; входившие раньше в шкальную программу, 
Другие задачи - это задачи на вычисление. Среда дополнительных 
задач есть задачи посложнее. ' 

К большинству задач приведены указания. 

Обязательные задачи 

I. Пусть вершина угла находится вне круга и стороны угла 
пѳреоек&ют окружность. Доказать, что величина угла измеряется 
полуразностью дут , высекаемых: его сторонами на окружности и 

расположенных внутри утла, 

12.{Пусть вершина угла находится внутри крута. Доказать, 
что величина угла измеряется полусуммой .дуг, заключенных между 
его сторонами и их продолжениями за вершину угла. 

ЦТ) Пусть 4& - хорда окружности, € ~ ішеатѳдышя к окруж¬ 
ности ( Л - точка касания). Доказать, что каждый из двух углов 
между Л В и € измеряется половиной дуги окружности, заключён¬ 
ной внутри рассматриваемого угла.* - ; 

14^| Через точку Д| , находящуюся на расстоянии СС от цент¬ 
ра окружности радиуса Н» (а > Я) , проведена секущая, первое- 
кающая окружность в точках $ и & , Доказать, 'что МА * М8 
постоянно да всех секущих и разно И г - Я 2 (квадрату дяймм 
Улс : . Ш%$Ы\ * .. 



■5,|В окружности радиуса Я через точку ЛІ , Находящуюся 
на расстоянии СЬ от её центра (<& & Я ) , провалена хорда АВ . 

Доказать, что ИМ' Мб постоянно для всех хорд и равно 
€ ? -' іі 2 * 

І 6,1 Пусть Я АЛ - биссектриса треугольника Я ВС . Доказать 


вм яа 

410 СМ " АС 


[7 Л ]Доказать, что радиус окружности, вписанной в прямоуголь ¬ 
ный треугольник, вычисляется по формуле %. — с1 *іАііВ , где 

2 

и и $ ~ катеты, С - гипотенуза, 

І8 Л Доказать, что расстояния от вершины Я треугольника Я3{. 
до точек касания вписанной окружности со сторонами Я В и 
Л С равны р~а , где р - полупѳримѳтр Л /I ВС , 

а - вс . 

и В треугольнике //вс ДсИш стороны ВС й' » АС *" г 
^ Найти отношение, в котором точка пересечения биссѳктр 
делит биссектрису угла 3 . 

[ЩПлощадь равнобочной тралении, описанной около круга, 
равна лУ 9 а высота тралении в 2 раза меньше её боковой стороны. 
Определить радиус вписанного в трапецию круга. 

рТТ|ь треугольнике ЛВС из вершины А выходит прямая, 
делящая пополам медиану 3%) (точка уЗ лежит на стороне Л С ) 

В каком отношении эта прямая делит сторону ВС ? 

12 С Во вписанном четырехугольнике Л ВСЮ известны углы: 

С'ЮЯд = оС . С'ЛЗС-р ив КС- <У~ , где К. ~ точка пересече¬ 

ние диагоналей» Найти ДА СЮ . 

\Щ Во вписанном четырехугольнике ЛЗСЮ , диагонали 
которого пересекаются в точке А! , известно, что Д& = а 
В Я •--* # ? А К С * - с/ * Найти длину диагонали АС 

(.? І’і осі,цагІ х °Р- па ДВУХ пересекающихся окружностей видка из 
их центров под углами 90° и 60°, Найти радиусы окружностей,вели 
тгамдогоянив между их центрами равно ѵі 


[і§л]в Равнобедренном треугольнике ЛВС ( Л В ВС ) 

' * осношнлй Ж- в^ята точка А 1 так, что ЯМ*а . МС- 6 
с треугольники А 8*1 и СЗМ вписаны $ крупности. Найти расстояние 
,цгу іч>чха ми касания этих окружностей со с тор с ной ЗА1 , 


і 


ІіьЛдяб окружности пересекаются в точках А и Ь * Через т< •,«*,- 
; * проведены хорды АС и , касающиеся данных окружностей. 
Доказать, что АС 2 ■ /іу) л©* 

1 17 Л Да на окружность и точка в ше её, ЯВ а ВС - &-ь.а- 
і & льны 8 к окружности ( В и С - точки касания) * Доказать, чю 
цошф окружности, вписанной в треугольник в лежит На дяд 

ШІ ОІфужНСОЧГ; 

ІЛ^І вокруг равностороннего треугольника АЬС ошзсшш 
окружность, и на дуге ВС взята произвольная точка М . 
Доказать,, что АМ - &А1 *+ СМ * 

ІІІ>> треугольнике у?^С # проведены: $А'- медиана, л А . 
биссектриса, а}$ ~ высота. Найти длину стороны /УГ , если изваі.і 
но, что прямые ВЯ и 3/Е делят отрезок АЪ на три равные час 
ти и длина А В равна 4, 

1.20.) Ь треугольнике АЗС ьа наибольшей стороне АС - & 
ьыощівѳтся точка М л Найти наименьшее расстояние между цент¬ 
рами окружностей, описанных около треугольников ВЯ.М й &СМ 

вписанном в круг четырехугольнике две противополож 
нне стороны взаимно перпендикулярны, одна из них равна Сі 
прилежащий к ней острый угол делится диагональю ш части аС и 
./* • Определить диагонали (угол ос прилежит к данной стороне.), 



‘ іе Р ѳз °Дну из точек пересеченья какой-нибудь 
стороны угла с окружностью проведите хорду* параллвлъную другой 
стороне угла;.воспользуйтесь теоремой о вписанном угле. 

I ч ? ]цуоть Аіс ~ касательная к окружности, причем 
точка касания. Докажите, что треугольники АМС и ВМС поЖооші, 

! # бПусть ся; « хорда, проходящая через точку А 1 тшрпен 
дик^інрно отрезку МО , где О - центр круга. Докажите, чѵ, 
треу.гшіьшііиі АМС и ЬМЪ подобны. 

1^. Іг] Проведите через вершину С прямую, параллельную био- 
о актрисе Д/ѵ) , или воспользуйтесь теоремой синусов* Возможно 
« решение с помищьо ішлщѵаѳіі. 


I Ьоѵчкаьзуйт еоь гем, что касателыше, привмдешшо 
ь'точк-. і к шц.у^шоти^ равны. 

і & і; ‘! ыиьзулТиоЬ рСлул^іаічШі Задачи і . 

І * * ’ - * I ' 4 ‘Ы-іЛиСЬ С.1г ,ТСГт..г. ( 'М^аШиНч : . шг-А\ . г. г 


Й 1 і*4«. П ■ 


*і • • « > ■ &'-і * И Ѵ ! 
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| № II. | Проввдита через точку с :6 прямую» параллельную прямой 

ЛвТ где Е - середина медианы • 

|і& 12 Д Воспользуйтесь результатом задачи Л 2 и вс пошита, как 
измеряется угол, вписанный в окружность. 

"» Ж] Докажите, что ^треугольники ЯЗЕ в СЗА! подобны. 

Л І4«| Возможны 2 случая: центры окружностей лежат по равные 
стороны от общей хорды ш по одну сторону. В любом случае обода 
хорда ощ)у?кяостей перпендпкударка прямой, соединяющей центры. 

[Ж 154 Ом.* задачи 7*8* 

ІГ івЛ Докажите, что треугольники ЛВС о МЯ> подобны, 

Ъ 17.| Пусть О - центр данной окружности, Докажите, что 
эта- окружность пересекается с -отрезком ЯО в точке пересечения 
биссектрис треутольнтса ЯЗС • 

|Л іёЛ Пусть точка М лежит на. отрезке ЛИ и МЫ - ВМ. 
Докажите» что треугольник ВМЫ — правильный и что треугольники 
ЯВЫ и в СМ равны. Другой путь решения - применить теорему 

& 19, 1 Докажите, что высота ЯЛ) проходит вне треугольника 
лас . так что точка С лежит между точками 3 и (то есть 
угол € треугольника ЛВС - тупой). Можно найти углы трѳ- 
угольника ЯВ%) * 

\ Щ 20. | Эту задачу можно решить, не пользуясь производной* 

Где лежд в т реугольнике центр ошоаккого круга? 


Обязательная частьд "зачет” - решены 7-9 задач; 

”4" - решены 10-12 задач? 

”5" - решены 13-14 задач, 

Пополн ительная часть ; "4" - решены 3 - 4 задачи; 

п 5" - решены* 5-7 заляч. 

Срок пр исыл ки .задани я ^ 

В заключение — еще : несколько задач посложнее, не входящую 
в задание. 

Пи] Точка К «лежит на окружности, описанной около треугольника йоС , 
М , ^ и Р " проекции точки К на стороны ЙВ , ВС и АС соответствен 

но. Докажите*что точки Л1 , А/ ш Р лежат на одной прямой, 

[175 Пусть я ш ъ - радиусы описанного и вписанного кругов треуголъ 
ьшт, с/ - расстояние между их центрами. Докажите* что с! -Я-2Яг 
[в7] Докажите *что в любом треугольнике центр описанной окружности, 
гочка пересечения высот и точка пересечения медиан лежат на одно Ш 

прямой. 



Задание $ 

(теш 'Текстовые задачи”) 


Здесь собрано несколько десятков задач, в условиях которых 
говорится не только о числах но и о часах, автомобилях, эска¬ 
латорах, бассейнах и многом другом, ітовы решать эти задачи,необ¬ 
ходимо каждую из них "перевести” с обычного языка та математи¬ 
ческий. 

При этом необходимо понимать все» что нѳ сказано» но под¬ 
разумевается в условииг скорости» если не сказано иного, предпо¬ 
лагаются постоянными; в задачах про смеси считается, что при 
©мѳшиванш веществ их объемы складываются, в перемешивание яв¬ 
ляется равномерным; в задачах про бассейн имеется в виду» что 
по каждой трубе вода течет равномерно и т ли 

Нѳ обязательно решать все эти заданіи алгебраически; некото¬ 
рые из них Вам удастся решить арифметически или даже в уме, не¬ 
которые удобно решать о помощью метода координат. Важно только 
одно; чтобы решение было четким, ясным и правильным. 

Записывая решения задач, обязательно пишите» что Вы обозна¬ 
чаете буквами» что принимаете за единицу, к какой системе урав¬ 
нений или неравенств сводите условие. В задачах на проценты надо 
уяснять себе, что принимается зек сто процентов. В задачах с 
целыми числами полезно использовать равенства типа 

Н ~ ю ъ а 3 і- /о г а г +Юа 4 *- о 0 , 

где &з, йг, $і, Е 0 - цифры четырехзначного числа Л\/ . 

Во всех задачах важен не только ответ» -но. и ход решения, 
который Вам нужно записать понятно и логично. Желаем успеха! 


і 
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! { Ь»Ні» іщііоа болЬіІіо Пч'і , Чьм ОііпО Всуйі Г* Т.ііЬ .. К*ЛДй іѵПѵ 

было столько лог, сколько Вам сейчас . Ьн#‘.ѵ*$ нам/и лот. 

Околыш лет каждому? 

[ 2.1 Дво-е часов начали оить однуьрѳмьыи^ У дары ш*рти 
часов следуют друг за .другом через 2 саку иди, а гтцлас - ч.д;о ; , 
тра секунды* (Злившиеся удары воспринимаются как один, и которое 
часу это происходила, если врага послышалось Іо удшм-ь. 

[з71 Найдите два натуральные чіісла. сутт которых равнк З'Ом. 
а наименьше& общее кратное разно I*301» 

44 Найдите все трехзначнаѳ числа, который в сб рас о од 
оуммы своих цифр. 

113 Какие двузначные числа меньше суша квадратов своих 
цифр на II и больше удвоенного произведения своих цифр на 5: 

[б.] Кала двузначное число разделить на произведении его 
циѵ|р а то в частном получится I, а в остатке 9, Найдите эти 
число * 

[тТ] Сумма квадратов двух целых чисел равна IV, а и>; средне о 
арифметическое на 2Ь% больше их среднего геометрического. 
Найдите эти числа. 

!Во|В 12 часов часовая и минутная стрелки часов сювпаднх>т. 
Когда они совпадут б следующий раз? 

Гѳ 7 | Скольку раз в сутки часовая ц доіутная стрелки сошіа • 
да ют? 

( ТО4 Скольпраз ь сутки часовая и гшвутиан стрелки паирвлъ 

НИ ТОЧНО Б »!рОі‘ИВОІ1С- ЛОЖНЫЕ СТОрОНи? 

1П с (Сколько рам в сутки часовая и минутная стролки оорцвуют 
прямой угол? 

(12 Д Неловок выше л на дому щежду ѵ и іо чаолмь утра, с* при¬ 
шел обратно между часом в двумя понцдупыр. Он авілетлп, чіч» ча- 
слхЬля и ілину мня стрелки кассет за зчт ы-?м і ірл^цшг-т пеитомв 
Когда с. в укал и ѵфщ 

|і 1 | '] I» : }•' іі.іи ••: :НК> * Ш •<> :Т* : *$.і * ;.Ь<Ці • 2Н.-. 4 К*’* •- . Г. 


$1\ I ѵ. • 0. е<.| 

*ѵ ■•• д •>• Г 


• . • і • .. I ■ 

і .1 . •? •»• 


.? і; Дч ѵ •< л. 


• ! Ъ ■> , і 


г 


! 14.1 Человек іірощел паповину пути со скоростью 4. км/ч, а 
другую половину - оо скоростью В км/ч. Какова была его средняя 
скорость на всем пути? 

1 15 «| Человек прошел от ,4 до в со скоростью 3 км/ч, а зя ¬ 
тем от В до С - со скоростью 6 км/ч, в результата чего весь 
путь от // до С. он прошел со г полней скоростью 5 км/ч. Найдите 

отношение ЙЗ к ВС . 


(ІбѴ)Два катера, йшвдіглѳ одинаковую скорость в стоячей 
воде, проходят по двум рекам одинаковое расстояние и возвратит 
ся обратно, В некой реке на это потребуется больше времени: 
в реке с быстрым или в реке с медленным течением 9 

17, Пароход плквет от Горького до Астрахани 5 суток, а от 
Астрахани до Горького - 7 суток. Сколько суток плывут плоты 
от Горького до Астрахани? 

ІІ8.І Два автомобиля выехали одновременно навстречу друг 
другу, и каждый приехал туда, откуда выехал другой, причем один 
пвиехал через 16, а другой — через 25 часов после их встречи * 
Сколько часов ехал каждый автомобиль? 

19.] Войсковая колонна имеет длину I км. Связной, выехав 
из начала колошш, пор едал пакет в конец колонны и вернулся 
к началу. Колонна за это время прошла 3 км® Какой п^ть наехал связной 

2І)Г| По шоссе едет колонна машин, растянувшаяся на I км, 
оо скоростью 60 км/ч. Проезжая мимо поста 1АИ* каждая тишш 
сбавляет скорость до 40 км/ч. Какой станет длина колошш,когда 
все машины проедут мимо поста ГАИ? 

21. Спортсмены бегут колонной оо скоростью 8 км/ч. Навстре - 
чу бежит тренер со скоростью 4 км/ч. Каждый спортсмен, порав¬ 
нявшись с тренером, бежит назад оо скоростью 6 км/ч* Во сколь¬ 
ко раз изменится длина колонны, когда все спортсмены развернут 
ся? 

Г22.[эскалатор метро спускает идущего по нему вниз человек? 
за I минуту. Боли человек будет идти вниз вдвое быстрее, то 
он спустится т 45 о, Сколько времени спускается человек, стоя 
щий на эскалаторе? 

(афвлввѳк. идя по /горжу шомупя эскалатору, насчитал из 
#ем 50 ступенек, а иДй в гу т сторону втрое быстрое, он насч* 
тял 75 ступенек. Сколько ступенек он. насчитал бе, идя о перпМ 
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начальной скоростью по неподвижному эскалатору? 

24^ Пешеход, велосипедист и мотоциклист движутся по шоссе 
в одну сторону. В тот момент» когда пешеход я велосипедист нахо¬ 
дились в одной точке , мотоциклист отставал от них на 6 км. В тот 
момент, когда мотоциклист догнал велосипедиста, пешеход отста¬ 
вал от них щ 3 км. На сколько километров велосипедист обогнал 
пешехода в тот момент, когда пешехода нагнал мотоциклист? 

[ 35 Л Из пункта $ в пункт В выехал велосипедист, а через 
четверть часа вслед за ним выехал ^втомобжяь, Ка половине пути 
от Я до В автомобиль догнал велосипедиста. Когда автомобиль 
прибыл в пункт В , велосипедисту оставалось проехать еще 
треть пути* За какое время велосипедист проехал путь от А до В ? 

26 . Человек 9 идущий по шоссе, заметил, что через каждые 
16 минут его обгоняя автобус, а через каждые ІГ) минут он встре¬ 
чал автобус. Считая, что автобусы с равными интервалами идут ь 
обоих направлениях, найдите интервал времени, с которым пройдут в. 
одну сторону два автобуса мимо неподвижного наблюдателя. 

2?Т] Пассажир, едущий из // в В , половину затраченного 
времени ехал ш автобусе, а половину - ка автомобиле . Если он 
он полпути ехал на автобусе, а полпути-на автомобиле , то потра¬ 
тил бы на весь путь вдвое больше времени* Найдите отношение 
скорости автомобилд к скорости автобуса, если известно» что 
оно больше единицы. 

ПшТ| Два автомобиля, двигаясь по кольцевой дороге в одном 
направлении, оказываются рядом через каждый час* При движении 
в теш же скоростями в противоположных направлениях автомобили 
встречаются каждые полчаса. За какое время проедет вою кольце¬ 
вую трассу каждый автомобиль? 

29*] Два беіуна стартовали один за другим с интервалом в 
две минуты. Второй бегун догнал первого на расстоянии I км от 
точки старта, а пробежав от точки старта 5 км, он повернул 
обратно и.встретился с первым бегуном. Эта встреча произошла 
через 2(3 минут после старта первого бегуна. Найдите скорость 
второго* бегуна* 

1 30» Пока болел мастер, производительность бригада снизи¬ 
лась* на 20% . На сколько процентов она должна теперь повыситься , 

чтобы дог]-ли, шч^ѵцено уо*. .п-т? 
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[ ЗгЬ ібка Петя сдавал экзамены, он похудел на 10$. Потом у него 
гостила бабушка* и он поправился на 15$. Потом он пошаі в поход 
и похудал на 10$. Потом он поехал в пионерский лагерь и поправил¬ 
ся на 5$. Как изменился его вес за весь этот период времени ? 

[ЦЗ На овощ&ой базе хранились огурцы* содержавшие 99$ вода 
яо весу. За время хранения часть воды испарилась, в результате 
чего в огурцах стало 98$ воды. Сколько процентов своего веса поте 

ряли огурцы? 

[ЖДСторону правильного пятжутольнжт увеличили на 20$, На 
сколько процентов увеличилась его цлошадь? 

[34о] Температуру можно измерять по шкале Цельсия» Реомюра ж 
Фаренгейта. Известно, что 0 градусов хю Цельсию соответствует 
0 градусов по Реомюру ж 32 градусам по Фаренгейту, а 100 граду™ 
сов по Цельсию соответствует 80 градусам по Реомюру и- 212 граду¬ 
сам по Фаренгейту; Сколько градусов по Реомюру будет» если 
температуры по Цельсию ж Фаренгейту составляют равное число граду¬ 
сов? 

]І7 Из сосуда* наполненного чистш глицерином, отлили литр 
глицерина, а взамен дшшш литр воды. После перемешивании снова 
отлили литр смеси и долили литр воды. Наконец» опять после пере 
мѳшивакия отлили литр смеси и долежи литр вода. В результате 
этих операций количество воды в сосуде оказалось в семь раз 
больше по объему оставшегося в нем глицерина. Каков объем сосуда? 

36.1Имеется три сплава. Первый сплав содержит 30$ никеля 
и 70$ меди, второй - 10$ меди и 90$ марганца, третий - 15$ нике ¬ 
ля, 25$ меди и 80$ марганца. Из них необходимо приготовить новый 
сплав, содержащий 4($&марганца. Какое наименьшее и какое наиболь ¬ 
шее процентное содержание меди может быть в этом сплаве? 

"этТІЕ. бассейн проведены три трубы. Если открыты первая и 
вторая трубы,то пустой бассейн наполняется за 5 часов. Если 
открыты первая и третья трубы» то пустой бассейн наполняется вв 
4 часа. Если открыты вторая и третья трубы, то полный бассейн 
опорожняется еа 2 часа.. Пусть бассейн заполнен наполовину й в это$ 
момент открываются все три трубы*- Кака® часть басоейча будет 
заполнена через 10 часов ? 

38. Соревнуются четыре бригада лесорубов« Первая и вторая 
бригада обработали древесины вдвое больше, чем третья; вторая и 
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третья - втрое больше, чем четвертая; а вторая, третья а чет¬ 
вертая - вчетверо больше, чем порван. Какая бригада победила 

в соревновании? 

ГзэДДвоо рабочих, работая одновременно, виполншш всю аабь.?.у 
за 5 дной. Если бы первый рабский работал, вдвое быстрее, а вто¬ 
рой - вдвое медленнее то они выполнили бы всю работу за 4 дня. 

За сколько дней выполнил бы вою работу каждый рабочий, работая 

одан? 

І40.1 'рри работницы даяалю игрушки і Первая рыістлА*» д , іЛ - • 

Б игрушек в чае, вторая - 8 игрушек в час. Первые две работниц; 
начали работу одновременно, а третья ~ на полчаса позже. Іѳрез 
некоторое время третья работница догнала по количеству изготов- 
хшвих игрушек первую работницу, а через полтора часа после этого 
дошш И вторую. Определите производительность труда третьей 

работвмцы* 

ГЩ Одау и ту же работу могут выполнить три бригада. Первая 
бригада* выполняет 2/3 всей работы за некоторое время. Такое же 
время потребуется, если сначала третья бригада выполнит. І/о 
часть всей работы, а затем вторая бригада выполнит 9/10 работы, 
оставшейся после третьей бригада. Производительность третьей 
бригада равна полусумме щюи*водатѳльнос*ег> пѳрвой и второй ь- 
гада. Во сколько раз производительность второй бригады больше 
производительности третьей бригадам 

ГІ2ІВ дата бригадах вместе 2? человек.'Число членов первой 

„р.Йа.ІГ ч» ?лі №» ««“ »“»«* 

гада, уменьшенное на 12. Число членов второй бригада более чем 

в 9 раз превышает число членов первой бригады, уменьшенное на 10. 
Сколько человек в каждой бригаде? 

ІзЛЦена бриллианта пропорциональна квадрату его веса,, Можно 
ли увеличить цену бриллианта, разрезав его на куски? 

4471 Сумма в 5 рублей уплачена 30 монетами, среди которых имен, 
ся только десятикопеечные, пятнадцатикопеечные к двадцатикопеечные. 
Докажитечто двадцатикопеечных монет больше,, чем десятикопееч • 

ІШХ, , . ' 

(45| Дана система уравнений: 



Придумайте формулировки задач, приводящих к этой системе; 
на движение, на работу, на бассейн, на смеси. 


Ш' 2, 4, 8, 13, 1.4, 15, 17, 18, 22, 28, 
32, 35, 39. 

ди: Щ I, 6, 9, П, 19 , 23, 24, 25,34,40, 


- 

"зачет" - решены І'І 
* ? 4” — рѳшѳнн 10—11 задэл* 
»* 5 м - решены 12-13 задач * 

ПополнительныЗ- ..заааза: "4” - решены 3-5 задач; 

* ! 5” - рѳшѳнн 6-10 задач* 

Срок прие&шіш ведения № - ,, ■ . .-■■■■— 


% ІШРі і 




ГЛ Л Эту задачу проще всего решить подбором: посмотрите, 
сколькоударов послышалось бы в разное время: в 2 часа - 3 удара 
в 3 часа - 5 ударов, а 4 часа - 6 ударов. А дальше. _ 

ПГО Обратите внимание, что искомое число делится на 25. 

ТПП См.указаше к задаче 28. • • тю 

ІІІЗ.НІ5Л Средней скоростью за какой-то промежуток врѳ? . 
ни даздааітся^отновешіе пройденного нуги ко времени, за которое 

этот путь был пройден е 

ІЙІѳЛ Пусть два автомобиля выехали, по кольцевой дороге из 
одаоіГточгій В одном направлении? к моменту, когда первый автомо¬ 
биль первый раз догонит второго, он пройдет ровно на круг оль- 

шѳ. чѳм второй. л п 

ПГШ Вода из огурцов испаряется, но что-то остается. Про- 

следит© за тѳм, что останется® 

Г№ 35 .} один из возможных путей решения - проследить, как 

меняется количество глицерина в сосуде. 

1ПЩ За неизвестные удобно принять числа, показывающее, 

какую часть работы выполняет каждый из рабочих за день. 
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II 




Разность моего и Вашего возраста с течением времени 


не м еняетс я о 

ОШ Эту ве да 4І У можно решить 9 исхода из результата задачи 
I 8. Но можно решить её и без вычислений. 

І І ІІ.І У задач 9 и 10 ответы совпадают* а у этой задачи 
ответ другой. 

Гл 28Л Сколько человек насчитает ступенек $ определяется 
скор остью человека относительно эскалатора. 

Л 24.) Боли напучится, попробуйте перейти в систему отсчета, 
связанную с пешеходом. Но можно решить задачу и без этою. 

рГ2І?| Удобно принять за неизвестные времен за которые вело¬ 
сипедист и автомобиль проезжают дуть из А в В * 

рГ34Т1 Для начала выведите формулы 9 по которым температура 
по Цельсию переводится в тѳмпаратуру по Фаренгейту и Реомюру. 


Ротвпр®» НИИОП АЛ 1 * .СССР 
138337, Мосжва. угиМтт.ш. 4 
Зама 6000 


’іі- 











ЩШИІ1 ГЩт/і»4В.ЗѵШ НАУ и СССР 



УДК 373, 37x018,43-371.3 


ІриРанометрия , Задачи по планиметрии, Текстовые задачи: 
Методич . разработки для прѳиоцаватэлеіт ВЗМШ АЛИ Шнр при МГУ 
(О Д1 .Львовский, І.М-Габбот, А.Д/Гоом - М,, Изл.ЛІІН 0С-.СР, 37 с* 

Разработки предназначены преподавателям Всесоюзной заочш 
математйчоскоя школы Академии педагогических наук СЩр при 
Московском .университете им.М.В.Домочошщщ (ВШЩ)* 

Они содержат условия, ответы, указания по решению и рѳшѳня. 
задач трех контрольных работ для учащихся ШШІ по уішзанным 
в заголовке тьмам, критерии опенок заданий я гпокомендаттии по их 
проверке с 

О г я а в л о к и щ 


Предисловие . ,.,, в ...... ,.. # .. „. ,,. „ ....„ , 3 

I * Тригонометрия ....,. ., # ,, А .. __________ е 3 

I* Условия, ответы, решения, указания к решениям 3 

2. Указания по проверке 10 

3» Критерии оценок..., *,„ .... ... „., „ *. \ о 

П. Задачи по планиметрии «.. .. ........ ., *.. || 

1, Условия, ответы, решения, указания к решениям . И 

2. Указания по проверке ..... РА 

3 * Критерии оценок..... .,. 24 

Шг. Текстовые задачи ....,..*... рв 

1, Условия,, ответе, решѳнщ, указании к решениям ... 25 

2, Номера контрольных задач .... с 37 

3, Критерии оценок ... ,,... *., , ( 37 



3 


Предисловий 

Здесь помещены условия, решения, указания и иногда к яъ 
*а 4 Ш 1 к рвшеншм контрольных дадач из трех заданий для учащихся 
ичг. іііі а таккн критерии оценок контрольных работ по ник. 

’ изданья признаны помочь школьникам подготовиться к школь- 
ным и встуиигедъннм экзаменам по математике, 

несколько особняком стоит третье задание, содержащее наи¬ 
менее традиционный материал, 

В пособие, по которому школьники выполняли эти задания, 

включено большое количество не вошедших в контрольную работу .. 
текстовых задач. Мы рекомендуем преподавателям - руководителям 
групп "Коллективный ученик 1ШГ постоянно решать их с учащими¬ 
ся: это развивает их,'учит -рассуждать, а также Способствует вора - 
ботке технических навыков в решении систем уравнений. 

Все пожелания и замечания по разработкам просьба присылать 
по адресу: П-3823 дѵіооква, В-234, ГСП,МГУ, ВЗШІ,МѳтодичѳскОЙ 
комиссии. 

I. Тригонометрия 

1 , У словия, ,_р -тветы. рат ания. указания. 

Большая часть приведенных ниже решений не является образцами 
для оформления задания а тетрада. Это - всего лишь наброски, 
призванные облегчить подготовку к занятию (для. руководителя 
грушш "Коллективный ученик 1 ’) и проверку работ (для преподавате¬ 
ля ШІЛіІ.) . 

ГГ-1 ^ пи остите следующие выражения: 

о О ±Я Л/ * 

л) С«5 в “сох 37сов 62 сох 53 ; б) — ѴіСг • 

! + Іо % ’ 

нР ст 20° с 05 40°сох 60°. 


0 

Ответ: а) /р . і б) ѵ *у^ • ъ) */8 • 

Ртейт . а) сов 8°ы$3? и - со* 82 °сѵ$ 53 °=сд *8 иѵЗ?-ш$УъЗ ? - 
іѵ$ (3?\ 8°) т сс$Н5°= ^ г /р. . Пспольвогаіш форму чп приве- 


. Попользованы форцуты прияе- 


д#Н.‘ і і К* :г.іі у, *'і о.уічНН 


л) . ’ ;.і|м Н Л М>-ичч иЫ НеОЬПіЗ ГС іЬНісК: НЖГрС «-ММГ ЬЬ| МИ- 


і 












Попользована формула, выражающая о ину о через тангенс потто винного 
аргумента. 


р ) СѴЗ 4?0°сс$ ѴО \юч 80 — ^ с °5 № / &пѴУ'сол ѴО%вц&. 

5 т Ро* ' 2' ~~ "&пМ* " 


- I &п 80 сх хз 80 

* сш .'-г*. ОЛ С 


_ 1 , /60 ° і & п (т-2о 9 ) і м г а>* 

5іп 20 е 8 &гъ20* ~ $ *'п*д°'™а 'ЗёГге' 


Попользована формула синуса двойного угла и Формула приведения г 
Ш Докажите, что ; 

я \ 2&;Ы~ зіп.РсІ і 2 и г. ** /кЛ і.ѵ т 

--—- — ш ; о) если - 7і то 

ЗтЧсѴ * 5іП/Ь + §іп$ г ш 4 СО '$ Сю5 ^ С 03 — . 

Решение . а) 2 & пи ~ &а2 и _ 2 и*М - ?#/юС со* с/. 

2 ЪПоі + $т 2 <уІ 2$іПо( I ? *Фо(С.С$аі 

_ ^ і>>у и ( і ^ 2 7 ^ г „у 

2 5<Паі(П СО$п/1 “ 2сЮ5 г ^/г ^ Я 

Попользованы формулы і м'п 2х ~ Р$і* ;х со$ х 


/ - ал5 ,т - 2 хіп 1 22 ^ {4: ст>х. - 2с.с% г ~ . 


Тождество справедливо, если ыпи Ф О , т.е.*к~ссу^?0 ; 
югко видеть , что тогда определены обе от чапти 

б) Пусть , тогда ян с/. * у/ Л р $ у . - 

- $;'а(/о ( ) у )? »п.р / Рнп, у* СП$ Аі<Р. г 2ь : п $-*С№ - 

. «?„* ** а# Рс^Ч - г/Л' Р -~ 

Р \ 2 Р / р Р р 

= 4&*1 ' Л р СО-Ч I «У9 | ^«8 ^ Г/?Л * ОГ5 | . % 

П( пользованы 1 , ч , ;чм;і. : ігрипом.-пш.», -У*а 2х ~ 2 ,Т со* -Т. у 

.»Ѵ/і Г / /ь*7 ц р лі/г Т/ ^ с<% х И с оі -г і ѵх).5</ * Рс> 1 % ■* 

/ ^ Д ' 7 р ' ^.' 


^ Ф /74 СХ5 ^ 




13.1 Ь еіщте у равнения : 

1 ~' 3 г , X) //>г У 

2ооэ г х - ЭХ'Л л«в ж + Ъил х ^ /; - 

у Ь х >с% х~3 г 2«п 2х ; О ^ ^ ^ ^ ^ 7 

Го . />) йОЪ 5-х / С05 7х, - > ,>г - г ' ; 

у) Д ^<ѵг X, - сѵа X - Ш і 

. , . , ~ п з) 5л х 1-0)5 УХ +25п 5х = *і 

ш) I ЫпХ, і СМ5 х - О, ѵ , 

2х№+-шх)-&лх (*■***О 

0 *л X / 4^5 Л = ^ іД ' Д-ІД-—---—“ 

А)*СЮ г Х <*>&** ~ »»'* »* ' ІХ 1 Г 

и)* Ц ъ х > Ц г ЗЛ. ■= ^X + *і * х -% ' 

и) * з/п ( 7 ? сѵ ь‘ ;х.) - ооь( % &пз :)| * л 

' одах: {*+Ші і ф <%,«****№ 

в)\(л) ѣ Х Г ^ |пеу}, і; ( | Г ^|льУ} ; Я)||Н7^М*І пе ^і ; 

4 іі:Ли, -&Ѣх«-\Ъ+ \кР' те 1 ) : ’ "*[*’"**т + 

н- Р>п I П*іЖІ й О){ §♦ ^I Г1 е 2 і '» И) I-Ч 1 Ф -Ѵ 2 • ’ 

к) {Уі гг ; ±^<рIМ, «■ 6 Г} ;ф)I I р " К г I ^ г 3 ; М) 5 / 

(9{,ДІ РГ(^2р^7^<*(гГ2,4+ \«> п ~2} • 

ааа мщ д пѳшения .а) Заменив 1 ь правой части на 
?іп г X. * ссз г зс , приходим к однородному равнению 

О05 г сс - 3 Уіп X С05 X + 2 йп г Х = О • 


ѵ 4 с//-# </у|- -- 6 х -'- ^ 

о) И;ѵ,еам: Н ,л ' ■! 

\ /»л ^ ус -Г 


« Решая уравнание, поду¬ 


чаем, что ^Я^соі^л «.О , откуда а^^ 'Мс иди 

УХ* -~-%т ’Ш, .-г, (С а Ж Из этих сепий надо утйроситъ решения 
^ая ' ,/п ^ = О , т е ^ ^ , - - « . 

1 МОСС,б. Ьсдв яг » ер , ОорКЯ X, м Серим х, , 

ІЮОТ • ./ Ьѵ ь оирізіч :Х і ’ВЫ.ІІС- ОТбрООИіь* у ' ■ 

іспѴяолі к у -Г ,ѵ.ѵп . Э;і;піі ащШ и 1 ’ і,л ’ "" 







— * \ 


дуѳм пересечение этих серий на отрезке [ 0 . л [ . Сѳішя ^ 

дает на этом отрезке (соответственно при С, /, 2 3 / V 


значения ^ ^ ; —■ > , а серия (соответ- 

ствѳнно при лг = <?, /, 4 з, У, 5 - )- значения >'*>?> з > Т 
Теперь ясно, что из серии <Л\? надо исключить значения 
тг +■ % С # 2 & %: ; они получаются при ? « в с* Ж 

П^люеоб. Нанесем натригонометрический круг значения Т 
и • Г 4 ,' г У / 44 " (черные точки), а также значения .т - 


-ІГ . аг . ж , г8> $ 

/0 ' 7с ' р ’/о ; /о 


'2 /О 




которые чадо отбросить (они.обозначены кружочками). На?.: надо 
оставить тѳ из чертах точек г , которые не совпадают о белыми кружоч¬ 
ками. Каждая из точек разворачивается в серию ; 


3 уб т~Ъ і>> 


!;Ж /> ѵ 
Ж > ю т -г 6 

' и=х 

/3/?' \ и,5= -- 

іо 


,71=9 

-в- 


т~о 

п*п 

ПЫО / 


* б) 


3 ’ 


Г*-О 

ог% 

V */ю(к~ 0 ) 

<~щО ( о ~ о) 
I ! ЗМ (к 

3 л? ‘ 

и *с іУ 3 

V 


Нііт у.ѵ,/ч с /? ^ 

4 " ~ /Г , .ѵг ••: / г у 

х ѵ і, /со с и *$& л& ѵ? 

'7Г 1 А ГГ?С*УР 'У7Ь Г И 


Х «%*?Ж 9 х* 3 / д <-Щ,х 


*- г /л X 


л т.д. То, что 


зашісано у нас в ответе» - это объединение всех втйх серий, 
записанное более компактно. 

р) Так как іо ос * сіах •■-*• -Д- - -™- п 

</ ./ зюхс&ьХ &п2х. 

ни игъгКхя і щшхл'щч к кгчдг'ОТно?.ч ѵвдвшншп . 


*•“* * . / А . 

< I * •. -' * - 1 ?•?(•* * 


прихода- к кгядр'ѵгному уравнению. 


г) Так 


уравнение 


ВК КПК 3//? X *- СС§ СС * (&/г г зс/ СО^ЭсЗ) - ?&>/ ^ г/;$ОГ* 
приводится к такому: /- 4г#п. г ех ^ +■ . откуда 


$ія* 2х - 3 , т. с . с&? 2 2л? * о 


г 




о 

~ 

д ) Разделив обе части уравнения на 2» получим 

** Л Хсо5*-М$а»5Х=& ( 0ТК у да . 

е) Преобразуем данное уравнение: 2с*$€х сез Х-2тХсР$сс =? 0 ? 

откуда л: 64^: ) — <9 5 т. ѳ сот ОС — О или 

,л >.5 о Д‘ - я>*>г-с Уравнение (к) решим так: сю €х ~сю$(%-х)^> ^ 

откуда 2&ъ($& + Х)& п (Ж- ~ о ; дальнейшее ясно. 

ж) Имеем * /Я/Пс-^сюХ , откуда &пХ~ соз 2 сс , т.е. 

,5,ѵг л: = /- У//г. Итак, іѴѴг ‘^€ у- ОС-1 - & г поэтому 

іѴ/к, Л! - б -1 ИЛИ &П X - ^’гГ ^ (0 * 

і 

Должно быть С4?з ос й О , среди решений уравнения (I) этому 
условию удовлетворяют лишь ос — ЗГ- аъ? Яп. ЗЖІ + 2Ут -, - сга, 

Р ЙС *^ в 3) Складывая вер- 

ныѳ неравенства 

$ЫХ ьг { , , 

2 $іѣ 5а: 2 ѵ полу¬ 

чаем, что 

іѴ/е Ріс ^ 2мп 5ас ^ ^ ѵ 

причем требуемое в усло¬ 
вии равенство получает¬ 
ся ^только если в каждом 
из сложенных неравенств 
будет равенство, т.ѳ. 



откуда 


Г і*Ѵг X = і ^ 

< с^>5 Рх = 1 л ос - Зір р т (2 Л ^ 

5/>г 5х - 1 , ^ 

Ясно, что общие решения первых двух серий суть ~ + 2$іъ , 

^ в. Л? ; ОНИ ВХОДЯТ И В ТрѲТЬЮ (при Ф ~ 5>. *-1 } 2. С' ж ) 4 

І-ложно также найти общие решения серий на тр и геноме т р и ч оо к ом кру¬ 
ге (ан^'кі'пчн^ пункту 6 }. 




’і 
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и) Если 5/пХ +ШХ -І , ТО / +■ Ни 2х ~ , данное 

уравнение примет вид і - ± г - I , откуда Ь - 

Так как $т ас у* с<?5 X ^ 72. (/§ $* п 7% ссз Х ) ~ ^ 1^ г ,г * 

— соз( с * : ~у^) } приходим к уравнениям сѵ$(т^у^ ' 


г~— 

Поскольку —— > У 




, остается решить уравнение *> 


к) Поскольку *І+2$къ'хХ Г= &~2сс$ 2 зс “ 2(73-0О5Х)({/З^СРЗХ) ? 
уравнение приводится к виду 2&п эс(\/3 + соз X ) (_ 2 сов -Ж - 7з ,Ь = 0. 

Учитывая, что і/5 ^СОЗХу^О $ получаем оівѳт . ^ | (1ё Дд ( |,, А ^ 

л) Так как СД5 о: - соз у ос = со$ ъ рс( ооэ *х) - соз%з/пЪс; 
уравнение можно привести к виду /V ссз ? "іѵ ж — $*п*ас ЗХ » 

Левая часть не меньше, а правая — не больше единицы, поэтов 

I сс$ г ос&ѣ г эс = 6? 

і 


| 2 бГ *л- Зое ^ і . 

Из второго уравнения $т X фО , тогда из первого уравнения 
^5 X ^ О * поэтому Зіп 7 Х «* 2 , т,е, ,Т - ~-+.Жп 

п & 5Г . Но тогда ^.г = 4^- /- эяп , и нужно, чтобы 

8інЗх = У , т.ѳ. «г і?г( 3 % +ЗШ) — / , что может битъ лишь 

при нечетных значениях /1 (при четных п &'п(^ +37*п) ~ ~1 ). 

м) Уравнение приводится к виду (ірх-у) 7 (% Дх ) - О 9 

°” ,л> / 1^4 -« 

, зіох 4 _ _ / 

Іак как Ій 3X = ’ т0 ,три 7 х ' 7 2 цтцѵ 


откуда 


Зх 




имеем 


поэтому система (1) нееошѳотня. 


Так как 'ІдЗх - 7 9 т0 1Т І ,И ^' С “ ? ^ 

^ Зх - ^ ^ поэтому система (I) несовместна. 

и) Имеем : <5Ѵ/г ( - Xх) — 0 , 

откуда 2*>7|У«** -*пх > <)) ~. 0} 

поэтому 57>г / | (ссзЭс + &пХ " у- (Д) иди ^’ < 5 {|("ССЗ .У у>1 ОС л |)І 
^0(?\Пл ѵращгоіпщ (Д) ^ /г<’5 сг г ѵ>?. ^ 


поэтому 


, ГТ ТОЧИТ 


9' 


9 - 


( «3 X / ->ѵ>г а; = ІѴі / і , ТО €С1Ъ і)2»ііг('х + ^) = 2п *-± р 

откуда йіг (х +■ = \/<?л + ,у= , =*" . 


Должно быть 


/ з ^ ^ а /- —~ 1 
272 

гс € Ж 


г А _-Т _ /: , 

і'ь 1 /5 Ц \/2 */ 


то есть і Те Ц 72 7 

1 /г. гг*,. 

откуда П - О . Тогда и X - (~і)яяс Р’/г у * ** 

7 Ш г . 

Аналогично решаем уравнение (2). 

[4} й Решите неравенство саз 2Ж >$іпХ 

Ответ; ^^ ^ Л ^ ^ П& & . 

У казание , Так как соз 2ж — 2&п ж , неравенство 

сводится к квадратному -г X — 3- ^ О . где Зі — 


сводится к квадратному 
Пол'уЧаѳм — і ^ 2 — ~2 9 Т ° е0ТЬ -- ЗѴѴг- Д? ^ 

Так как %іп X ^ —1 всегда, остается решить неравенство 
§Ап X < . 

| п.) Решите систему уравнений | іѴ/і X. сѵз Ц — Зг , 

( Ып-Ѵ С05Х = У . 

Дмаз;: І(з ■( 2?■*■ Ян + *); ^(г + 2п ~ к )\ к, к е. %| 


, где Я — &*ѵ-зс. 


Ответ 


Решение . Складывая и вычитая уравнения системы, получим 
Цп(Х+у) = 1 , откуда 

ял(*-у)~ 0 > ■ 


(л і 
\ * 


У = г + 2мп > , 

Ц - Л л.' ^ А' <- 2 е ^ значит 
/с С Ж 


| (і 



ІО 


2, Указания но проверке 
Общие указания 

Почти для всех задач имеются решения отличные от приведенных 
нами и ке мѳнѳѳ рациональные. Даже если привѳдшшоѳ школьником 
рѳшѳшѳ ютнёе нашего, оценку снижать но следует, но надо указать 
на более короткий путь. 

Ответ может иметь равный вид, в зависимости от способа реше¬ 
ния, поэтому надо тщательно проверять совпадение разных форм 
ответа» 

&) Если нѳ указана область определения, оценку не 
снижать, но сделать замечание. 

Задача 3» б) Если не отброшены лишние корни - ставить нѳ 

выше 

т 

в) Если нет упоминаний о допустимых значениях, но вес осталь¬ 
ное верно, считать задачу решенной, но сделать замечание. 

е) Если сократили и потершій корни, ставить не выше 

ж) Если нет исследования и есть посторонние корни, объяс¬ 
нить ученику, где конкретно он эти корни приобрел и снизить до 


« . и 

Т е 


з) Если верно получена система уравнений, ставить не меньше 


выше ’Ѵ* 


и) Если школьник не заметил, что > У 


, ставить нѳ 


Зщща_4, При ответе типа Н) ^ + 31 *ъ объяснить, 

ь - 

что такой ответ лишен смысла ("верно ли, что У <(-і) ѣ +Яп.Ч щ } 

(? 


и снизить до . 

т 


ШЛШ&Цэ. В этой задаче могут получиться ответы, записанные 
очень по-разному: сравнить два таких ответа может окаязтъоя не¬ 
простой задачей. Поэтому советуем не сличать ответы, а платит? 
за ходом решения, 


Обязательная час' 


3. Критерии оценок 


: 11 зачет" - решены 6-0 задач; 
”4” - решены 9-10 задач: 

"г," _ ргяіптш ТЫ и .чадаз,' 


II 


[о іпш ш тельная часть : "4” - решены 4-6 задач; 

"5” -решены 7-8 задач. 


П. Задачи по планиметрии 


і.Услоі 


IЛ Пусть вершина утла находится вне круга и стороны угла, 
пересекают окружность. Доказать, что величина угла измеряется 
полура зноетыс дуг, высекаемых его сторонами на окружности и рас- 

положенных внутри утла, 

Доказательство . Пусть Л - данный угол (рис,2) и пусть 
хорды 0Р иЯЕ - параллельны. Тогда отмеченные на рисунке углы 
у И В одинаковы, а "ВЪ '= "РЕ (как дуги, заключенные меаду 
параллельными хордами). Угол В - вписанный, поэтому =*в - 


= Р -СЕ -ІЗСЕ- "ЕЕ) = { ("СЕ - 1в»^ 


что и требовалось. 



(Д 2 4 Пусть вершина угла находится внутри круга. Доказать, чт0 
величина угла измеряется полусуммой дуг, заключенных между его 

сторонами и их продолжениями за вершину угла. 

Указание . Рассуждая аналогично решению задачи $ I, получим 

из рис.з : * А = *в = ^ (се>-Щ *$('&+'&) , . 

что и требовалось. 

ТТЛ Пусть Я В - хорда окружности, в - касательная к окруж- 
-точил касания). /.оказать, что каждый иЗ дпух углов 
і.іо.а'іу Д& и I? изііррлгген полошаши дуги. <и«руянвюти, заключен- 
пор внутри досматривав. и>ѵо угла. 
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Доказат ельство , Пусть хорда ВС параллельна прямой € - 
см.рис.4. Тогда отмеченные на рис.4 углы Я и В равны и выделенные 
дуги ЯС и ,4В - тоже равны. Поэтому 

^~ В — ту ^ЛС = Дв , 
что и требовалось. 

Учитывая, что второй из указанных в условии углов^ %)ЯВ 7 составляет 
в суше с отмеченным; углом Я угол величиной .У и внутри него 
заключена дуга (2СС- '“ЛЗ), получаем и второе требуемое утверждение 

г 2>ЛВ = УГ- ^Л = ^ (27Г- '-у?В) = 4 '- ЛСВ . 




Рис. 4 


Рис. 5 



Рио. 6^ 


[# 471 Порез точку /И на расстоянии и от центра окружности ра¬ 
диуса Я (сі > Я) * проведена секущая, пересекающая окружность в 
точках 4 И 8 . Доказать, что А1Я • 31В постоянно для всех 

секущих и равно (Х г ~ Я 2 (квадрату длины касательной). 

Доказательство . Пусть О - центр окружности, МС - правок 
касательной, С - точка касания - см,рис. 5 . Треугольники /?МС 

и ВМС подобны: ( М - общий угол; отмеченные углы Я и 6' равны, 
тле. ^ $ “ 2 ; как вписанный угол, и гіі -~?'ЛС . как 

угол между касательной и хордой -см.задачу I* 3), Потому 

М4 ; 31С 31С • 31В , откуда Л^/7 * //Я - 31СЛ\ 


Но из прямоугольного треугольника (7//С 

д>х' г ос 2 ^ а.% я г < 
ѣяѵ, мА 318 г.: а г - я г 


31 с . 
то //с; 


ГГ' СОТ/: . 
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ППП 8 окружности радиуса Я через точку М , находящуюся на 
расстоянии & от ее центра (сг<Я) , проведена хорда 48 ^ 

Доказать, что Ж' постоянно для всех хорд и равно & - сі 

Д оказательство , Пусть О - центр окружности, СЪ 1 зЮ -см.рис.Ь. 
В силу равенства ■отмеченных на рис.6 углов (углы при точке М равны 
как вертикальные, а *С*<СВ как вписанные утлы, опирающиеся на одну 
и ту же отмеченную дугу #7) ) треугольники Яі 31 и В2>М подобны, 

откуда 

МЙ • 31С - ЗАЪ ' 31В у поэтому 313*313 — 31 с * 31 СЪ • (I) 


Но диаметр круга, проходящий через точку 31 9 перпендикулярен хор¬ 
де С Я) и поэтому делит её пополам, значит равенство (I) можно пе¬ 
реписать так: 

мл- мв - (мя) г . (2 


Наконец, из прямоугольного треугольника ОМЪ получаем: 

Аі» 2 = О С- ом 2 — /г 2 - а 2 . . 

2 2 

Поэтому равенство (2) принимает вид 31 Я* МВ - Я-Я. - со//& 
постоянно для всех хорд, проходящих через точку ЗА . 


что 


(Ъ 6.3 Пустъ ЯМ 
ВМ = Я8 

см яс 


- биссектриса треугольника , Доказать, 



. Пусть прямая 


Из подобия треугольников Я В 31 и 


С/Ѵ параллельна биссектрисе. 
ЛВС см.рис*7 имеем, что 


№ ЯЗЗ 
ВМ ~ СМ 


Из того, что ЯМ - биссектриса и из параллельности ЯЗІ и С А/ 
вытекает равенство четырех отмеченных на рис. 7 углов, поэтому тре¬ 
угольник Л А/С — равнобедренный и ЯЛ/ — Я С * Подставляя в (!) 

ЯС вместо Я Я , получим требуемое. 


а» 
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№ 7^] Доказать, что радиус окружности, вписанной в прямоуголь¬ 
ный треугольник, вычисляется по формуле X -= , где сг. и 

в - катету, С - гипотенуза. 

Іок^з а тѳльотро , Пусть 0 - центр круга, вписанного в прямоуголь¬ 
ный треугольник ЛВС ( г С = 90°), ?з ~ точки касания - см. 

рио.В, В четырехугольнике 07/ С 1% : ^ 7} - & С = < I? = 50'значит, он . 
прямоугольник, но ОТ ( - 071 — % , поэтому он - квадрат со сторо¬ 
ной Ч . Так как отрезки касательных, проведенных из одной точки 
к окружности, равны, положим : ОС = Л7$ -Л7Ц у у - ВТ? ~ ВТ 3 , 
Тогда получим систему уравнений ( х + ос. — 8 

I ^ ^ У ~ ^ 


Сложив вое три уравнения системы, получаем : 

.откуда 


откуда 


г * ^ ^ *. «гіі? _ «-« еіс-5 


что і требовалось. 

^Й__ѳ7] Доказать, что расстояния от вершины Л треугольнике 
до точек касания вписанной окружности со сторонами ЛЗ и ЛС равны 
р- СІ 9 где р - полуиериштр & ЛВС * а - ВС * 

Указание . Обозначим расстояния от вершин треугольника; ЛВС до 
точек касания Т І9 Т 2і Т 3 через сс, р, соответственно - он,рис.9, 

а дальше рассуждаем точно так же, как в задаче # 7. 


- 15. 
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"Т 




С тгт, — Г > Г 

Рис 9 Рис Ю __ Ряс Н _ 

Ъ 17] В треугольнике ЛВС Д ані * стороны: 8С ~а У Л с - 8, 

ЛВ - С • Найти отношение, в котором точка пересечения бис¬ 
сектрис делит биссектрису угла В 

Решение. Пусть В К. - биссектриса утла 8,0- точка пересе¬ 
чение биссектрис (см.рис, 10)* Воспользуемся результатом задачи $ 

ВО ’ 0к --- ВС - С Л і так как СО - биссектриса треугольни¬ 

ка ВМС . Далее, ВС = а ; чтобы найти СК , применим результат, 
задачи Ь к треугольнику Я ВС ; 

С к. і НЯ =• СВ : Я8 = л ;.с . 

ссА 

Так как С К + НЯ = С Я = в . те С К = \ 

Отсюда имеем : ВО : Ок - <Х : — — (±/С . 

а+с о 

,, а я-а 

Ответ : -- — . 

о 

(“ІГгО.] Площадь равнобочной трапеции, описанной около круга, 
равна* ,5 , а высота трапеции в 2 раза меньше её боковой стороны. 

Определить радиус вписанного в трапецию круга. 

Решение . Пусть Сі и в - основания трапеции, В? - её боковая 
сторона, к ~ выебта > Так как трапеция описанная, то йу Л- 


Ответ: 


следовательно, 


* . Воспользовались том/ что А =-- >/ , 


запишем : 


,9 і %$■ А - €• | 


і і <■. - 1 1 ' ( В — 


, поэтому 


СО . 


как }.0 ДИѴо В ИКС НИН* > Г‘< > В Т]ДіЦ'>||і1Ь круга (»и іт\І , оѴ/гИІЙДНО., колонии и 


Х'! 1 '! ’-Іі . і ^ ѵ іі, ^ ^ *-*'* * « - * 1 • % * ,* * 
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Ответ : -й \Р23 # 

ООЭ В треугольнике $ ВС из вершины й выходит прямая, 
делящая пополам медиану В.Ъ (точка 9) лежит на стороне АС ) , 

В каком-отношении эта прямая делит сторону ВС ? 

ЕШШІШ* Пусть Е ~ середина &Е) , 
Проведем отрезок 2МЦЙЕ (ом,рис .12). 
Тогда по теореме Фалеса, о одной стороны, 
ВЕш ЕМ (так как ВЕ “ ЕЕ) ), с 
другой стороны, ЕМ = А/с (так как 
йЧ) - ЪС по определению медианы), 
(‘тало быть, ВЕ^ЕМ = А7Г .значит, 
точка К делит сторону .-5 С в отношении 
1 : 2 , 

Ответ : 1:2. 

- 'I Во вписанном четырехугольнике //ВСЮ известны углы: 

- сС, где # - точка пересечения диагона 

лей. Найти сб АСЕ . 



_Йшение. Обозначим А ВСЯ) через Ж, *св& 49 рѳз у, ^А/Г-через 

X (см.рис,13), По свойству вписанные 

углов, опирающихся на о,дну дугу,имеем: 

/ЛЮ - г ЕС 2 =? X; ^ 2вс ^ — у, 

запишем также очевидные равенства : 

У 7^ -ГІЪЙЬ^Ы. ; Т?-у = ^/?ЗС —р. 7э< 

как угол ЛЛ'С - внешний в треугольнике 
/7*6 , то можно записать X +-% ~/№С ^ 

<оч Получаем систему трех уравнений 

Рис Й 1 '*+'*/ 

- ~ —■———~ 1 ( ^ ^ 

Решая её, например, способом, описанным в.'решении задачи 7. 
находим : СС — - /3 

2 ~ # 

Ответ : 

Л 
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I ^ 13. Во удвоенном четырехугольнике АВс2) , диагонали кото¬ 
рого пересекаются в точке Е , известно, что А В — # , СЕ-сІ, 
ВС с & , /)К - С . Найти длину диагонали АС .* 

Й Нешбіщѳ. Пусть ЖГ = ОЕ . Заметим, 

. .что треугольники и Сподобны, 

//" так как / /98Я> ч *АС2 и ^ВВС^ЛВШк в обоих 

Д ,*г—2 ІА /| 

л ГЧ^ л \ А л случаях утлы равны как вписанные, опираю- 

\ ’ . \ // ЩЙѲОЯ На одну дугу) . ЙбЭТОМу 


7> 

Рис. И 


46 _ ВК 
СХ> ~ КС 


О- в 

или ~т. — ~ • 

Св «л- 


Отсюда ОС - 


Ответ: 


м * с.*.щИ 

ас + вс> 
а 


& 14.[ Общая хорда двух пересекающихся окружностей видна из 
их центров под углами 90° и 60°. Найти радиусы окружностей, если 
расстояние между их центрами равно СІ . 


Решение. Возможны два случая: 

а) центры находятся по разные стороны от общей хорды; 

б) центры находятся по одну сторону от общей хорды. 
Разберем первый случай. Пусть 0 ( и 0 2 - центры окружностей, Я 



и С} - их точки пересечения, 

^ РОі 00°, 60* 

Каждая из окружностей при симмет¬ 
рии относительно прямой 0 9 О г пере¬ 
ходит в себя, значит Р пере¬ 
ходит в 6? . Отсюда ^ Р0 Г М =-45* 

^ РО%М -Ж, РА1 1 0,0% . * 

* 

Если обозначить радиусы окружностей 
через ..Я •=■ О, Р и * I/ - 0 2 Р , то 
РМ ~ 9СЙ2/Сі у /2 , отсюда 

у - ^ . 

ѵ - Л'Я2/ + Ч&/ ж ЯСС , хіЯСі 

" 4 ' у У2. г <> * - г ' • 
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Отсюда находим, *Х , а затем у и получаем ' 

X = -р (із- ) , у-= а *) . 

Второй случай разберем аналогично, и получается 

а' = (&+-/) , + *} . 

р т в?т ; Ѳ±І(і/з ~і) и а (/г- ») , ЭОЛЕ центры окружностей находят¬ 
ся по разные сторонъ? относительно обшей хорды^ + /,) и 

а (Жі Т/) - если по одну сторону. 


вТбТ В равнобедренном треугольнике ЛВС (АВ ~ ос ~ 

новации /}! взята точка А/ так, что ДМ Л > 

В треугольники /!В М ж С8М вписаны окружности. Найти расстоя¬ 
ние между точками касания этих окружностей со стороной ВП. 

Решение . Пусть /7в>ЛС = С ; 8М= Ы , Р# зм и 
нолупѳримѳтры треугольников АВМ и соответственно., * и 7 

точки касания вписанных окружностей со стороной л Л/ - см. рис. . 
Заметим, что КТ МТ - МН /. (Знак, модуля избавляет нас ст необ¬ 
ходимости рассматривать разные случаи взаимного расположения точек 
М , К и 7’ ). Используя результат задачи № 8, получим 

КТ ~ / ( Рдвм ' с )'~ ( Р вмс - С Д/ = I Р йвм ' Р вмс I •= 


■іи 


а ж- с ж 


| (&+€*■ с/)І " т? / а - * / 



«? 
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Л 16, Две окружности пересекаются в точках А ъі В Лерѳз 
течку Л проведены хорды АС ж Д2) , касающиеся данных окружно¬ 
стей. Доказать, что АС ‘а Д0 - АЯ) г * ВС 

Р ешени е # Будем называть окружности с центрами О/ и (см, 
рис.17) соответственно первой и второй окружностью. 

•Угол измеряется половиной дуги второй окружности 

(как вписанный), а угол ВАС - половиной той же дуги ( как угол 
между хордой и касательной). Следовательно, ^8АС - Аналогич¬ 

но доказывается, что АЗАХ) ~ А АС0 . Следовательно, трѳутбДіникй 
/9ВС и 2) подобны. Тогда имеем: 

ас _ /7с лй _ Лс 
4В ДЯ ’ ВТ) АЯ 

Перемножая эти равенства, получаем ; 

Лс _ 

вт кто 2 

ЕЛИ /йс* ВТ =• тт * во 


что и требовалось. 



(Ті?Г| Дат окружность и точка Й вне её, ЙВ и - каса¬ 
тельные к окружности {В и С - то^ки касания). Доказать, что центр, 
окружности, вписанной в треугольник ЛВС , лежит на данной окруж¬ 
ности. 

Решение . Пусть 0 - центр данной окружности и сурепок АО 
пересекает её в точке 53 - ем.рисЛѲ. Докажем, что 53 - точка 
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пересечения биссектрис треугольника АВС и,тем самым, что она - 
центр вписанной в этот треугольник окружности# 

’ і) Докажем, что АО - биссектриса утла ВАС . Действитель¬ 
но, прямоугольные Треугольники АО В и А ОС равны по гипотенузе 
АО и катетам 08 и ОС , потому ^ 8 Л О - ^СЯО. 

2) Докажем, что В ІО - биссектриса угла АЗС . Поскольку угол 
Я В ІО измеряется половиной куги Від (см. задачу № 3 ), а ухал 

% яг - половиной дуга С2) как вписанный угол, то достаточно 
показать, что выделенные на рис.18 дуги В%> и равны. Но это 
так, поскольку АО - ооь симметрии зфла ВАС как его биссектриса 
и одновременно ось симметрии данного- круга как его диаметр,, а точ¬ 
ки В и С симметричны относительно АО ('треугольник мае 
равнобедренный, поэтому АО - биссектриса, значит - и высота, и 
медиана) * Задача решена . 

ГйГіз" 1 Вокруг равностороннего треугольника АВС описана окруж- 
нест ь и да дуге ВС взята произвольная точка М .Доказать, что 
ЯМ = ВМ + СМ 

Решение , Пусть к - радиус окружности ,1ВДМ ,гняс-р 

(рас.19). ШШІМ&С =у8 . = * < по свойству вциоашшх 

углов), р=— -об . По теореме синусов, примененной к треуголъ- 

никам 8ЯМШ РІЙС $ имеем: 

ВМ = 2А $>/г. г ДАМ = 2А АпоС > 

ОМ — 2 А 9іп2МА'С - 2 А 2 , 'і(э^~ а 0 

АМ = 2А Ап 2 А СМ - 2А Ап(+ ы). 


Стало быть, для доказательства надо проверить равенство. 

‘/А &П. “ 2А ш<і *-2А $іп . Сокращая на 2к. и 

раскрывая і>л(2+*) * по формуЛЧ 0И1Ч,са суМШ ’ 

получаем, что наше тоддѳотво выполнено, что и Требовалось доказаті 
п-гоп.-о вешание .' Выберем на отрезке ЯМ точку Л так, что 
л/у = ~зм „ іогда треугольник ьмм равносторонний, так как 
М/С = ем и г-ЬМЯ ■■■■ гвМА*2ЬСА* бО* Следователи^ при пово¬ 
роте вокруг точки Ь Ш >' 1 '" точка Аі паре Идет н точку Л > а 
ж как при ®т» т,о п..і- рот-. точка С ■ , оѵж.яно, ш ройдзт в точ- 
■ А ,ѵ •в .лк: : ат ; ■" Я-V - СМ , 


О 
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Теперь запишем АМ = ММ+ЛА/ = В МВ- СМ , что и требовалось 
доказать. , 

рГТэДв треугольнике Я ВС проведены; - медиана* ВР 
биссектриса , - высота. Найти джину стороны ДС .воли извѳет- 

но, что прямые ВЯ и ВВ делят отрезок на три равные части 

ж длина Яѣ равна 4. , 

• Решение .Пусть прямая ос пере ¬ 
секает высоту ЯяО в точке Р * а 
прямая В К - в точке & -ем.рис.20. 
Из прямоугольного треугольника ДВЯ) 
имеем (по свойству биссектрисы ); 

дв у &Х> - АР : • 

Так как гипотенуза Я В больше ка¬ 
тета /3/0 , то АР : РЯ> -т 1 

Так как точки Р и • & делят 
отрезок ЙЪ на три равные части, 
то ПР : Р2> = 2 , & лежит между 

/7 и Г и ДС- ■= 0~р - РЪ \ У 

Так как ЯВ: ВЪ - АР : РІО ^ 2 , то г. АЕ>% =60°, &%*2, 



Отсюда по теорѳмѳ Пифагора А® * ^ѴЗ . 

Проведем через точку К - середину отрезка Ас - прямую с , 

параллельную 32) . Она пересечет отрезок А% в точке /> , его 


середине. Имеем: 

л п - і- 


/)р- " з ^2. — ЯI* « 

Теперь мы можем найти положение точки К как точки пѳрѳоѳче- 
ния прямых € и ВО ; она находится от прямой АІО по ту же 
сторону, что и точка С , значит, угол ВСЯ - ТУ П0Й - 

Легко видеть, что С-1, - $ А2) , С7) - $ АХ) 

отсюда <?-/ = | . Из подобия треугольников (РАС и 

тжилаоай ФГіТ 4 ГГ Я * ни іА7) ж 4г . поэтому КЬ ~ 'о - ^ /г ‘ " 


имеем тогда: КЬ і 62> - » поэтому /60 ^ 

линия в треугольнике ЙЯ)С , значит 
треугольника Я 7) С имее м: 

/?с - /еаѵ ~ 

От вет : \/7з . 


. КЬ - средняя 
і , Теперь из 
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- 23 - 

|1Г20Т] В треугольнике ЛВС на наибольшей стороне Л С ~ 8 
выбирается точка М . Найти наименьшее расстояние между центрами 
окружностей, ошо&яных около треугольников ВАМ и ВСМ * 

____ , __ ГЖ§Ш!2* Покажем, что наимень¬ 
шее расстояние равно 4 / 2 .Пусть 
в О і и - центры окружностей, 

Ах - описанных около треугольников 

/ \ X лвм и ВМС , Р и $ ~ середины 

/ \ , Х ч -Ч ®г отрезков АМ а МС . Тогда 

/ г\ ^ О, $ и Й> $ - серединные 

/ I \ X. перпендикуляры к отрезкам /іМ 

/ [ \ I Х^ и Л*С соответственно. Отрезок 

/- і - і- ---Ц- Р($ - проекция отрезка 0,0 г на 

Я Р л прямую . Следовательно, 

^ис <2І __ -= -}) (А М 1- М С) ^ ’рАІС ~ 


‘—- —-———— - ^ ' * 

то есть ^/<^2 ^ • с Другой оторочи> в этом неравенстве 

равенство может достигаться, если ВМ А Ай е В этом случае, по¬ 
скольку X - середина отрезка В/И ш О/ХМ ВМ 9 0 ? % А ВМ ^ 
то Оі 0 2 /У ЛС (т.к. В/М 1 ] АС '). Следовательно, Оу 0$ С?Р 
прямоугольник и • Этим наше утверждение доказано, 

\ в . 

• Ответ: . 

(ТІіЛ Во вписанном в круг четырехугольника две противополож¬ 
ное стороны взаимно перпендикулярны, одна из них равна СЪ * 
Прилежащий к ней острый угол делится диагональю на части X , 

Определить диагонали (угол X прилежит к данной стороне), 

______ __^ Решени е. Пусть АТ) _/ 8 С , 

6 Я%) - (2. . Так как чѳтырѳхуголь- 

/1 ник АВСТ вписанным,то 

/і% &вс~сі, гаьс=р, - вшд - т ^ 

I Обозначим этот угол через у 

/ / г Из прямоугольного треугольна- 

і-'ху ка *ТВМ ш.юом: ТЗЯ)М -- %X ? 


а 

Рмс К 


отсюда '%М " р 

Тогда щ прямоугольного тре¬ 
угольника \СС А ! : 
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X ЖМ^ 


2 


С СЮМ = сі+р . 


В прямоугольном Треугольнике /с* : У+-22>СМ~2 * .поэтому 

^ ^ ‘тЬСМ - ~~ 2оі ~Д • 


Теперь, применяя тзорѳму синусов к треугольникам и 


имеем: 


/!С - - X СО _ ^ ( 

*>п у соз (22^) ’ 

В2) == й & , 'П’ (у_О . Л «^/г /V 

с0а(2и+у) 

Ответ: Г — ХІ . л >~д) 

с^5 ^ 22 ^у5) ^-АД) 


Почти все общие соображении, приведенные по проверке заданья 
по тригонометрии (см«с. 10 можно повторить и здесь. 

‘ задача 3 . Если результат получен лишь дяя одного из углов, 

сделать замечание, но оценку не снижать. 

Задача 14. Если верно рассмотрен лишь один случай» ставить 

Задача ІЭ . Если нѳ обосновано, что треугольник АВС тупоуголь¬ 
ный, чертеж неверный и его по существу используют для решения, 

ставить не выше п [ к '** Чс - • 

Задача 20. Если сделана оценке . но не приведен пример 

её достижения, ставить не выше ”^ м «> 


\ часть : г зачет" - решены 7-9 задач; 

и 4" - решены 10-12 задач; 
:, 5” - решены 13-14 задач, 
іая чдст]і'. и 4’Х решены 3—4 задачи, 

"Г/* - решены 5-7 задач. 



Ж- Текстовые задачи 



За малым исключением эти решения нѳ являются образцами для 
оформления решений в тетради; к большинству задач приведены лишь 
наброски решений и зачастую, чтобы довести эти наброски до полных 
решений, необходимо приложить известные усилия. 

і 



[27] Двое часов начали бить одновременно. Удары персах часов 
следуют друг за другом через 2 сѳкундыѴ а вторых - через 3 секунды. 
Слившиеся удары воспринимаются как один. В котором часу это прайсу 
ходило, если всего послышалось 18 ударов? 

Ответ: в II часов. 



Проще всего решить эту задачу подбором. 


Будем составлять такую таблицу (на рисунке по оси отложено время 


в секундах; черные кружки - удары І-х часов, овлыѳ - удары вторых 


часов). 



•Доведу эту таблицу до конца (удобно рисовать её на клетчатой бума¬ 
ге) , Шілучим, что 18 ударов было в II часов. 

ТЛЗайдите все трѳу.значные числа, которые в 28 раз больше 

суммы своих цифр. 

Ответ : 150; 225; 37&. 

П лан рь,п ения. Искомое число, по условию, лепится без остатка 
и . Оничиг, две его последние цифры метут быть только 00,25, 
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50 или 75, Тѳхтѳоъ разберем эти четыре случая. 

Пусть сначала две последние цифры - 75, # - цифра сотен. 

Тогда число равно 100 оо л 75, а сумма его цифр равна гг + У*-$-Хг . 
Отсюда уравнение: 

400эс + ® 2&(со +ій) . 

Решая его, получаем ОС ~ 3 , т.6. в этом случае наше число равно 
375, Три оставшихся случая разбираются аналогично. 

Замечание . Возможны, разумеется, и другие решения. Например,мож 
но ив сообразить, что число оканчивается, на 00, 25, 50 или 75, 
но догадаться, что оно оканчивается на 0 или 5, (тли делится на 5) 

В этом случае перебор будет длиннее. 

|8„ В 12 часов часовая и минутная стрелки часов совпадают. 

Когда они совпадут в оде,дующий раз? 

Ответ: в I чао 5^- минут. 

Решение . Как известно, циферблат разделен на 60 делений. При 
этом минутная стрелка проходит циферблат за час, а часовая стрелка 
за час проходит І/І2 циферблата, т. ѳ . 5 делений. Можно сказать,что 
минутная стрелка движется со скоростью 60 делений в час, а часовая -- 
со скоростью 5 делений в час. 

Пусть теперь встреча стрелок произойдет через і час после 
полудня. Часовая стрелка к этому моменту пройдет 5~Ь (делений, я 
минутная 60 + 5~Ь делений, тли она пройдет дополнительно целый 
круг (ом.рис, 23), С другой стороны, за время і минутная стрелка 

должна пройти ѲОЬ делений. 

Отсюда ѲО + 5'Ь - €0і , Ь - 7 / х * іс • 

ІЗТ) Человек шел некоторое врѳш со 
скоростью 4 км/ч, а потом столько же 
времени - со скоростью.8 км/ч. Какова 
была за это время его средняя скорость 7 
Ответ: 6 км/ч. 

[Т Ц Человек прошел половину пути со 
скоростью 4 км/ч, а другую половину - со 
скоростью 8 км/ч. Какова была ею средняя 
скорость на всем пути? 

ОіШІ- ^3 *Ух . 
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. ..наакий к яа дачам 13 и 14 . дредаей скоростью называется отноше¬ 
ние пройденного пути ко времени, за которое этот путь пройден. 

ТбТІ Человек прошел от Л до В со скоростью 3 км/ч, а затем от 
В до С - со скоростью 6 км/ч, в результате чего весь путь от 
Ц до С он прошел со средней скоростью 5 км/ч. Найдите отношение 

АВ к ВС . 

Одвэу: Я В * ВС 32 /** Щ . 

Небросок пашания . Пусть отношение ЯЪ к ВС равно X , ВС 
равно В км. Тогда Я В равно (хз) км.гВѳсь путь от А до С равен 
,30$ + В км » и человек его прошѳл%а ^ час. По опрс- 

делению средней скорости, средняя скорость на пути от Я до С 
равна км/ч, что по условию равно 5 км/ч. 

+ $/§ 

Отсюда 

асс> +• В —} хг 

+ ^/(5 

Оокрашуя дробь, прихода к ответу. 

Х7.| Пароход плавает от Горького до Астрахани 5 суток, а от 
Астрахани до Горького - ? сутоіу Сколько суток шшвут шютм от 

Горького до Астрахани? 

Ответ: 35 суток. 

Набросок решения . Шотъ пароход в стоячей воде проходит за сутки 
ІГ км (или иными словами: скорость парохода в стоячей йоде равна 
ХГ км/сутки), 4/ щ/еутки — скорость течения Волги. Тогда ско¬ 

рость парохода по течению равна ( ТГ+И) км/сутки, а против течения 
('ЦТ-ц ) км/суткй, С другой'стороны® если 8мм— расстояние от І орькоіл. 


до Астрахани, то из услоЕШ имеем 

которое нам надо найти, равно 
' * Г іі- Д 


-3 в 2 Г+ и 

кГ 


ф- = г- и 


; время ^ 


Из системы 


Ы {>> и* к , 

I ^ « - У 


можно выразить Ц через В > после этого легко находится 


что н дает ответ, 

(ТбГ|Два автомобиля выехали одновременно навстречу друг другу, 
и каждый приехал туда, откуда выехал другой, причем один приехал 
через 16, а другой - через 25 часов после их встречи. Сколько часов 

ахал каждым автомобиль? 

П*> ьг-'г-; іГіГ.ыа’- ехал чѵ; , второ а - 45 час:. 


- ч5 час:, 
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Набросок решения . Пусть первый автомобиль ехал ас часов, 

второй ехал у часов; расстояние между пунктами, из которых вызхшш 

- автомобили, обозначим через В км* 

Значит, скорость первого автомобиля равна 

1 'В/х км/ч, скорость второго 8/ц км/ч 

! Тогда легко видеть, что время от выезда 

л автомобилей до момента -встречи рашо 

... , ХЦ. 

+ у Г” в 'ас+у- ( чао * Яоетому первый азт-ошбвль 

проехал до встречи ^ * ЛЛх км, а шторой - Лі*. 

Л я+У Х+у зс+у 

Стало-быть, первый автомобиль после встречи ехал еще *' 

( * х ) чао., а второй /-^- - ~у~) то. 

Сокращая на а5 и применяя условие, получаем систему уравнений: 


(час., Поэтому першій автомобиль 
- км, .а шторой - 1 

л V 


ас+і 


1 
У А 


чао* 


« іб 


. -X- = 25 . 


ае+у ас +у - • 

Решая эту систему (удобно начать с того, что поделить первое урав¬ 
нение на второе, после чего ас легко выражается через у ), тоя$» 


чаем ответ. 

Замечание к задача м. .17. и 18 . Обратите шнтше, что в этя& зада¬ 
чах нам было все равно, в каких ѳдишцах измерять раоотояш^* При 
желании можно было бы и вообще не обозначатъ раосфожжѳ йящкой бук¬ 
вой, а принять ѳго за еданицу. Яршер такого оформдашя решения см. 
ниже. 

1^3 * Эскалатор спускает идущего до нему шиз человека т I ми¬ 
нуту . Если -человек будет идти шиз ірео® быстрее, то он спустится 
за 45 с. Сколько времени спускается человек, стоящий на эск&таторо? 

Ответ : полторы минуты. 

Набросок решения * Примем длину эскалатора за I, а время будем 

измерять в"минутах. Пусть Э - скорость движения эскалатора, % - 

скорость человека* опусдающѳгося по неподвижной лестнщѳ (таким 

образом, скорость до измеряем в частях эскалатора, проходимых за 

шнуту). Когда человек спускается по движущемуся эскалатору, его 

скорость равна % + Э , а время спуска У% + э — і (по уатовшп) 

Аішлоги^шо рассмотрев случай, когда человек идет вдвое быстрее, 

1^3 

получаем уравнение ~ У * 



находим 


искомое 


- 29 - 

Решая систему а+э ^ > * находим Э ; искомое 

\ Мт+э ^ Т 

время* очевидно, равно . 

. і:^Ь] •^ ва автомобиля, двигаясь по кольцевой дороге в одном 
направлении, оказываются радом через каждый час. При движении с 
і ь ѳш же скоростями в противбдсложных направлениях автомобили ветра- 
^акр'ся каждые полчаса, сіа какое время проедет всю кольцевую трассу 
каадый автомобиль? 

адин - за 2 часа, другой - за 40 мин, 

ЙШШ* Ііусть 0 км - длина кольцевой дороги, Ос и и час- 
,времена, за которые первый и второй автомобили соответственно сде¬ 
лают полный круг. Скорости автомобилей тогда равны и 

(км/час). Пусть, да определенности, ~ > 4г ■ , й рассмотрим 

сначала случай, когда автомобили движутся в одну сторону, 

За чао между двумя обгонами первый автомобиль проедет ^ ж, 

второй ~ 2 у км. Ясно, что за это время первый автомобиль проедет 


и рассмотрим 


ровно на круг больше второго, то есть 
сокращенія, на 8 , ~ тг - 1 . 


ІІ 5 _ о 

^ у Л 


или, после 


» ос 


или, сокращая на 


8 , 


имеем 


Пусть теперь автомобили движутся в противоположных направле¬ 
ниях* Тогда еа 1/2 часа между двумя встречами первый автомобиль 
проедет • — км, второй проедет -Л. - Л км, и в суше эти 

расстояния дадут как раз полный круг, ■ 

Значит, 'ф~ р % г 1Г'~о * ^ * или* сокращая на *3 , имеем 

і. , Л ^ Л , Л ^ 7 * " ' ■ 

& 2- У 2. « Получаем второе уравнение, связывающее ос 

и у . Решай систему из этих двух уравнений, получаем ответ. 

СИЗ овощной базе хранились огурцы, содержавшие 99$ воды 
по весу. За время хранения часть воды испарилась, в результате 

Нп'м в огурцах стало 98$ воды. Сколько процентов веса потеряли 
огурцы? • ’ 

Ответ| 50$. 

Еарѳни^ Пусть вес огурцов был ОС (кг). Тогда масса сухого 
вещества в, них (т.ѳ. всего, кроме воды) была, при закладке на 
хранение, 0,01 ос . Такой же она осталась и после хранения (испа¬ 
ряется только вода!), но теперь эти 0,01.x кг егхого вещества 
составляют от общего веса уже 100$ г ЭЬ$ -- 2$ (а Но 1$, как было 
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первоначально) 2% - это 1/50, значит, вес огурцов после хранения 
был в 50 раз больше, чем 0,014*: , т.ѳ. был 0,5а? * Итак, бил 

вес ОС , стал 0,5л: - это и означает, что огурцы потеряли 

50$ своего веса. 

35.1 Из сосуда, наполненного чистым глицерином, отлили .литр 
глицерина, а взамен долили литр воды. После перемешивания снова 
отлили литр смеси и долили литр воды. Наконец, опять после переме¬ 
шивания отлили литр смеси и долили литр вода. В результате, этих 
операций количество воды в сосуде оказалось в 7 раз больше по 
объему оставшегося в нем глицерина. Каков объем сосуда? 

Ответ: 2 л. 

Краткое решение. Пусть объем сосуда равен ОС л. Будем следить 
за тем, сколько из него отливают каждый раз глицерина. После пер¬ 
вого перемешивания в сосуде остался ( ос — л глицерина. В од¬ 
ном литре смеси, Получившейся после первого доливания воды,было 

"ос~ л глицерина (т.к. всего в сосуде был л глице¬ 

рина, и в результате перемешивания ѵги ( ос -і) л глицерина рав¬ 
номерно распределялись между каждым из литров смеси) . Значит / 
после второго переливания осталось V 


^-к)* 


глицерина. 

В одном литрѳ смеси* получившейся после второго перемешива¬ 
ния было 


ос ѵ ^ / 


глицерина, и стало быть, после третьего перемешивания в сосуде 


осталось , 


#)- хѲ'&уО'л) ~(° с ЧЯ 1 '‘я) 

глицеринат 

С другой стороны, по условию, воды стало в 7 раз больше,чем 
глицерина, т.ѳ. глицерина стало /! (а води ^ 4 Отсюда 


уравнение ; 


( %Х! ~ ')■ * ~ ос ) 


Решая его (для этого удобно поделить оС п чветч на X , поело чего 
левая часть будят полніщ кубом), пйяуч*ЙИ офвет. 


'Л 
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Замечание ,'уі . / Можно решать и по-другому, если следить за ко¬ 
личеством не глицерина» а воды в сосуде* При этом решение -будет 
боле® гр омоздшш» т. к .воду не только вливают в сосуд» но и отли¬ 
вают из него (в составе смѳои) . 

2) Пусть вообще» из сосуда объемом X л» содержащего смесь 
глицерина и воды, отливают I л смеси и доливают 1 л воды. Тогда 
в результате этих операций количество глицерина в сосуде умножает¬ 
ся на (7 ~~ 4 с '\ • 

Гзэ7 Двое рабочих, работая одновременно, выполнили всю работу 
за В дней. Если бы первый работал адво^ быстрее, а второй - вдвое 
Медленнее, то ©ми выполнили всю работу ва 4 дня,. За. сколько да ей 
выполнил бы вой работу каждый рабочий, работая один? 

Ответ : каждый бы выполнил работу за 10 дней. 

Крат кое решение . Пусть первый рабочий потратил бы на всю ра¬ 
боту чХ даёй, а второй - у дней. Тогда за день первый делает ^ 
часть, а второй часть. ѵ всей работы. Работая совместно» они 
дѳлают за день < Ѵес; часть работы,, Тан как всю работу при 

этом сделают они за 5 дней» эта часть работы составит .отсюда 

^ ^ = „ Если первый будет работать вдвое быстрее, а ^ 

второй вдвое медленнее, то за дЬнь они будут вместе делать ~~ + щі 

± > ( <ѵ 

часть работы, что» по условию» составит у , отсюда ^ 

Г 4 / / ' * 


Решая систему уравнений 


получаем ответ 


сс 

А 


4 

‘У 


ИщШПМШШЩ ШШчВД 


I* Мне вдвое Оольше лет, чем было Вам т|гда, когда мне 

было столько лет, сколько Вам сейчас. Вместе шли ?# лот* Сколько 
9 

лет каждому; 


Ответ: мне - 40 лет, Ьак - 30 лет. 
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В этой табличке "тогда" относится к тому времени, когда мне 
было столько лѳт, сколько Вам к сейчас, т.к. "когда мне было 
^ лѳт". Так как Вы сейчас (и всегда) моложе меня на Ос лет, 
Вам тогда былодет. Согласно первому условию задачи, 
л*2(у-(.х-у)) - ; по второму условию, ХЧ-*у~ # О , Решая 
получившуюся систему двух-уравнений, получаем ответ. 


(6,,! Если двузначное число разделить на произведение его цифр» 
то в частном получится 3, а в остатке 9. Найдите это число. 

Ответ: 63, 

План решения . Пусть - цифра десятков, € ~ цифра единиц. 
Тогда из условия следует равенство: 

40(1+-4 - *2 ( /} & ) - ' 9 , откуда г? (40 -З ё) ~ 9~ё } 

так как & ~ цифра, ^~ё Ъ-0 , Значит, 9) ~ {} , отсюда 

8 может равняться только 0,1,2 или 3, Остается разобрать эти 

4 случая, учитывая, что должно быть ещз 9 — Я 8 , так как 

9 - остаток от деления на об . 

П)7] Сколько раз в сутки часовая и минутная стрелки совпадают? 
Ответ : 22 раза. 

П ервое решение . Решая задачу 8» мы фактически убедились,что 
между двумя последовательными моментами совпадения стрелок прохо¬ 
дит I час 5^ минут * Если поделить 24 часа на I то 9 А минут,то 

как раз и получится 22, 

Второе решение . Можно рѳтгѣ ту задачу и без громоздких 
вычислений . В самом деле, в 12 часов Дня стрелки совпадают» в 
промежутке между 12 часами и часом дня совпадений стрелок,очевид¬ 
но, не будет. 2ато мѳяду I ч и 2 ч пополудни один раз, очевидно, 
минутная стрелка обгонит часовую, й том самым один раз стрелки 
совпадут» Аналогично, по одному совпадению стрелок будет между 
2 ч и 3 '{, 3 и 4,..*, 10 и II часами, наконец, в полночь. Итого 
за полсуток получится II совпадений стрелок, а за одни сутки , 

2 <11 т 22 , 

юз Сколько раз в сутки часовая отселка и минутная стрелки 
образуют прямой угол? 

Отрет : 44 раза» 

Решение , Приделаел к нашим часам еще две стрелки, жестко 
еаяэанчыео минутной к с.огавляющиѳ с ней (по4 время) угли но 90° 









за 


Сом,|>ио.24) . Заьедем теперь часы; очевидно» минутная и часовая 

стрелки составляют прямой угол, 
тогда и только тогда., когда ча¬ 
совая стрелка совладает с одной 
из двух новых стрелок. С каждой 
- х из новях стрелок она совпадает 

угЧ * 22 раза (см.задачу 9), а значит 

/ / \ всего получается 4ч раза, 

I ) ру Г| Войсковая колонна имеет 

^ / .длину I км. Связной, выехав из 

начала колонны, передал пакет в 
конец колонны и вернула к началу. 
Колонна за это время прошла 

_ ____ гщ,2і\ __ 3 км. Какой путь проехал связ¬ 
ной? 


Рис * 24 


Ответ: (№* /) <п. 


5ШЭНИЯ 


Набр осок рошаыш . Пусть І г т/ час - скорость колонны, У К %ис 

скорость связного. Из начала в конец колонны связной ехал 

у 

• час (т.к. длина колонны - I км, скорость связного 
относительно колонны ЫгѴ') км/час). Аналогично из конца в на¬ 
чало колонны связной ехал час, а всего он ездил 

( щТіг * г/ іг) час. Колонна за ото время прошла расстоя¬ 
ние * У ^ ? / ѵ ) * что, по условию, равно 3 км. 


ние 


Итак, 


у / -— , / -Л — ) з 

^ ( и + гг ц ** іг) ° * 


Из этого уравнения (оно сводится к однородному квадратному уравне ¬ 
нию относительно V и V' ) находим, что /р - 


Следовательно, за то время, пока колонна прошла 3 ш, оъяэной 

проехал расстояние ь ~ раз большее, т.е. И^Е 1 . $ ~ {нЛо кн 

ѵ 3 

[|ЗД Человек, идя по движущемуся эскалатору, насчитал на 
нем 50 ступенек, а идя в ту же сторону втрое систрее, і и насчитал 
он ?Ь ступенек. Сколько ступеней он Шпчѵгіііл ос, идя с гйл жѳ 
окорена-тьк| по ненодниШюму эскалатору' 1 ' 

( і іЧп . 1.1 А .1 с т у 1 ! * ’ і і о ь . 


й 


•и к 
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ЙіЙЕЙШиШіШа- Пусть на неподвижном эскалаторе ,0С отуію - 
Нвк ' Булчм ИЯИ9рй ** прости в "ступеньках в минуту”! Пусть Г 

°“ р “" •''«АЫ X* - 

. »«»»,^"лгггх , "т™“т а ’ ор “- г ™ 

г ' 38 шн й насчитает яд 

это -рнм 1 ■ р отупѳиѳк. Аналогично, второй раз человек 

насчитает ступенек. Получаем систему уравнений: 

— 5'^ 

I г<рг>- > 

] ЗУ' <ѴГ- 

V 'МФ5ІГ 

_ йз этой системы и находим -лг . 

Чтение. Неизвестных тут больше, чем уравнений но е"ли 
-делить а обоих уравнениях числитель и знаменатель лій час" на 
Г;;'" получатся два уравнения с двумя неизвестными: Л и 

в ®Г°^— Т * М0Т0Циклиет дается по шоссе 

«гІь 1221' ІГ ' К0ГЛЭ ЛѲШѲХОД И ВѲЛ00ИПѲ Дист нахо- 

'ГГ мотоциклист отставал от них на б км, В тот 

от нихѴГГГТ™ 01 Л0ГНШ! ВаЛОСЩадиста -' пѳшв *°Д отставал 

ходГв 'от « СКОЛЬКО “ ѲТР0В вѳло <«® обогнал пеше¬ 
хода в ют момент, когда пешехода нагнал мотоциклист? 

Ответ : на 2 км. 

Лишение (набросок). Будем отсчитывать врет о Т того - 

Гл™ 4°; т м * ” , " ии “ »»™«оГЛ™гі:„ 

Р )- Скорости пвш «<«я. велосипедиста и мотоциклиста ' 


На Ча/? С С '-ПС/Р ~7*Х- 
Времъ ми 


мачя/ро отсѵема. 
расстояния 


■ ия 8 

- 

€мц П 


Яі - " 


л?? 4/ 


- 



I/?/ 

ч 




Рй€ 


I 





обозначим соответственно через Р , Ъ г и /п (км/чап). 

Пусть через часов мотоциклист догонит велосипедиста (рис. 
256), Тогда нетрудно видеть из рисунка,что 6 + ѴтЬ - х 

так как к этому моменту пешеход отставал от велосипедиста на 3 км, 
имеем 3 * р~Ь - 'ір-р . 

Пусть мотоциклист нагнал пешехода через 2/ час после начала 
отсчета. Тогда (см.рис«25в) пГц - 6 + рЫ , а надо нам найти 
ГіГц - ри) . Итак, (6 + гі * тё> 

1 * ІЗ+рЬ-ѵі 

і 6 + рц * ту ; 

и надо найти (фц-рц) « Это можно сделать, например, так: еаинг 
подставить выражение для У'Ь из второго уравнения в первое; 
если сопоставить полученное уравнение с третьим, то легко найти 
отношение ; однако же, зная и ЪРЬ ~ рі (из второго 

уравнения)* нетрудно найти и ( ѴІА ~~ » 

2-ѳ решение (набросок). Перейдем в систему' отсчета, связанную с 
с пешеходом. Расстояния и времена при этом не изменятся, зато пѳшѳ - 
хода можно будет считать неподвижным- можно даже заменить пешехода 
на фонарный- столб. Задачу можно переформулировать так. 

п Велосипедист и мотоциклист движутся по шоссе в одну сторону .. 

В тот момент,когда велосипедист проезжал мимо фонарного столба, 
мотоциклист отставал от него на 6 км. 3 тот момент, когда мото¬ 
циклист догнал велосипедиста, они были на расстоянии 3 км-от фонар¬ 
ного столба. На каком расстоянии от фонарного столба был велоси¬ 
педист в тот момент, когда мотоциклист поравнялся о фонарным стол¬ 
бом ? 4 . , 

Эту задачу уже лѳіко решить воооще без уравнений (подумайте, 

Во сколько раз скорость мотоциклиста больше скорости велоеипвдиота), 

1^25,] Из пункта /} в пункт В выехал велосипедист, а через 
четверть часа вслед за нам выехал автомобиль. На половине шути от 
/} до В автомобиль догнал велосипедиста * Когда автомобиль прибыл 
в пункт 6 , велосипедисту осталось проехать еще треть путл. 

За какое время велосипедист проехал путь от гі до В ? 

Отве т: за 4Ь минут. 

Рѳшѳнйе (гшя). Пусть велосипедист пр-.юцот от у/ до 3 за 
, Г часов, а антомоОшіь - за у часов. 

Ьсі и* а ьт «мобиль Н і ііі'.;і‘ *винѳ ну ти цт.-тіісд ьс.'іС т с..етле га, вело- 


Я: 


г •: - .чение 
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/х часов . Іак как автомобиль выехал на ■/*/ часа позже, лодѵ^^і 

ЧТО іХ ~ $ / ’ ■ ' 

2 2 ^ Ч ' 

Когда автомобш» проохал весь путъ /18 , т.ѳ. ехал и ча<т» 
велосипедист проехал пути, т.ѳ. ехал Ш. часа. Так как 

автомобиль выехал на Д часа позже, получаем „ ц Л. 

Итак, у нас получились два уравнения с .двумя неизвестными 

Г"-- 


ѵѣ] Температуру можно измерять по шкале Цельсия, Реомюра к 
Фаренгейта. Известно, что 0 градусов по Цельсию соответствует (? 
градусам т Реомюру и 32 градусам по Фаренгейту, а 100 градусов 
по Цельсию соответствует 80 градусам по Реомюру и 2.12 градусам 
по Фа Р ѳ нгейту. Сколько градусов по Реомюру будет, если температура 
по Цельсию и Фаренгейту составляет равнее число градусов? 

Ответ: -32 по Реомюру. 

0 о с: та в и м та б.л иду ^) 


Температура 

сТ^ЖТ ~р 


Точка замерзания воды 
Точка кипения воды 


100 


80 212 


Рѳшеште (набросок) .Промежуток от точки замерзания воды да 
ѳё кипения Разделен в шкале Цельсия на 100 градусов, а в шшчѵ 
Фаренгейта т 212 - Щ щ 180 градусов. Значит, грчада Фарскгѳ», 

в Тео ~ рааа меньше градуса Цельсия. 

Пустъ температура составляет С градусов Польсти. Ото зн» 
чат ' чт0 она на С градусов Цельсии выше **) точки.замерзания - 
40. 1 .и, и, тем садам, не 1,8 С градусов Імрегнѳіітч выше точки 
замерзай/я воды. Однако, точка замерзания волы имеет но юкм 
Фаренгейта температуру 32 градуса, т-т.ѵ-жъ темнчпаттнп нс 
ФарѳнЛз^у поставляет О 8 С У- Эр 

Итак, ш нашли,кпк переводить •^млертуру о.кйдч і.,п * 
в шкалу Фаренгейт• ест по Цѳльоиг і ^ ;т^р гутѵі ^ ю 


щ) С Р р 

4 / - ^'ДТІІЧИР от Д{о нт.,, ч . 1; . ; - 11 1 

ш ) , ? 

Иплн С 70 ; если С о д , -щ • 


-'чоіпю-т , 


ѵ 







душдц ти по Фаренгейту йш будет //ѴС.4- 32 градуса. Нели 
искомая температура составляет С граду шш Цельсия, то из ус¬ 
ловия получаем уравнение 32 , откуда С — ~ 4 О . 

Осталось перевести эту температуру в шкалу Реомюра, Это дела- 
егся аналогично тому, как ш иѳрѳводшш температуру из шкалы Цель¬ 
сия ь шкалу Фаренгейта. 

[ІО,*] Три работницы делают игрушки. Первая работница делает 
б игрушек в час, вторая - 8 игрушек в час. Первые две работницы 
начали работу одновременно, а третья -она полчаса позже. Через не» 
которое время третья работница догнала*по количеству изготовленных 
игрушек первую работницу, а через 'іф часа и вторую, Оіірѳ, делите 
производительность труда третьей работницы. 

Ответ: 10 игрушек в час. 

Ра щени е (набросок). Пусть ЗС игрушек в час - производительности 
іруда третьей работницы, и пусть она догнала первую через і ча¬ 
сов после начала работы. К этому моменту первая работница прорабо¬ 
тала (і* + \) часа. Значит, хі - €( і ф ^г) г 

Через полтора часа третья работніща догнала вторую; к атому 
моменту третья работница проработала ( і Ф ^ ) часа * а вторая 
( і, Ф Я) часа. * 

Отсюда х (с + §-) - . 

Решая систему уравнений ( хі ~ В /Ф * Л ) 


ііолу чаем ответ 


й Г хі - 5 и *.1 1 

I *(**%)* »({**), 


И имеца конті юльных задач 

О бязат ельные задач и ; I# 2 , 4 , 8 , 13 , 14 , 15 , ІІ , 18 , 22 , Ш% 32*35,3$ . 
Ь і полиитедьние задачи; #11 1 , 6 , 9 , 11 , 19 , 23 , 24,2 Ь , 34 , 40 « 


совзаа: едьнаи часть: 


Криту дли оц енок 

"зачет" - решены ? 9 задач; 
"4" - решены 10-11 задач; 


43 - .ношены 12» Іа. задач, 
і лііі* Л'В льнс'Ч 1 і к і с і • ' - решены 4—0 за 1 ач; 


а-ДТСНЫ 7-1 . а Да-і 


Рш*ыгж;Иі Н ѵЙЮГІ АГ1Н СССР* 
ПТЗ Л, У и, Н-а .чека*, 4 


і-а*. * 
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-От автора 

Эта брошюра рассказывает об основных идеях исследования и решения 
задач, связанных с уравнениями и неравенствами. Предполагается, что 
старшеклассник уже сталкивался и -- уравнениями, и с неравенствами, и 
с системами. 

В брошюре довольно много задач, причем почти все задачи в первых 
шести параграфах предназначены для того, чтобы читатель мог про¬ 
верить — хорошо ли он понял основной текст. Контрольные задания 
приведены в конце пособия. 

Инициатором написания этой брошюры был Израиль Моисеевич 
Гельфанд, чьим педагогическим принципам автор пытался следовать. 
Весьма полезными были обсуждения с Н.Б.Васильевым, Е.Г.Піаголевой, 
А.Б.Елисеевой и С.М.Львовским. В сотрудничестве с последним были 
написаны разделы ‘О неприятностях” и “Примеры и задачи”. Хочу 
также выразить благодарность В.Д.Арнольду и С.М.Львовскому за со¬ 
действие в подготовке этой рукописи к печати* 

Брошюра, которая лежит перед Вами, представляет собой предвари¬ 
тельный, рабочий вариант пособия по теме "Уравнения и неравенства”. 
Ваши замечания и предложения будут учтены при подготовке следую¬ 
щих вариантов пособия и послужат, тем самым, ко всеобщему благу. 
Пишите по адресу: 4 

119823, Москва, ГСП, МГУ, ВЗМШ, методической комиссии. 
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I Какие уравнения мы можем решить? 

л * : 1 в, как решить любое уравнение, которое может Вам встретиться, 
иг существует. Обычно поступают так: с помощью разноге рода пре¬ 
образований и логических рассуждений сводят эту задачу к одной или 
нескольким попроще, новые уравнения тоже сводят к еще более простым, 

и гак до тех пор, пока не дойдут до таких, способ решения которых уже 
известен. 

Понятно, что чем больше разнообразных уравнений Вы решите, тем 
легче будет справиться с новыми. Сначала наберем побольше примеров 
гаких уравнения, которые удается решить. Вам известны формулы для 
корней линейных и квадратных уравнений 1 . Запас уравнений, которые 
мы можем решить, легко пополнить, и даже многими способами. Самые 
“мощные” из этих способов — разложение нс множители и подстановка 

1.1 Разложение на множители 

Уравнение пятой степени 

(і 2 - 2)(х + 1)(.т + 2)(х - 10) = 0 

решить легко: его чорни — это числа -1, -2, 10, \Д, -Ѵ5. Дсйстви- 
тельно, произведение нескольких чисел равно нулю тогда, и только тогда, 
жогда хотя бы одно из этих чисел равно нулю. Точно так же уравнение 
( х ‘ + 1 )(я+1) = 9 имеет один корень х = -1, а уравнение (2 У -1)(.?-Ь3) = 0 
два. корня: х = 0 и ,г* = -3. Уравнение х 4 4 4т 3 4 5.т 2 = 3 достаточно 
переписать в виде (.т 2 4 За? 4- 3) • (ж 2 4 х —■1) == 0 и останется решить два. 
квадратных у, авненкя. что не составит труда. 

Л.Ті . у если нам удастся преобразовать данное уравнение к виду к{х) * 
д{х) — 0 (здесь к(х) и д(х) некоторые функции), то достаточно будет 
решить по отдельности уравнения к(х) = 0 и д(х) = 0, чтобы найти все 
корни исходного уравнения. 

^сли адполыэовать логарифмическую и показательную функции, а также обрат- 
ные трнгоіюм трические функции, то можно решить уравнения х п = Ь , а х — Ь 
8Ша; ~ а ' Ц х а > где а и Ь — числа, и все уравнения, которые к ним сводятся. 





1.2 Подстановка 

Посмотрим на уравнение (х / 4 х)* —&(х 2 +х) = —12. Хотя это уравнение 
к четвертой степени, решить его очень легко. Обозначим х 2 4 х через 
у (обычно говорят “сделаем подстановку у — х 2 4 ® я ). Тогда уравнение 
запишется как у 2 — 8у = —12. Отсюда легко найти у, а по у найти х. 
Уравнение у 2 - 8 у = —12 имеет два корня и каждый из них даст по два 
корня исходного уравнений. 

Ответ;- 1; -2; 2; -3. | 

Итак, если нам удастся записать данное уравнение в виде Н(д(х)) = 0 
(здесь к и д — некоторые функции), то задача упростится. Сначала 
надо будет решить уравнение к (у) = 0, а потом уже решать уравнения 
у(.г) = і для каждого корня і уравнения Н(у) = 0. Заметим еще, что если 
уравнение Іі(у) — 0 не имеет решений, то не имеет решений и уравне¬ 
ние к(д{х)) = 0, какую бы “страшную” функцию д(х) мы ыи подставили. 
Например, если в не имеющее решений уравнение у 2 4 2у 4 3 = 0 под¬ 
ставить у = х 2 4 2а: 4 (1 /а*), то получится неприятное на вид уравнение 
х* 4 4х 3 4 бт 2 4 62: 4 7 4 (2/а:) 4 (і/я) 2 = 0, которое также заведомо не 
имеет решений. 

Таким образом, если удалось выразить данную функцию /(я*) через 
более простые —- разложить на множители или записать в виде к(д(х)) } 
то и уравнение — 0 сводится к более простым уравнениям. (За¬ 
метьте, что всякое уравнение с одним неизвестным можно привести к 
виду Да?] = 0). Трудность “лишь” в том, что нет никакого общего спо¬ 
соба отыскания подстановки или разложения на множители. Именно 
поэтому решение уравнений подчас требует изобретательности. Если 
/(г) — многочлен (особенно, если все коэффициенты многочлена /(х) 
— целые числа), то существуют специальные способы поиска решений 
уравнения /\х) — 0 и, ь частности, разложения / на множители. Им мы 
посвятим следующий параграф. 

1.3 Как найти подстановку 

Далеко ке всегда уравнения попадают к нам подготовленными, чтобы 
сделать в них подстановку. Иногда их приходится предварительно пре¬ 
образовывать (впрочем, и это может не помочь). Все же есть несколько 
случаев, в которых подстановка очевидна. 
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Самый простой пример — уравнения, в которых неизвестное входит 
только в четной степени. Такие уравнения упрощаются заменой у — л. 2 . 
Например, уравнение х 4 — Зге 4 4 е 1=0 после такой замены сводится к 
квадратному Другой пример дают так называемые возвратные уравне¬ 
ния. 

1.4 Возвратные уравнения 

Если у «ті (і/х), тс у 2 = 2 + я 2 + (1/х 2 ), у 3 = х 3 4* (1/а* 3 ) 4 3(л* 4- (1/л:)) 
и так далее. Отсюда, л: 2 + (1/х 2 ) = у 2 - 2, а* 3 4- (1/х 3 ) = у 3 - 3 у ,..... Таким 
образом, х п + (1/х п ) выражается через х -}~ (1/х) для любого п. 

Пусть Р(х) многочлен четной степени, у которого одинаковые ко¬ 
эффициенты при симметричных относительно середины выражения сте¬ 
пенях х. Тогда уравнение Р(х) — 0 называется возвратным. (Мы здесь 
считаем, что записаны все, в том числе и равные нулю, коэффициенты 
многочлена, в порядке убывания степени. Например, х 4 + 2х 2 4-1 = 0 — 
возвратное уравнение, а х 4 4 2,т 4 1 =0 — нет.) Оказывается, что в 
возвратном уравнении можно после небольших преобразований сделать 
подстановку у — х 4- (І/х). Покажем на примере, как это делается. 

Рассмотрим возвратное уравнение х 4 4-5х 3 4-8х 2 4-5х4-1 = 0. Умножив 
обе части этого уравнения на (1/х 2 ), получимІ\т 2 4-5х+8-Ь(5/х)4-(1/х 2 ) = 
ч то удобно записать как (х 2 4"(1/х 2 )) 4-5(х4- (І/х)) 4*8 =- 0. Обозначив 
х + (1/г) через у 1 получим квадратное уравнение у 7, 4- Ъу + 6 = 0. Ответ: 
_1 _иі/І 

X, 2 — 2 * 

В общем случае возвратное уравнение .Р(х) = 0 степени 2 к после 

деления на х и подстановки х 4- (1/х) = у сводится к уравнению степени 

к. 


Большинство школьных уравнений, содержащих показательные функции 
или логарифмы, обычно сводятся к уравнению Р(х) = 9, где Р — многочлен, 
с помощью подстановки вида 1о§ е х = у или (У = у. Например, уравнение 

1°8»(125г) • (І 0 В 25 г )*= 1 

- ■ ^ - - - 

Так как х — 0 не является корнем этого уравнения, то от умножения на \ корни 
не теряются т 
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после упрощения и подстановки 1о^ дс = у превращается в 


0 + -)т 

У 4 



а уравнение 9® 4- 6 х = Я 2 ** 1 после деления на 2хн подстановки у = (3/2)* — в 
у 2 4 у = ‘2. В тригонометрических задачах тоже часто делают подстановку, 
выражая все тригонометрические функции данного угла через одну и ту же 
функцию. Подробно тригонометрические уравнения изучаются в брошюре 
“Тригонометрия”, 

Упражнение 1.1. Решить уравнения 

а) х х| 4- х — 2 = 2|х|; б) х 4 — 9х 2 4- 12х — 4 = 0; 
в) х 9 ф х ь — 0; г) 4х 4 — бх 3 4- Зх — 1=0. 

Указание к пункту г). Можно, например, добавить и вычесть в 
левой части 2х 2 . _ 

Упражнение 1.2. Решить уравнение х 2 4- V х 2 — 3 = 5. 

Указание. Подстановка \[х 2 — 3 = у . 

Упражнение 1.3. Решить уравнения: 

а) х 4 і-ЗрсІЗх 2 4- Зх 4-1 = 0; б) х 3 4- 8х 2 ф 8х 4-1 = 0. 

Упражнение 1.4. Вычислить х 4 4- (І/х 4 ), если 
а) х 4- (1/г) = 7; б) х — (1/х) = 1. 

Упражнение 1.5. Приведите пример уравнения четвертой степени, 
которое можно упростить подстановкой у = х — (1/г). 


2 Многочлены 

Займемся разложением многочленов на множители. Мы будем искать 
только такие разложения, в которых все множители — многочлены: ведь 
от “разложения” вроде х 2 4- 2 = • (х 4-1) немного толку. 




2.1 Деление с остатком 

Попробуем узнать, делится ли ж 4 — 2ж 3 — Зх 2 — 2 на х 2 + 1. Будем посте¬ 
пенно “выделять” в ж 4 - 2ж 3 - Зх 2 - 2 множитель ж 2 4-1, начиная с члена 
ж. Получим цепочку равенств 

х 4 — 2ж 3 — Зж 2 — 2 = ж 2 (х 2 4-1) — Зх 2 — 3 — Зж 41 = (ж 2 ~3)(ж 2 4 1)-Зж4І. 

Разложения на множители не получилось, но вдруг мы использовали 
неудачный способ? Допустим, что все-таки существует такой многочлен 
5(ж), что ( х 2 4- 1) * 5(х) = х 4 — 2ж 3 — Зж 2 — 2. Тогда (х г 4- 1) • 8(х) = 
(х 2 - 3)(ж 2 4-1) - Зх + 1 и Зх - 1 = [ж 2 - 3 - 5(х)] • (ж 2 Т 1), а вот это 
равенство явно невозможно: степень многочлена [х 2 — 3 — 5(ж)] • (х 2 4-1) 
не меньше двойки (степени ж 2 4 I). поэтому он никак не может быть 
равен многочлену первой степени. 

Итак, не существует такого многочлена 5(ж), чтобы (ж 2 4- 1) • ^(ж) = 
х 4 — 2ж 3 — Зх 2 — 2, иначе говоря, ж 4 — 2т 3 — Зх 2 — 2 не делится на ж 3 4 1. 
Получилось всего лишь равенство 

ж 4 - 2ж 3 - Зх 2 — 2 — (ж 2 4-1) :5(ж) 4- Я(ж), 

где 5(х) = ж 2 — 3 и Я(х) = -Зх 4- 1. Мы говорим, что при делении 
ж 4 — 2ж 3 — Зх 2 — 2 иа ж 2 4 1 получается частное ж 2 — 3 и остаток — Зх 4 1. 
Вообще, 

если Р(ж) = ^(х)-5’(ж)4-і?(х), причем степень многочлена Я(х) 
меньше степени то говорят, что при делении Р(ж) на ^(х) 
получается частное 8{х) и остаток Жж). 

Остаток Я(х) равен нулю тогда п только тогда, когда многочлен Р(х) 
делится на ^(ж). 

Знакомое Вам деление целых чисел с остатком определяется почти 
так же: если р = д ■ 5 4 г, где р, 5, г — целые числа и 0 < г < |$|, то з 
— частное, а г — остаток при делении р к ад. 

В некоторых случаях мы научимся сразу вычислять остаток, не опре¬ 
деляя частного, и тогда у нас появится удобный признак делимости .мно¬ 
гочленов. 

Упражнение 2.1. а) Разделите с остатком ж 4 — 2ж 2 — Зх — 2 на 
ж 2 4- ж 4-1; 


I# 


б) Верно ли, что число ж 3 - 14 не делится на число ж 4 8 ни при каком 
натуральном ж? 

в ) Докажите, что если А(ж), В(ж), С’(ж), 0(ж), ф(ж) — многочлены, 

А(х) • О(х) 4 В(х) = С(х) • д(х) 0(х), 

причем степень В(ж) меньше степени (}[х) и степень О(х) меньше сте¬ 
пени <Э(ж), то А(х) = С(х) и В(х) = В(х). 

г ) Найдите три разных пары многочленов (С?,І2), для которых вы¬ 
полнено равенство ж 4 — 2ж 3 — Зх — 2 = (ж 2 4 1) • ф(ж) 4* Я{х ). 

Часто оказывается удобно записывать деление многочленов угол¬ 
ком”, точно так же, как делают при делении чисел. Поделим, например, 
а 3 4- Зж на ж — 1 | 

+04 ЗС.-І 

х3 ~ Х ж г + Х + *і 

Х г + Зх 

~ х г - ж 
_ 

4 1 

Получили, что ж 3 4* Зж = (ж 2 4- х 4 4)(х — 1) 4 т 4. Обратите внимание, что 
в делимом записаны равные нулю слагаемые 0 *ж 2 и 0 -1. Дело в том, что 
в ходе деления у нас могут появиться слагаемые всех степеней, меньших 
тройки (степени многочленами для них надо заранее оставить место. 

Писать 0 • ж 2 и 0 • 1 не обязательно, но место оставить нужно. 

* 

2.2 Вычисляем остатки, не деля 

Если бы в предыдущем примере нас интересовал только остаток, то его 
можно было бы найти без деления. Запишем ж 3 4 Зх = (ж — 1)5(х) + Я(х). 
где 8(х) и Я(х) — те, пока неизвестные нам, многочлены, которые по¬ 
лучаются в результате деления. Так как степень остатка должна быть, 
меньше степени делителя, то Я(х) — это просто какое-то число г.. Под¬ 
ставив ж = 1 а равенство ж 3 4- Зж — (ж — 1)5(ж) 4- К получим г = 4, так 
как (г - І)5(ж) обратится в нуль. 


ѵ. 
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Упражнение 2.2. а) Разделите х л 4- «т 3 4 Зж 4 4 на 2ж 4 1 с остатком; 

б) Найдите остаток от деления ж 5 на х 4- \/2; 

в) Найдите остаток от деления ж 10 4 ж 3 4-1 на х 2 — 1; 
г ) Найдите остаток от деления ж 100 4-2 на ж 2 4 х — 2. 


2.3 Теорема Везу 

Понятно, что и в общем случае 

при делении многочлена Р( ж§ на ж — а, где а — число, остаток 
равен Р(а) — значению Р(ж) при ж, равном а. __ 

Это утверждение называется теоремой Везу. 

Чтобы узнать, делится ли один многочлен на, другой, нам достаточно 
любым способом определить остаток. Раз мы научились вычислять 
остатки от деления многочленов на ж — а, то ото сразу дает нам признак 
(точнее — необходимое и достаточное условие) делимости многочлена 
Р( ж) на х — а. 

Многочлен Р(х) делится на ж — а тогда и только тогда, когда а 
— корень уравнен ия Р(ж) = 0. _ 

Значит, если мы нашли корень а уравнения Р{ ж) -- 0, то мы можем 
разложить Р(х) на два множителя: Р(ж) — (ж — а) • Тогда нам 

останется решить уравнение С?(ж) = 0. 

На практике остаток от деления Р{х) на ж — а вычисляется проще, 
чем Р(а). Поэтому теорема Безу используется и для быстрого вычисле¬ 
ния значений многочленов. Такой способ вычислений называется схемой 
Горнера. 

Упражнение 2.3. Пусть необходимо вычислить значение много¬ 
члена сотой степени Р(ж) в точке а. Сколько сложений и сколько умно¬ 
жений потребуется для этого, если действовать: 

а) непосредственно подставляя а в Р(ж); 

б) находя остаток от деления Р( ж) на ж — а? 

Из теоремы Безу следует, что количество корней уравнения Р(ж) — 0, 
где Р — многочлен, не больше степени многочлена Р. Действительно, 
если «і — корень, то Р = (х - 0і)Р ь где /\ — некоторый новый мно¬ 
гочлен, и если 02 — другой корень (с і ф а з)? то Р{$ 2) = 0, откуда 
Р = (ж — оі)(ж — а 2 )Р2- Таким образом, если о і, .... ,0* — корни уравнения 


/ 


Р(х) = 0, то Р - (х - 0і)(ж - а 2 ). • • (х -- йк)Рк и степень Р на меньше 
степени произведения (ж — аі)(ж — 02). •. (ж — 0*), значит, не меньше числа 
корней, 

2,4 Теорема Виета 

Применим теперь теорему Безу ж квадратным уравнениям. Если ж — 
корень уравнения ж 2 4- рх 4 д г - 0 ? то но теореме Безу ж 2 4- рх 4* Я — 
(ж — Жі)5(ж), где 5(ж) — многочлен первой степени. У *9(ж) старший 
коэффициент должен быть равен единице, поэтому 5(ж) можно записать 
в виде х — ж 2 . Очевидно, ж 2 — тоже корень уравнения х 2 -\-рх 4- $ = 0. Из 
равенства ж 2 +рх 4- д — (ж — х\)(х — ж 2 ) получаем знакомую Вам теорему 
Виега: жі -4 ж 2 = —р, х л хч = д. Заметьте, кстати, что если у уравнения 
ж 2 4* рх 4- д = 0 только один корень, то ж$ = ж 2 , ко формулы остаются 
верными. 

Точно так же, если Жі — корень уравнения ах 2 4 Ьх + с = 0, то ах 2 4- 
Ьх 4- С = 0(ж - Ж;)(Ж - ж 2 ), откуда Жі + ж 2 = -Ь/0, жіж 2 = с/а. 

Легко проверить, что и наоборот, если р — — (жі 4 ж 2 ), д = ж*іЖ 2 , то 
числа жі и ж 2 будут корнями квадратного уравнения ж 2 + рх 4 Я = 0. Это 
утверждение называется теоремой, обратной к теореме Внета, 

К использованию теоремы Виета и обратной к ней сводятся люби¬ 
мые экзаменаторами задачи, в которых требуется вычислить значение 
какой-нибудь функции от корней данного квадратного уравнения или со¬ 
ставить новое уравнение с корнями, зависящими от корней данного. 

Например, пусть требуется составить квадратное уравнение, у кото¬ 
рого корнями были бы числа, обратные корням уравнения х г + рх-\~д = 0, 
Обозначим корни уравнения ж 2 4 рх 4 д = 0 через и и ѵ , тогда, по обрат¬ 
ной к теореме Виета, искомым будет уравнение ж 2 ф ах 4 Ь = 0 где 
а = -{ (1/й) 4 0/г?) ), Ь = 1/иг?. По теореме Виета из исходного урав¬ 
нения имеем —(и 4 г?) = р, га? == д. поэтому получаем а — р/д, Ь = 1/д. 
Ответ: дх 2 4 рх -Г 1 = 0. 

Упражнение 2.4. Уравнение ж 2 4 рх 4 д = 0 имеет корни и и ѵ. 

а) Выразите 1/и 2 4 1/г? 2 через р и д; 

б) Составьте квадратное уравнение с корнями и 4 г? и иѵ. 


ІЗ 













2.5 Целые корим 

Если у квадратного уравнения х 2 4 рх 4^ = 0 целые коэффициенты, то 
можно попробовать решить его в уме: здесь также помогают формулы 
Виета. 

Решим, например, уравнение х 2 + Зх + 2 = 0, Пусть и и ѵ — его 
корни, тогда по теореме Виета и + ѵ = —3, иѵ = 2. Если и — целое число, 
то ѵ — тоже целое, так как ѵ = — (3 4 и), В таком случае, так как 

= 2, то и должно быть одним из чисел —2, —1, 1, 2, Подставляя 
х = —2, убеждаемся, что это один из корней уравнения, тогда второй 
равен ~ = -1 (иот -(3 - 2) = -1). 

Обратите внимание, что здесь мы 'перебирали все такие целые числа 
и, что 2/и — тоже целое. Составить список их было легко: мы выписали 
все делители числа 2, то есть 2 и 1, а потом приписали эти же числа 
со знаком и —”. Если бы мы ограничились положительными делителями 
числа 2, то не нашли бы корней. 

Конечно, такой способ решения годится не для всякого квадратного 
уравнения. Зато похожим способом можно решить некоторые кубиче¬ 
ские уравнения (и уравнения более высоких степеней). 

Пусть и — целый корень уравнения с целыми коэффициентами х 3 + 
рх 2 + дх + г = 0. Перепишем равенство и 3 4- ри 2 4 ди 4 г = 0 как 
и(и 2 4 ри + д) = —г. Это значит, что —г разлагается в произведение 
двух целых чисел, одно из которых —и. Проверив все целые делители 
числа г, мы найдем все целые корни нашего уравнения- Осталось вспо¬ 
мнить, что теорема Везу позволяет разложить многочлен на множители, 
если известен хотя бы один его корень. Теперь мы можем полностью ре¬ 
шить каждое кубическое уравнение, у которого есть хотя бы один целый 
корень. 

2.6 Рациональные корни. 

Уравнение может иметь нецелые, но рациональные корни, их тоже не¬ 
сложно найти. Пусть кубическое уравнение с целыми коэффициентами 
ах 3 4- Ьх 2 + сх 4^ = 0 имеет рациональный корень. Запишем этот корень 
в виде несократимой дроби ѵ/и, где ѵ — целое число, а и — натуральное 
число, тогда аѵ 3 +Ьѵ 2 и+сгщ 2 +<іи 3 = 0. Отсюда аѵ 3 = — (Ъѵ 2 +сѵи + <1и 2 )и, 
поэтому аѵ 3 делится на и, а так как дробь ѵ/и несократима, то а делится 
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на и. Точно так же, записав ёи'* = —(еѵ 2 +Ьѵи+аѵ 2 }ѵ> получаем, что ё де¬ 
лится на ѵ. Поэтому, чтобы найти все рациональные корки, достаточно 
перебрать все дроби ѵ/и, где и — натуральный делитель старшего ко¬ 
эффициента уравнения, а ѵ — делитель свободного члена. 3 В частности, 
если старший коэффициент уравнения с целыми коэффициентами равен 
единице, то всякий его рациональный корень — целый. 

Рациональные корни уравнения с целыми коэффициентами 
имеют вид ѵ/и, где и — натуральное число, делитель старшего 
коэффициента, а ѵ — не обязательно положительный делитель 
свободного члена. _ ■ __ 

2.7 Раоложенме на множители методом неопреде¬ 
ленных коэффициентов 

Расскажем еще об одном способе разложения на множители многочленов 
с целыми коэффициентами. Здесь тоже используется делимость. Пусть, 
например, мы хотим разложить многочлен 2х 4 — х 3 — 2х 2 — 2х — 1 на 
множители с целыми коэффициентами. Если из него можно выделить 
сомножитель первой степени, то у соответствующего уравнения есть 
рациональный корень. Мы знаем, как искать рациональные корни — 
для данного уравнеция надо проверить числа ±1, ±1/2, среди которьгх 
корней не оказывается. Остается один вариант — два сомножителя, 
каждый — второй степени. Запишем, что 

2 х 4 — х 3 — 2х 2 — 2х — 1 = (ах* 3 + 6x4- с){Ы 2 + Іх + т), 

где а, 6, с, /, т — неизвестные нам пока числа. Вычисляя коэффициент 
цри х 4 , видим, что ак = 2, поэтому существует всего четыре возможно¬ 
сти: 

1) а = 2, * = 1, 

2) а = 1, к = 2, 

' 3) а - -1, к = -2, 

4) а = —2, к = —1. 

3 Процедура поиска целых и рациональных корней подробно проделана в девятом 
параграфе для уравнения Збж 3 4 2С^ 2 — Іх — 6 = 0. 
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Можно считать, что а = 1 и к = 2 (остальные варианты дают раз¬ 
ложения, отличающиеся знаком или порядком множителей). Теперь рас¬ 
кроем скобки и приравняем коэффициенты при соответствующих сте¬ 
пенях х в левой и правой частях равенства. Получим систему четырех 
уравнений с четырьмя неизвестными 6, с,го, / (мы учли, что а — 1 и 
к 2 ): 


ап — —1 

с/ + 6т = —2 
2с + т -I- Ы =- —2 
26-1-1 = -1 . 

Найти все решения этой системы сложно (это совершенно то же са¬ 
мое, что полностью решить исходное уравнение четвертой степени), ко 
мы ищем только целые решения, а это куда проще: так как ст — -1, то 
либо т = — с — 1, либо гл = 1, с = —1. Проверим сначала первую воз¬ 
можность. Если тп = — 1 , с — 1 , то получается система трех уравнений 
с двумя неизвестными 

1-6 = -2 
Ы = -3 
26-Н = -1 ; 

которая несовмееі на: из первого и третьего уравнений имеем 6 — 1/3, 
/ — —5/3, что противоречит второму уравнению. Осталась вторая воз¬ 
можность: т = 1 , с = — 1 , тогда получается система 

6-1 * -2 
Ы т -1 
26 4* / — — 1 , 

которая имеет решение 6 — — 1, I ~~ 1, что дает разложение 

2я 4 - х 3 - 2Л - 2х - 1={т 2 - х - 1)(2ж 2 + х + 3). 

Конечно, далеко не всякий многочлен можно разложить на множители 
с целыми коэффициентами. Например, для х 4 4- 1 = ( х 2 4- I ) 2 — 2т 2 = 
(зг — ѵ^2 • а 4- 1)(х 2 4- \/2 * х 4-1) соответствующая система уравнений не 
имеет решений в целых числах. Но уж если разложение существует, то 
таким способом оно будет найдено. 



Упражнение 2.5* а) Решить уравнение 2х 3 4* ж 2 4- Зх — 2 = 0; 

б) разложить на множители многочлен х 3 4- 2х 4-12; 

в) Решить уравнение х 3 4* (3 4- \/3)з 2 4- (7 4- 3\/3)х 4- 7\/3 = 0; 

г) решить уравнение х 4 4- 2х 3 — Зіаг 4- 4х + 4 = 0. 


8 Множества и условия 

Вся эта брошюра посвящена уравнениям и неравенствам. Тем не менее 
нам придется посвятить целый параграф отдельной, более общей теме. 
Дело в том, что многие трудные вопросы, связанные с решением урав 
нений и неравенств, мы будем разбирать на языке теории множеств. 


3.1 Основные понятия и обозначения теории мно¬ 
жеств 

В математике очень часто приходится уточнять, о каких именно объ¬ 
ектах или группах объектов идет речь. Например, теорема Пифагора 
относится ко всем прямоугольным треугольникам, а утверждение, что 
сумма углов треугольника равна 189° — к любым треугольникам. Для 
того, чтобы было удобно говорить о той или иной точно определенной 
совокупности объектов, в математике используется слово множество 4 , 
Например, “множество всех треугольников” означает только то, что 
речь идет о всех треугольниках, “множество китов в океане” — что речь 
идет о всех китах в океане. 

Описать множество можно разными способами. Множество, со¬ 
стоящее из небольшого числа объектов (эти объекты называют элемен¬ 
тами множества) удобно задать списком всех его элементов. Обычно 
этот список заключают в фигурные скобки. Например, 

{стол, стул, шкаф, облако] 

4 Сам по себе этот термин — множество — точного математического определения 
не имеет. Дело в том, что дать термину точное определение — значит объяснить его 
через другие термины. Использованные в определении термины также надо объяс¬ 
нить через другие термины и так далее. Рано или поздно нам потребуется принять 
некоторые термины, не объясняя их через другие. Термин .“множество” — один из 
исходных терминов, служащих для построения всей современной математики. 










или 

{1,2,4}. 

Если список элементов множества трудно или невозможно составить, 
то используют другие способы. Например, описывают правило, как по 
любому объекту определить, входит он в данное множество или нет. 
Так, в множество четных натуральных чисел входят только натуральные 
числа, причем именно те, что делятся на 2. 

Еще одни способ задать новое множество — ‘“изготовить” его из 
тех множеств, которые уже описаны. Это можно сделать разными спо- 
собами. Сейчас мы кратко опишем обозначения, принятые в теории 
множеств, и определим основные операции над множествами. Обычно 
(но не обязательно) множества обозначают большими латинскими бу¬ 
квами, а их элементы — маленькими латинскими буквами. Запись х € А 
означает, что х — элемент множества А (еще говорят ІІ х входит в А ь 
или и х принадлежит Л”). 

Пересечением множеств А и В называется множество, которое со¬ 
стоит из всех элементов, общих для А и В. Операция взятия пересечения 
обозначается П. Если у Аш В нет общих элементов, то их пересечением 
считается пустое множество. Пустое множество обозначается 0 м по 
определению не содержит ни одного элемента. 

Объединением множеств А и В называется множество, которое со¬ 
стоит из всех элементов, принадлежащих хотя бы одному из этих мно¬ 
жеств (при этом элементы, общие для А и В, входят в объединение по 
одному разу, а не по два). Операция взятия объединения обозначается 

и 

Упражнение 3.1. Объясните, из каких элементов состоят множе¬ 
ства Аи вѵ с, Ап в пС % (Аи В} П С ш если 1 

а) А — множество всех четных чисел, В — множество всех чисел, 
делящихся на 3, С — множество всех чисел, делящихся на 5; 

б) А множество всех видимых в Северном полушарии звезд, В — 
множество всех птиц на Земле, С — множество всех живых существ на 
Земле.. 

Если всякий элемент множества А является элементом множества В, 
то говорят, что А есть подмножество В і или что В содержит 4, и обо¬ 
значают ©то так: АС В или В Э А, 

Знак С очень похож н:;. <, и эго сделано специально — они обозна¬ 



чают схожие понятия. Ясно, что если А С В п В С С, то А С С; если 
А С В и В С А, то А ш В равны. 

Упражнение 3.2» Сопоставим каждому числу х подмножество чи¬ 
словой оси, состоящее из всех чисел, меньших ж. Обозначим это под¬ 
множество А % « 

а) Что за множество А% Г) Аз? 

б) Тот же вопрос про А 2 11 Аз? 

в) Какому числу соответствует множество А х 11 А х + 2 ? 

‘ г) Каким числам соответствуют множества А х П А у и А„? 

Упражнение 3.3* Из приведенных ниже шести утверждений одно 
является неверным. Укажите это утверждение и покажите на примере, 
что оно неверно (А, В и С обозначают произвольные множества). 

а) Если А С В у то А П С С В П С. 

б) Если А С В у то А Э С С В I) С. 

в) Если А П С С В П (7, то А С В. 

г) Ли (А П В) = А. 

д) А С А II В. 

е) А 11 (В П С) = (А и В) П (А II С). 

3,2 Условия 

Пусть М — множество, заданное некоторым условием, то есть правилом, 
позволяющим по любому объекту определить, является ли он элементом 
М. При этом подразумевается, что в М входят те и только те элементы, 
для которых это условие выполнено*. 

Например, достаточно сказать, что “М — множество всех, зеленогла¬ 
зых кошек” вместо того, чтобы произносить длинную фразу: объекты, 
являющиеся зеленоглазыми кошками, входят в множество М, а объекты, 
не являющиеся зеленоглазыми кошками — нет”. Кстати, в упражнениях 
3.1 и 3.3 множества были заданы именно с помощью условий. 

Важным для нас примером условия является любое уравнение или не¬ 
равенство. Например, уравнение ж 2 + 2|ж| = 7 — это условие, задающее 

5 Сам термин “условие” (как и термин “множество”) мы не определяем. В матема¬ 
тической логике этому понятию соответствуют термины “предикат"’ иш 'выскйдыва* 
нне, содержащее переменную”. При некоторых значениях переменной высказывание 
истинно, при других — ложно; первые входят в множество М, вторые — нет. 
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множество таких чисел ж, ддя которых х % 4* 2|х| = 7. Множество, опре¬ 
деляемое таким условием, называется множеством решений уравнения 
(неравенства). 

Не надо думать, что множество и задающее его условие — это одно 
и то же. Дело в том, что разные условия могут задавать одно и то же 
множество. Два условия, задающие одно и то же множество, называ¬ 
ются равносильными (еще говорят — эквивалентными). Равносильные 
условия могут сильно различаться по понятности ш удобству в работе, 
точно так же, как различаются для нас текст на незнакомом языке и его 
/ русский перевод. Например, условия х > 1 и ж і7 +х > 2 задают одно и то 
же множество, но первым из них пользоваться легче, чем вторым. Часто 
по условию бывает не так-то легко понять, какое именно множество оно 
определяет. В таких случаях приходится искать способ так преобразо¬ 
вать условие, чтобы получилось эквивалентное, но более удобное. В этой 
брошюре мы занимаемся условиями, записанными с помощью равенств 
и неравенств, эти условия обычно относятся к числам или наборам из 
нескольких чисел. Собственно говоря, решить уравнение (неравенство, 
систему) — это и означает: от условия, задающего “множество реше¬ 
ний” каким-то сложным образом, перейти к эквивалентному простому 
условию (х 6 (0;1); -1 < х < 2; (х,у) = {(1,2); (1, -2)} или что-то в 
этом роде). • г 

3.3 Составные условия 

Существуют м, наверное, известны Вам операции над условиями, соот¬ 
ветствующие операциям над множествами. 

Пусть X и У — два условия, тогда мы можем составить из них новые 
условия. Первое называется системой У и У и состоит в том, что 
должно быть выполнено каждое мз этих условий (“и X, и У”); второе, 
которое иногда называется совокупностью 1 и 7, состоит в том, что 
должно быть выполнено хотя бы одно из этих условий (“У или У”). Ясно, 
что системе X ш У соответствует пересечение множеств, определяемых 
X и У, а совокупности условий — объединение этих множеств. 

Чтобы запомнить термины “система” и “совокупность”, достаточно 
понимать, что в системе все входящие в нее условия рассматриваются 
как взаимосвязанные, а в совокупности условия сложены в кучу. 

Для записи составных условий принято следующее соглашение: все 



условия записываются одно под другим, при этом условия, входящие в 
систему, объединяются фигурной скобкой, а условия, входящие ь совокуп¬ 
ность, объединяются квадратной скобкой (впрочем, последнее обозначе¬ 
ние не общепринято; вместо него можно использовать слово или ). 

Упражнение 3.4» а) Обозначим условие “а — четное натуральное 
число” через X. Найдите не менее трех разных условий 1 таких, что 

система X и У задает множество {2,6}. 

б) Предложите три разных пары условии X и У, для которых сове 

купно сть 

‘ X 

, У 

задает множество всех океанов на Земле. 


союз 

операции над 

множествами 

название состав¬ 
ного условия 

обозначение со¬ 
ставного условия 

или 

объединение 

совокупность 

[ 

и 

пересечение 

система 

{ 


Пример. Условие х 2 4-2 = Зх задает множество {1; 2}; условие х-\-~ - 2| 
задает множество {1/2; 2}. Тогда 

а* 2 + 2 
х + 1/х 

задает множество (2), а 

х 2 4- 2 
х 4- 1/х 

задает множество {1/2; 1; 2}. 

3.4 Подмножества и следствие 

Еще одна важная связь между множествами и условиями, с которой, по¬ 
жалуй, следовало бы познакомиться в первую очередь, подмножество 
следствие. Пусть мы знаем, что условие X задает множество Л, условие 
У задает множество В, причем А С В. Это означает, ч го условие \ 
выполнено для любого х, дли которого выполнено условие X. В таких 













случаях говорят, что условие У следует т условия X (или еще говорят, 
что условие У является следствием условия X). 

Пример., Рассмотрим несколько условии, относящихся к многоуголь¬ 
никам. Обозначим через X условие “х — квадрат”, через У — условие 
х ромб”, черта 2 — условие “а? — прямоугольник”. Как известно, 
условия У т 2 являются следствиями условия X , ж тому же условие X 
равносильно системе условий У и 2. 

Упражнение 3.5. Докажите, что: 
а) система 



зг. ш валентна одному условию X в том и только в том случае, когда 
У следует из Л'. 

б) совокупность 


эквивалентна условию X в том и только в том случае, когда X следует 
из V, 

Упражнение 3.6. Пусть условия Хи У таковы, что всегда выпол¬ 
нено хотя бы одно из них. Докажите, что любое условие 2 эквивалентно 
акой совокупности систем: 

V 

Гг 

Утверждения, которые сформулированы в виде упражнений 3.5.а) и 
3.6. лег ко использовать для замены условий на эквивалентные: первое 
означает, что если мы добавим к к&кому-ниоудь условию его следствие, 
то получим систему, равносильную исходному условию, второе дает воз¬ 
можности “разбирать случаи”. Например, пусть 7> — условие х 2 — \ ,Х 

условие х < О, У условие х > 0, тогда 2 равносильно совокупности 
условий 

Г * 2 = 1 

\ X < О 
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( х 2 = 1 

1 X > 0 . 


Именно так обычно решают уравнения и неравенства, содержащие 
выражения “с модулем” (абсолютной величиной). Например, уравнение 
х 2 — 4 = |ж + 2| равносильно совокупности систем 

| х 2 - 4 , = + 2| 

1 х > —2 


І х 2 - 4 = !х 
\ ж" > -5 

х 2 - 4 = \х 
\ х < -5 


Г х 2 - 4 = I* + 2| 

\ х <С —2 

Заметьте, кстати, что условия X и У не обязаны быть взаимоисключа¬ 
ющими: если во второй системе взять х < —2, то мы не приобретем 
лишних корней исходного уравнения, просто корень х = —2 будет най¬ 
ден дважды. 


4 Кое-что о неравенствах 
4.1 Свойства числовых неравенств 

Для начала напомним Вам основные свойства неравенств. Большинство 
из них аналогичны соответствующим свойствам равенств, за важным 
исключением свойства 4 (на положительное число умножать обе части 
неравенства можно безболезненно, а при умножении на отрицательное 
число знак неравенства “переворачивается”), 

1. Для любых чисел а и Ь верно одно и только одно из утверждений 
а < 6, а = Ь, а > Ь, 

2. Если а < Ь и 6 < е, то а < с. 

3. Если а < 6, то а + 4 < Ь + д для любого д. 

4. а) Если а < Ь и Л — положительное число, то А а < А Ь. 
б) Если а < Ь и А — отрицательное число, то Аа > А6. 

5. Если а < 6, с < д, то а + с < Ь 4- с&| 

6. Если 8 а, 6, с и д — положительные числа, а < 6, с < то ас < ЫІ 
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7. В пунктах 3, 4 ко неравенства а < Ь получается новое, равносиль¬ 
ное исходному. 

В пунктах 2, 5 и 6 из двух неравенств получается новое, не равно¬ 
сильное исходным. 

8. Утверждения, записанные в пунктах 2, 3, 4а, 5, 6 остаются вер¬ 
ными, если вместо < подставить любой из знаков <, =,>, >. 

9. Утверждение, записанное в пункте 46, остается верным, если вме¬ 
сто < подставить любой другой знак неравенства, а вместо > — “про¬ 
тивоположный" ему знак. Например, если а > 6, Л < 0, то Ха < ХЬ , 

Мы будем также предполагать, что Вы умеете решать “квадратные 
неравенства” наподобие б.т 2 — 7а* + 1 <0 или х 2 — х 4- 1 > 0. Если вы 
чувствуете себя в этом неуверенно, повторите этот материал по своему 
школьному учебнику. 

4,2 Что значит решить неравенство? 

Решая неравенство с одной переменной, например, х 2 > х или х + \ < 2, 
мы стремимся “расшифровать” его — описать множество тех чисел, ко¬ 
торые удовлетворяют данному неравенству. Обычно список элементов 
искомого множества составить нельзя — оно оказывается бесконечным. 
Например, условию х 2 > х удовлетворяют все натуральные числа (и не 
только они). Чтобы описывать бесконечные числовые множества, по¬ 
ступим следующим образом: будем собирать их из “кирпичиков 1 ’ — чи¬ 
словых множеств, задающихся простейшими неравенствами. Сначала 
приведем примеры “кирпичиков' 1 вместе с их названиями, общеприня¬ 
тыми обозначениями и с неравенствами, задающими эти подмножества 
числовой прямой. 

А. Подмножество, состоящее из одной точки 1: 

{ 1 }, 1 <*< 1 

- —— — ———— 

1 

Б. Направленный вправо луч с началом в точке 0, включая эху точку: 
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к , і 


Ж. Отрезок с концами 0 и 1, за исключением обоих концов: 

(0; 1), 0 < х < 1 

—__ 


Нетрудно понять принцип обозначения: в скобках записывают сна¬ 
чала левый конец множества, а потом, через точку с запятой, правый, 
причем возле принадлежащего данному множеству конца ставится ква¬ 
дратная скобка, а возле конца, не принадлежащего данному множеству 
— круглая. У направленных влево лучей левым концом считается “минус 
бесконечность*’ —оо, у направленных вправо — правым концом счита¬ 
ется “плюс бесконечность” оо. Кстати, множества вида (а; Ь] и [а; Ь) 
называют полуинтервалами, а множества вида (а; Ь) — интервалами; 
слово отрезок всегда обозначает множество вида [а; 6]. Точку тоже 
можно считать отрезком, например, точка 1 является отрезком [1; 1], но 
так обозначать точки не принято, потому что запись {1} короче. Мы 
будем называть промежутком любое подмножество числовой прямой, 
если оно — точка, отрезок, интервал, полуинтервал или луч (неважно, 
с концом или без). Оказывается, что практически любое естественное 
подмножество числовой прямой можно представить в виде объединения 
конечного числа неперееекающихся промежутков (подробно этот вопрос 
обсуждается в дополнении в конце брошюры). Примем следующее согла¬ 
шение: записывать подмножества прямой в виде объединения непересе- 
кающихся промежутков. В тех редких в школьной практике случаях, 
когда это невозможно, будем использовать просто любое удобное описа¬ 
ние подмножества. Итак 

Решением неравенства (или системы неравенств) с одним неиз¬ 
вестным называется запись определяемого им числового множества 
в виде объединения непересекающихся промежутков. 



і 


Как решать вадачи, связанные с неравенствами? 

При решении неравенств часто помогают те же идеи разложения на мно¬ 
жители и подстановки, которые полезны при решении уравнений. 

► 

4.3 Разложение на множители 

Запишем неравенство 

.1 

X 4 + Зх 2 - 4х < х ? 8Іпх + За** 8Іпа -4віпа 

в виде (зіп а-а)(аЧЗа-4) > 0. Это означает, что либо оба сомножителя 
отрицательны, либо оба сомножителя положительны, поэтому решение 
неравенства сводится к решению совокупности двух систем неравенств 

зіп х — х < 0 
я 3 4- Зх — 4 < 0 
йіп х — х > 0 
^ х 3 + Зх — 4 > 0 

При большом числе сомножителей выписывать все системы нера- 
венств (при трех сомножителях систем будет уже четыре, а при четыре 
— восемь), решать их, а потом собирать вместе решения всех систем 
бывает неудобно. Здесь может помочь так называемый метод интер¬ 
валов* 

4.4 Метод интервалов 

Решим неравенство 

ф- 1)(а? + 2) 0 

(я + 1){х + 1) 

Отметим на числовой оси все те точки, где обращается в 
какой-нибудь сомножитель числителя или знаменателя. Эти точки 
{1; 0;_1; -2} — разбивают числовую ось на промежутки, на каждом из 

которых функция 

х(х — і)(т Ч- 2) 

(х -I-1)(#,+ 1) 

не меняет своего знака. 














Теперь можно без труда определить знак исследуемой функции на 
каждом ш этих промежутков. На луче (1,4-со) все множители поло¬ 
жительны, значит, положительно и произведение. Поставим над этим 
лучом знав. “плюс" и перейдем к его соседу — интервалу (0,1): знак 
у (х — 1) сменился на противоположный, а остальные множители (те, 
которые не обращаются в нуль в точке х =* 1) остались положитель¬ 
ными. Значит, на (0,1) исследуемая функция отрицательна, ставим над 
этим интервалом “минус'”. При переходе от (0,1) к (—1,0) и от (—1,0) к 
(—2, —1) знак снова будет меняться, а вот переход от (—2, —1) к (—оо, —2) 
не приносит изменения знака: в точке х = — 2 обращается в нуль мно¬ 
житель (х + 2) 3 , который положителен и справа и слева от этой точки. 
В результате мы получили такую картинку: 



4 - 


+ 
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Остается выписать ответ: 

(—(х); -2) I! (-2; -1) V (0; 1). 

При решении нестрогого неравенства необходимо еще отдельно пере¬ 
брать концы интервалов и включить в ответ все те, в которых функция 
определена и равна нулю. Например, ответом к неравенству 

д(х - 1)(х 4- 2 ) - 

(х + 1)(х + 1) ~ 

будет {-2} СІ (—1,0] II (1,+оо). 

4.5 Подстановка 

Подстановка используется точно так же, как и для уравнений: если 
неравенство удается записать в виде /(Н(х)) > д{Іі(х )), то оно сво¬ 
дится ж условию Н(х) € М, где М — множество решении неравенства 
/( х ) > д(х). Например, неравенство т 2 +2|а:|—3 > 0 подстановкой у = |.т| 
сводится к неравенству у 2 + 2у — 3 > 0, которое дает у < — 3 или у > 1. 



Условие |х| < —3 определяет пустое множество, условие |х| > 1 дает 
х < — 1 или х > 1. 

4.6 Пр еобразованшЕ неравенств 

Главное, что необходимо уметь делать при решении любых задач, свя¬ 
занных с неравенствами, это переходить от одних неравенств к другим, 
как правило, равносильным. Иначе говоря, надо не только разобраться 
в том, как из неравенств получать следствия, но и выяснить, возможно 
ли из этих следствий получить исходные неравенства. Основой всех 
рассуждений служат при этом свойства числовых неравенств. Правда, 
путь последовательного преобразования неравенств “от самого начала 
до конца' может оказаться очень длинным и трудном. Дело значительно 
упрощается, если иметь, как гроссмейстер, "домашние заготовки’* 
запас заранее доказанных утверждений о неравенствах. Чанде всего ис¬ 
пользуются два типа таких заготовок. К первому типу заготовок от¬ 
носятся функции, “в которые можно подставлять неравенства”. Точнее 
говоря, функция / называется возрастающей, если из неравенства а > Ь 
следует неравенство /( а) > /( Ь ). Такие функции постоянно использу¬ 
ются не только при решении неравенств, но также и при доказательстве 
неравенств, при поиске наибольших и наименьших значений и даже при 
решении уравнений. Возрастающим функциям посвящен следующий па¬ 
раграф. 

Второй тип заготовок — тождественные неравенства. Неравенство 
называют тождественным, если оно выполнено при любых допустимых 
значениях входящих в него букв. Именно о тождественных неравенствах 
идет речь в задачах, где требуется доказать неравенство 

Докажем неравенство |а+о| < |&| + |6|. Сложив неравенства —|а| < а < 
\а\ и -|6| < Ь < |6|, получим —(|а| + |6|) < а + 6 < \а\ + |Ь|, откуда следует 
требуемое. (Вообще, из неравенства —х<у<х следует —х < —у < х у 
а так как)у|равен одному из чисел у и -у , то и \у\ < х). 

Докажем неравенство ||п| — |6|| < |а — Ь\. Запишем неравенства |«| = 
\а — Ь + Ь\ < |«*-$| + Щ и \Ь\ = \Ь-и + а\< [«-&( +И> откуда -\а-Ь\ < 
\Ь\-\о\<\а-Ь\и\\Ь\-\а\\<\а-Ь\. 

Упражнение 4.1. Определите, при каких а и Ь неравенство \а + Ь\ < 
|а| 4- \Ь\ превращается в равенство. 

Упражнение 4.2. Определите, при каких а и Ь неравенство ||а] — 
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\Ц\ < \й — Ь\ становится строгим (т.е. остается верным, если < заменить 
на <). 

Упражнение 4.3. Функция г двух переменных а и Ь такова, что 
г(д,6) = г(6,а) и г(а,6) + г(6,с) > г(а,с) для любых чисел е,6, с . Дока¬ 
жите, что г(а, Ь) > |г(а, с) — г(6, с)| для любых а, Ь, с. 

Упражнение 4.4. Докажите неравенства: 

а) а + Ь-с| < |а + Ь + с|; . 

б) * 2 -і|<|ж*-1| + |і-1|. 

Если аі,...,&я — неотрицательные числа, то их средним арифмети¬ 
ческим называется число 


Щ -4- ... -Н а п 
п 


— их сумма, деленная на количество, а средним геометрическим назы¬ 
вается 



— корень п-ой степени из произведения этих чисел. Оказывается, что 
всегда выполнено неравенство 



( а і 4- ♦ -т 4~.а Л ) 
. п 


причем равенство достигается тогда и только тогда, когда й\ = ... = а п . 
Мы не будем доказывать это неравенство для любого щ но докажем его 
для случаев п = 2, п = 4 и п — 3, которых обычно достаточно для 
школьных потребностей, ііо поводу доказательства для любого п см. 
ниже упражнение 4.7. 

Для двух чисел х > 0 , у > 0 нам надо доказать неравенство у/ху < 
Так как 



то требуемое неравенство равносильно очевидному ( у/х — у/у ) 2 > 0, ра¬ 
венство $ котором достигается тогда и только тогда, когда у/і = х /у. 
Для четырех чисел ж>0, у>0, г>0, і>0 поступим так: 
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А вот теперь легко будет доказать неравенство для трех чисел а; > 0, 
У > 0, г > 0: воспользуемся уже доказанным неравенством для четырех 
чисел, а числа возьмем такие: х, % % ^/хуг. Получим 



Так как 

мы получили неравенство 

4 %/щі <х + у + г + 3/хуг, 



что равносильно требуемому 


у/хуг < 


х + у + % 


Упражнение 4.5, Докажите, что : 

а) если произведение трех неотрицательных чисел равно единице, то 
их сумма не меньше трех; 

б) если х > 0, то 


< 


1 + За: 


Упражнение 4.6. Докажите, что если 0 < х < у, то 

2 ,— ^ х + у к 

я < т —I < у/ху < -у- < У • 

х ' у 


Упражнение 4.7. а) Докажите неравенство между средним ариф¬ 
метическим и средним геометрическим для п = 8. 

Укаеание. Посмотрите, как мы вывели неравенство для п = 4 из 
неравенства для п = 2. 

* Если у Вас получилось это упражнение, то Вы поймете, как доказать 
неравенство и для п = 16,32,64, 

б) Докажите неравенство между средним арифметическим и средним 
геометрическим для п = 7. 

Указание. Посмотрите, как мы вывели неравенство для п = 3 из 
неравенства для п = 4. 
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Комбинируя методы из пунктов а) и б), можно доказать неравенство 
для любого п. 

Упражнение 4.8. Какой наибольший объем может имеіь ящик, име¬ 
ющий форму параллелепипеда, у которого длина втрое больше ширины, 
а сумма высоты, длины и ширины равна 16? 

5 Возрастающие функции и их свойства 

Возрастающими называются такие функции, значение которых увели¬ 
чивается при увеличении значения аргумента. Точнее говоря, функ¬ 
ция / называется возрастающей, если из неравенства а < Ь следует і * * * * 6 
/(а) < /(6). Ясно, что график возрастающей функции имеет очень спе¬ 
циальный вид: если идти по нему слева направо, то придется все время 
подниматься вверх. Вот два примера графиков возрастающих функций: 



і 

Упражнение 5.І. Какие из перечисленных функций являются воз¬ 
растающими: а) Дх) = 1, б) /(.г) = т,'в) }{х) = 1 — г) Дх) = 1 - 1 - 2 , 
д) Дх) = 1/(ж 4* 3), е) Дх) = |*|, ж) Дх) = х - 2, о). Дх) = 2х 4- |х|? 

Решение пунктов б) и е) упражнения 5.1. 

б) Функция Дх) = х — возрастающая: для Дх) — х неравенства 

а < Ь и Де) < /(!>) есть просто одно и то же неравенство. 

6 Конечно, числа а и Ь должны входить в область определения функции /. 
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е) Функция Дх) = |х| не является возрастающей, потому что 
/(-1) = /(1), а у возрастающей функции должно быть /(-1) < /(!)* 
Замечание» Представьте себе, что мы хотим узнать, является ли 
данная функция / возрастающей. Для ѳт^го мы берем одну за другой 
все возможные пары чисел а и Ь 7 для которых а < Ь } щ сравниваем /(а) 
с /(6). Как только обнаружится кара, для которой Да) > /(&). то 
проверка закончится — функция / не является возрастающей. Есжі же 
такая пара пока не обнаружилась,, но еще не все возможные пары про¬ 
верены, это вовсе не значит, что функция возрастающая. Количество 
возможных пар неравных чисел а щ Ь из области определения функции у. 
как правило, бесконечно, вот почему для доказательства предположения, 
что / возрастающая, необходимо использовать какие-нибудь общие рас¬ 
суждения, а для опровержения этого предположения достаточно одного 
примера. Именно поэтому решения пунктов б) и е) совершенно разные. 

5Л Свойства возрастающих функций 

Перейдем к обещанным замечательным свойствам возрастающих функ¬ 
ций. Мы приводим только примеры “работы” этих свойств, а строгие 
математические формулировки и доказательства этих свойств (в виде 
теорем), которые вообще-то необходимы, чтоб ими обоснованно поль¬ 
зоваться, обдумайте сами (доказательства очевидны и легко следуют из 
свойств числовых неравенств). 

Свойство первое, которое незаменимо при решении неравенств, 
очень похоже на определение. Если / возрастающая функция, то не¬ 
равенства а < Ь и /(а) < Д 6) равносильны'. Действительно, если из¬ 
вестно, что / — возрастающая функция и Да) < }(®)ч то не может быть 
ни а — Ь (иначе было бы Да) = /(6)), ни а > Ь (было бы Да) > ДЬ)). 
Остается а < Ь. 

Пример. Поверим пока, что функция Дх) = х і7 + х возрастающая и 
решим неравенство х 17 4- х > 2. Его можно записать .в виде ^ (х) > /(1)» 
Так как /(1) = 1 + 1 =2, значит, неравенство /(х) > /(1) равносильно 

условию х > 1. - •’ 

Упражнение 5.2, Докажите, что для возрастающей функции / не¬ 
равенства а < Ь и Да) < Д6) равносильны. 

7 Конечно, для а и 6 ио области определения функции /. 


33 












Свойств© второе. Чтобы найти все решения уравнения /(.г) = с, в 
котором функция / — возрастающая, достаточно узнать любым спосо¬ 
бом (хоть угадать) один корень — уравнение /(а?) = с не может иметь 
больше одного решения. Это позволяет иногда решать такие уравнения, 
для которых нет никакого общего способа решения. 

Пример. Уравнение х 17 +х = 2 имеет корень х = 1. Вообще говоря, у 
уравнения 17-ой степени может быть даже 17 корней, поэтому от знания 
одного корня обычно еще далеко до полного решения уравнения. Однако 
уравнение ж 17 + х = 2 имеет не более одного корня, а один корень уже 
найден. 

Свойство третье. Наибольшее и наименьшее значения возра¬ 
стающей функции, заданной на отрезке, достигаются в концах отрезка 
(наибольшее — в правом юнце, наименьшее — в левом). Чтобы их 
найти, достаточно вычислить значения функции в этих концах. 

Известно, что искать максимум функции непросто — он может су¬ 
ществовать, а может и не существовать; если он существует, то может 
достигаться в одной точке, может в нескольких, а может в бесконечном 
числе точек — примеры Вы без труда построите сами. Но с возрастаю¬ 
щей функцией, заданной на промежутке, эти неприятности невозможны. 

Пример. Пусть А = [0,1], В = ( 9 , 1]* С = (0,1). На множестве 
А наибольшее значение функции /(я) = 2х достигается при х — 1, а 
наименьшее при х = 0, на В — наибольшее значение при х = 1, а 
наименьшего нет, потому что нет наименьшего аргумента, на С нет 
ми наименьшего, ни наибольшего значения аргумента, значит нет ни 
наибольшего, ни наименьшего значения функции. 

Давайте пополним наши запасы возрастающих функций. Легче всего 
делать новые возрастающие функции из уже известных, но сначала 
надо набрать хоть небольшое количество исходных возрастающих функ¬ 
ций. Пока нам достоверно известна только одна возрастающая функция 
/(*) = х. 

Рассмотрим выражение х п , где х — положительное число, а г? — 
целое. 

Упражнение 5.3. Доказать, что если п > 0, 0 < а < Ь, то а п < Ь п . 

Упражнение 5.4. Доказать, что если п < 0, 0 < а < 6, то а п > Ь п . 

Упражнение 5.5. Доказать, что если 0<с<1,&<1,& — целое, 
то с к > с 1 . 

Решение упражнения 5.3. Неравенства с положительными числами 
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можно почленно перемножать, возьмем п штук неравенств а < Ь и пе¬ 
ремножим, получим требуемое 8 . 

Решение упражнения 5.6. Воспользуемся только что доказанным 
неравенством а л < подставив вместо Ь единицу. Получим верное для 
любого натурального п и любого а, меньшего 1, неравенство а п < 1 п = 1, 
в частности при а = с, п = 1 — к (1 > к 1 значит п > 0 натуральное 
число) имеем с 1 ”* < 1. Умножим обе части этого неравенства на поло¬ 
жительное число с и получим требуемое с 1 < с к . 

Теперь у нас есть два набора возрастающих функции: 1) /( х ) = х п 
с натуральными п и 2 ) /(п) = а п с 1 < а. Функции из первого на бора 
определены на множестве положительных чисел, функции из второго 
на множестве целых чисел. 

Рассмотрим теперь х п с натуральным п как функцию на всей число¬ 
вой прямой. 

Упражнение 5.6. Доказать, что для нечетного натурального п 
функция /( х ) = х п возрастающая. 

Упражнение 5.7, Доказать, что для четного натурального п функ¬ 
ция /(а?) = х п не является возрастающей. 

Решение упражнения 5.6. Надо доказать, что при нечетном п для 
любых а и Ь т условия а < Ь следует а п < Ь п < Поскольку п — нечетное 
число, то а п имеет тот же знак, что и «, Ь п — тот же знак, что и Ь. Из 
этого ясно, что если а и 6 разных знаков, или одно из них ноль, то тре¬ 
буемое неравенство выполнено. Осталось рассмотреть два случая 1) а 
и Ь положительны, 2) а и 6 отрицательны. Первый случай уже разобран 
— это упражнение 5.3. Второй случай: если я и Ь отрицательны, то —а 
и — Ь положительные числа, причем —а > —6, значит (-*а) п > ( — Ь) П . Так 
как п — нечетное число, то (— а) п = —а п ,(—Ь) п = —Ь п } а неравенство 
— а п > —Ь п равносильно требуемому. 

5.2 Изготовление возрастающих функций 

Теперь перечислим несколько способов размножения возрастающих 
функций. Сначала напомним, как вообще можно изготовить из функций 
новые функции. Если /(а) и д(х) — функции, а с — число, то функции 

8 Для совсем аккуратного доказательства надо пользоваться методом математи¬ 
ческой индукции. 







/ + С, / 4 д, с/, / • д, /(д) определяются так: (/ 4 с)(х) = Дх) 4 с: 
(/ 4 5 )(х) = Дх) 4 *(*), (с/)(х) = сДх)І {/ • д)(х) = /(*> • Ф>< 

(/(«))(*) - КФ))- . . „ . 

Пусть, например, Дх) = 2х, р(х) = х , с = 5, тогда / 4 с — 2х 4 о, 

/ 4 д а Ж* 4 2х, с/ = 10х, / -5 = 2х 3 , Др(х)) = 2х 2 , Д/(х)) = 4х 2 « 

Способ І. Если / — возрастающая функция, то для любого числа с 
функция / + с — тоже возрастающая. 

Способ 2* Если / — возрастающая функция, а Л — положительное 
число, то и Л/ — возрастающая функция. 

Способ В. Если / н д — возрастающие функции, то и функция / + $ 
возрастающая. 

Способ 4. Если { ш д — возрастающие функции, то и функция Л, 
определенная формулой /і(х) = /(д{х)) 9 возрастающая. 

На самом деле способ 4 дает множество отдельных рецептов изгото¬ 
вления новых возрастающих функций, которые получатся, если вместо / 
и д выбирать конкретные функции. Например, мы знаем, что }{х) = х э 
— возрастающая функция, значит из любой возрастающей функции д 
получаем возрастающие функции /(д{х)) = д 3 (х) и д(/(х)) = д(х 3 ). 

У возрастающих функций есть близкие родственники — убывающие 
функции. Их свойства легко вывести из следующего факта (если хотите, 
его можно считать Ьпределеняем): функция / является убывающей тогда, 
и только тогда, когда -/ является возрастающей. 

Естественно спросить, зачем тратить столько времени на возраста¬ 
ющие функции, если большинство функций не возрастает и не убывает, 


а ведет себя вот так — график идет то вверх, то вниз. Дело в том, что 



почти любая функция на достаточно маленьком отрезке является или 
возрастающей^ иди убывающей. Поэтому все, что мы узяалм про воз¬ 
растающие и убывающие функции, очень пригодится для исследования 
любых функций, как Вы увидите в последующих параграфах. 

Удобный способ выяснять, является ли функция возрастающей, Вы 
получите, когда познакомитесь с понятием “производна^ 5 1 
Упражнение 5.8. Решите уравнения: 

а) у/х + 6 + у/ х + 15 + у/х — 1 = 12; 

б) \/х + 8 = ѵ^І 00 — х. 

6 Угадывание решений и некоторые хи¬ 
трости* 

Если не удается решить уравнение каким-нибудь общим способом, то 
приходится искать иные пути. В частности, можно просто предъявить 
список корней уравнения и доказать, что, во-первых, данные числа явля¬ 
ются корнями уравнения и, во-вторых, других корней нет. 

Пример. Уравнение х 3 + 2 х = 1 имеет корень х = 0, а другие быть 
не может, потому что у = х 3 + 2 х — возрастающая функция. 

















6.1 Гадаем на графиках 

Пусть задано уравнение /(а?) = д(х). Спрашивается, как можно подо¬ 
брать корни и убедиться, что других нет. Угадать корни, конечно, как 
правило, нельзя (иначе большая часть науки об уравнениях никогда бы 
не появилась из-за ненадобности), но, приложив достаточные усилия, 
удается определить количество корней и даже вычислить их приближен¬ 
ные значения с любой точностью. Прежде всего полезно представить 
себе, а лучше — достаточно аккуратно нарисовать на одном чертеже- 
графики функций у = /(*) и у = д{х). Их точки пересечения соответ- 
ствуют корням уравнения. 

Действительно, если точка (а, Ь) лежит и ка графике у = /{х) у и на 
графике у = $(ж), то /{&) = Ь и д{й) = 6, то есть абсцисса точки пересече¬ 
ния графиков является корнем уравнения /( х ) = д(%)* И наоборот, если 
и — корень уравнения Ди) = #(и), то точка (и,/(и)) совпадает с точкой 
(и,#(и)) и лежит на пересечении графиков у — / к х) и у = д(х). В част¬ 
ности, если д(х) — это нулевая функция, то ее график — ось абсцисс, 
и корни уравнения Дх) = 0 — это в точности абсциссы пересечении 
графика /(ж) с осью абсцисс. 

Так как графики нельзя нарисовать абсолютно точно, то их точки пе¬ 
ресечения также можно определить только приближенно. Больше того, 
если мы захотим воспользоваться каким-нибудь фактом о взаимном рас¬ 
положении графиков, например, тем, что парабола у = х лежит над 
прямой у = 2ж — 3, то этот факт все разно придется доказывать, а сами 
графики смогут послужить лишь в качестве иллюстрации. 

Поэтому, поняв с помощью графика, сколько у уравнения корней и где 
примерно они расположены, мы должны будем точно сформулировать и 
доказать соответствующие утверждения. Это значит, что, ориентиру¬ 
ясь по графику, мы разобьем числовую прямую на промежутки, и про 
каждый надо будет или доказать,.что на нем есть корень, или доказать, 

что на нем нет корней. 

і.2 сделать мэ дѳгадкм доказанное утвержде¬ 

ние' 

Для доказательства существования корней обычно пользуются так на¬ 
зываемой непрерывностью входящих в уравнение функций и теоремой 


о промежуточном значении, которая утверждает, что если непрерывная 
на отрезке функция на одном конце отрезка принимает отрицательное 
значение, а на другом-положительное, то в каком-нибудь точке отрезка 
эта функция равна нулю. Доказательство этой теоремы (как и точное 
определение понятия непрерывной функции) выходят за рамки нашей 
темы, поэтому мы просто примем, что она верна для всех многочле¬ 
нов. Иначе говоря, в пределах этой брошюры считается (и этим можно 
пользоваться при решении задач), что если Р(х) - многочлен, причем 
Р{а) < О, Р(Ь) > 0, то на отрезке'с концами а и Ь уравнение Р(х) == О 
имеет хотя бы один корень. 

Кстати, если для функции Да?) верна теорема о промежуточном значении, 
то неравенства Да?) > 0 можно решать методом интервалов. Действительно, 
между соседними корнями уравнения Дат) = 0 все значения функции Дж) од¬ 
ного знака — иначе были бы еще корни. Поэтому остается решить уравнение 
Дж) = 0 и определить знак Д х ) на каждом из получившихся промежутков. 

Чаще всего удается убедиться в отсутствии корней уравнения /(ж) = 
д(х) на данном промежутке, доказав или неравенство Дж) < д{х), или не¬ 
равенство Да?) > д(х). Например, уравнение |# 4 — х 2 \ = т 2 + а: 4 -И можно 
решать обычным способом — избавиться от знака модуля и решать 
получающиеся уравнения, но это совершенно излишне: из неравенства 
|а + Ь\ < |а| 4- |Ь| следует, что \х А — х 2 \ < ж 2 + я 4 < х 2 + х 4 + І, поэтому 
уравнение решений не имеет. 

Упражнение 6.1. От графика многочлена у = Р(&), нарисованного 
когда-то карандашом, осталось всего несколько точек: (—2,2), (—1,0), 
(5,6), а остальные стерлись. Какое наименьшее количество корней мо- 
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жет быть: а) у уравнения Р(х) =1? 6) у уравнения Р(х) = 6? 



Доказав, что корень существует, мы еще не узнали, сколько же на 
данном промежутке корней у нашего уравнения /(х) = д(х). Утвер¬ 
ждать, что корень ровно один, можно, например, в том случае, когда 
известно, что корни существуют, а функция /(х) — <Дх) на всем дан¬ 
ном промежутке возрастает, или, наоборот, на всем данном промежутке 
убывает — в этом случае она может принимать значение 0 только один 
раз. 

в.З Пример! кубические уравнения 

Выясним в качестве примера, сколько корней у кубического уравнения 
ж 3 + ах 2 + Ьх + е = 0. Вы знакомы с графиками таких функций по теме 
“Функции а графики”. У любого кубического уравнения есть хотя бы 
один корень. Это объясняется тем, что при достаточно больших положи¬ 
тельных х число х 3 больше значения любого квадратного трехчлена. По¬ 
этому при больших положительных значениях х функция х 3 -| -ах 1 і Ьх с 
положительна, а при больших по абсолютной величине отрицательных 
х эта функция отрицательна. 

Чтобы точно определить число корней кубического уравнения, потре¬ 
буются дополнительные усилця» Разберем типичный случай — найдем 
количество корней уравнения х 3 — Зх + Ь = 0, где Ь — произвольное 
число» Запишем уравнение как Р(х) = —6, где Р(х) = х 3 — Зх, то¬ 
гда корни этого уравнения определяются точками пересечения графика 


функции у = Р(х) с горизонтальной прямой у = -к По графику функ¬ 
ции у = х 3 — Зх легко увидеть, что он как бы составлен из трех кусков: 
(—оо, —1], [—1,1], [1,оо). На первом кусочке — на множестве всех чисел, 
не превосходящих —1 — эта функция возрастает, на втором — при х от 
— І до 1 — убывает, а потом — снова возрастает. Чтобы обосновать 
это наблюдение, запишем разность 

Р(н) - Р(ѵ) = ѵ 3 - ѵ 3 - 3(п - ѵ) = (и - Ь){и л + иѵ + ѵ 2 - 3). 

I 

Пусть и < ѵ, тогда первый сомножитель всегда отрицательный. Если 
и < — 1 и V < — 1, то и 2 > 1, иѵ > 1 и ѵ 2 > 1, тогда второй сомножитель 
положителен и Р(и) — Р(ѵ) < 0. Значит, на множестве чисел, не пре¬ 
восходящих — 1, функция Р(х) — возрастающая. Точно так же можно 
убедиться, что Р(х) — возрастающая на множестве чисел, не меньших 
единицы, и убывающая на отрезке —1 < х < 1. Таким образом, уравне¬ 
ние Р(х) = - 6 может иметь на каждом из множеств х < -1, -1 < х < 1 
и 1 < х не более, чем по одному корню. 

Теперь ясно, что наибольшее и наименьшее значения функции Р(х) 
на отрезке между ее корнями принимаются соответственно в точках 
х — — 1, Р(— 1) = 2 и х = 1,Р(І) = —2. Поэтому прямая у = й пересекает 
график функции у — Р(х) в одной точке при хі > 2 или (І < —2, а при 
-2 < <і < 2 — в трех точках. При А = 2 эта прямая касается графика в 
точке с координатами (—1,2) а пересекает его в точке с координатами 
(2,2), а при сі = —2 касается в точке (1, -2) и пересекает в точке (—2, —2). 
Итак, уравнение х 3 — Зх = —Ь имеет одно решение при |6| > 2, два 
при \Ь\ - 2 и три — при Ь < 2. Заметьте, что при изменении знака Ь 
количество корней не меняется. Это и не удивительно — график Р(х) 
симметричен относительно начала координат, так как Я(—х) = —Р(х), 

Упражнение 6.2. Докажите, что любое кубическое уравнение ах 3 Ь 
рх“ + дх -Ь г = 0 заменой х = ку + /, где к к / — числа, к ^ 0, может быть 
сведено к одному из трех типов уравнений: 

у 3 - %У + Ь = 0 ; 

у 3 +Ъ = 0; 
у 3 + Зу + Ь~0. 

Упражнение 6.3. Сколько корней может иметь уравнение х 3 + Зх ф 

6 = 0 ? * ' ^ 
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6»4 Ищем приближенные знамени жорней 

Когда мы ©наем “небольшой” (по каким-либо меркам) отрезок, на кото¬ 
ром лежит корень решаемого уравнения, то любая точка этого отрезка 
может считаться приближенным значением корня. Корень находится 
где-то на отрезке, поэтому ошибка, такого приближения не больше длины 
отрезка, какую бы точку мы ни взяли. Если взять в качестве приближен¬ 
ного значения корня середину отрезка, на котором он лежит, то ошибка 
не будет превосходить половины длины отрезка. Если нас не устраивает 
точность приближения, то ее легко улучшить: поделим отрезок пополам 
и выясним, в какую половину попал корень. Ори необходимости деление 
отрезка можно повторять еще и еще. 

Исследуем, например, уравнение х в 4- х = 3. Функция Р(х) = х 5 4- х 
возрастающая, поэтому уравнение имеет не более одного корня. Так 
как РГІ) = *2 и Р( 2) = 34, то корень существует и находится на от¬ 
резке [1,2]. Тогда остается считать значения Р(х): Р(1,5) = 9,09375; 
Я(1,3) = 5,01293; Р(1,1) = 2,71051. Отсюда ясно, что корень находится 
на отрезке [1,1; 1,3], то есть он приблизительно равен 1,2 с ошибкой не 
более, чем 0,1. 

В заключение напомним, что для квадратного уравнения теорема Ви- 
ета позволяет сразу определить знаки корней: так как для уравнения 
х 2 4- рх + д = 0 произведение х г х 2 равно то при отрицательных д, 
очевидно, один корень положительный, один отрицательный, а при по¬ 
ложительных д корни (если они, конечно, существуют) одного знака — 
противоположного знаку р. 

Упражнение 6.4. При каких значениях параметра один корень 
уравнения х 2 — 2(п 4- 1 )х — 2а 4- 1 = 0 отрицателен, а другой-положи- 
телен? 

Упражнение 6.5. При каких а ©дин из корней уравнения х 7 —2х+7 = 
а(1 — а:) больше единицы, а другой — меньше единицы? 

Указание. Сделайте замену переменной у щ х — 1. 

7 О Неприятностях 

Иногда при решении уравнений случаются неприятности: появляются 
“лишние' корни, теряются “нужные 7 ', а иногда непонятно, что делать 
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дальше, петому что неизвестное исчезло, а осталось “уравнение” 1 = 2 
или 1 = 1. Чтобы справляться с такими неприятностями, надо хорошо 
понимать, что такое уравнение, и что мы делаем с ним в процессе ре¬ 
шения. 

7.1 .Что такое уравнение? 

Вот одно из возможных математических определений уравнения. Урав¬ 
нением называется запись / = гДе / и д — две функции, заданные на 
одном и том же множестве Л. 

Множество А называется областью определения уравнения (Вы, на¬ 
верно, ее знаете под именем области допустимых значений — ОДЗ). 

Элемент а € А называется решением (или корнем) уравнения / = 
если Да) и д(а) -г- одно и то же число. 

Уравнение / = д задает подмножество множества Л, состоящее из 
всех корней уравнения. (Можно представить себе, что мы проверяем ка¬ 
ждый элемент А и пропускаем только такие х € Л, для которых действи¬ 
тельно Дх) = д{,х)). Например, определим на множестве всех табуреток 
функцию Му сопоставив каждой табуретке число ее ножек, тогда урав¬ 
нение Н(х) = 4 задает множество всех табуреток с четырьмя ножками. 

Таким образом, чтобы задать уравнение, мало написать / = §у еще 
надо указать А — его область определения. 

Обычно область определения уравнения не упоминается — Вам гово ¬ 
рят “‘решите уравнение х 2 4- 2 = 4,т” и Вы сразу понимаете (ре задумы¬ 
ваясь об этом), что область определения уравнения — числовая прямая. 
Дело в том, что приняло правило: если область определения уравнения 
не указана, то берется так называемая естественная область опреде¬ 
ления. Вы уже встречались с похожим понятием естественной области 
определения функции, когда изучали тему “Функции и графики”. Если 
написано / = р, где /ид — некоторые выражения 9 , то каждой букве 
сопоставляется переменная, и естественной областью определения урав¬ 
нения считается множество всех таких наборов значений переменных, 
для которых имеет смысл и /, и д . Например, естественной областью 

е Выражение — это осмысленная комбинация пз букв, чисел, знаков арнфметри- 
чеекнх операций, скобок и обозначений функций Слово “осмысленная” мы сейчас 
уточнять не будем. 
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определения уравнения х + а = 2 является множество всех пар чисел 
(ж, а), а уравнения а/4 = у/г — множество троек чисел («,<{, 2 ), в кото¬ 
рых сі ^ 0 и 2 > О, 

Надо добавить, что обычно (со времен Виета) принято считать, 
что неизвестные величины обозначаются латинскими буквами из конца 
алфавита — ±, с ѵ, 2 ,н, а латинские буквы из начала алфавита — 

а,6,с... обозначают не “обыкновенные 1 неизвестные, а параметры. 
Разница между неизвестными и параметрами довольно условная и сво¬ 
дится к тому, что обычно требуется определить значение неизвестных, 
выразив их через значения параметров. При этом считается, что па¬ 
раметры это некоторые конкретные числа, значение которых нам не 
задано. Таким образом, в задачах “е параметрами’ 1 ответ зависит от 
значений параметров и исследование этой зависимости представл яет со¬ 
бой самую сложную и интересную часть решения таких задач. Мы уже 
исследовали уравнение х 3 — З.г* 4- Ь = 0 и видели, что при различных зна¬ 
чениях параметра Ь число корней этого уравнения может быть 1, 2 или 
3 . 

Пример. Решим уравнение х 2 .+ 2х + а = 0. Дискриминант равен 
4(1 — о), поэтому уравнение не имеет корней при а > 1, имеет один 
корень при а = 1 и два — при а < 1. При а = 1 исследуемое уравнение 
принимает вид х 2 4- 2х + 1 =0, поэтому (единственный) корень равен 
—1. При а < 1 имеем ,ті |2 =4 ± у/1 — а. . 

читает. При а < 1 х\д —-4 ± у / І — щ при а = 1 х = — 1; при а > 1 
уравнение решений не имеет. 

Упражнение 7.1. Параметр обозначен буквой 4. 

а) Решите уравнение 4х 2 4- 2х + 1 = 0. 

б) Решите неравенство йх-+ 1 < 0. 

. в) При каких значениях параметра Ш уравнение 

(а - I)* 2 + (а+ 4):г - (а + 3) = О 
цмеет два различных корня? 

Упражнение 7,2. Придумайте уравнение, для которого естествен¬ 
ной областью определения является: 

а) отрезок [0,1); 

б) точен 1 и —1 на числовой прямой: 

в) плоскость с координатами^, у )за исключением окружности радиуса 
3 с центром в начале координат. 


Бывает, и довольно часто, что уравнения и неравенства появляются 
не сами по себе — от учителя, из учебника. и т.п., а в качестве промежу¬ 
точного этапа при решении каком-нибудь задачи, например, текстовой. 
В этом случае уравнение (или неравенство, или система) обычно “прино¬ 
сит с собой” свою область определения, связанную е исходной задачей. 
В текстовых задачах неизвестные часто должны быть положительными 
или натуральными числами (ответы типа “два землекопа и две трети 1 
обычно считаются неверными). Другой пример: если в тригонометри¬ 
ческом уравнении 8Іп ,3 т — зіп х — 4$іп х 4-4 = 0 сделать подстановку 
віп х = % то получится кубическое уравнение і 3 - і 2 — 4і + 4 = 0, которое 
треб) г ется решить на отрезке -1 < і < 1. 

В любом случае необходимо помнить, что в тот самый момент, когда 
Вы начали решать уравнение, у него уже имеется область определения. 
Как бы Вы ни преобразовывали задачу,, какие бы вспомогательные при¬ 
емы ни использовали, в конце концов у Вас должно получиться решение 
исходной задачи: уравнения на его исходной области определения. 

Мы еще несколько раз вернемся к тому, как следить за областью 
определения. Некоторые примеры разобраны в последнем параграфе 
брошюры. 

Т.2 Как мы решаем уравнения? 

Давайте “разберем на составные части’ процесс решения уравнения, 
чтобы точно знать, откуда берутся ошибки, и какие меры предосторож¬ 
ности надо принимать. 

Пусть дано уравнение 

- х х 1 

1 — х 1 4- .т 1 — х 

Упростив его левую и правую части по отдельноеги, получим 

х 2 _ х 
1 _ х 2 1 — х 

Разделим числитель и знаменатель левой части на х\ а, правой тіа т, 
сделаем подстановку п ~ г 1/ж Получим уравнение 

_1_ _ 
и ? - 1 и - 1' 
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откуда и 2 — \ = и - 1. Отсюда и = 0 или и — I. Так каж и — 1/а;, то 

х = 1. 

Казалось бы, уравнение решено. Если, ©днажо, попытаться подста¬ 
вить в исходное уравнение % = 1, то мы убедимся, что это — не корень 
(на нудь делить цельзяі). С другой стороны, легко проверить, что х = О 
— корень уравнения, который мы почему-то не кашли» Г^е же мы оши¬ 
блись? 

В уравнении 

X 2 _ X 
1 - аУ 1 - X 

мы делили числители и знаменатели дробей на х, что можно делать 
только при х ф 0; стало быть, если 0 является корнем, то при этой опе¬ 
рации мы его потеряем. В ті&их случаях проще всего сразу подставить 
х = 0 в уравнение и посмотреть, корень яи это. Убедившись, что в 
данном случае это — корень, и запомнив это, пойдем дальше. После 
подстановки и = 1/х получается уравнение 

1 _ 1 

и 2 — 1 и ~ 1 ’ 

из которого действительно следует, что и 2 — 1 == и — 1; но уравнение и 2 — 
1 = и — 1 не обязано быть равносильным предыдущему: оно определено 
при всех и і а уравнение 

1 1 
и 2 — 1 и — 1 * 

не определено при тех х } при которых хоть один из знаменателей обра¬ 
щается в нуль. Поэтому найденные значения и = 0 и и = 1 надо еще 
проверить подстановкой в исходное уравнение, чего мы не сделали. 
Наше исправленное решение уравнения 

хх 1 

1 х 1 + х 1 — х 

верно, но весьма вычурно. Удобнее всего было бы перенести все в левую 
часть и привести к общему знаменателю: 
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Решение этоі)о уравнения очевидно (дробь равна нулю, если ее числитель 
равен нулю, а знаменатель не рг вен нулю). 

Разберем теперь несколько примеров, показывающих, откуда часто 
берутся лишние корни и как избегать их появления. 

Пример 1. 

\/х ± 2 = х. (!) 

Решение. Возводя обе части в квадрат, получим квадратное уравнение 

х 4- 2 -ж 2 . (2) 

Все решения исходного уравнения (1) являются решениями уравнения 
(2) (если числа равны, то в ах квадраты равны). Иными словами, урав¬ 
нение х + 2 = х 2 является следствием уравнения у/х 4- 2 = х. Однако 
среди решений у равнен ия (2) могут быть не только нужные нам числа: 
ведь уравнение у/х 4- 2 = — х после возведения в квадрат даст то же са¬ 
мое уравнение (2), а значит, все корни этого “постороннего” уравнения, 
если таковые есть, также будут корнями (2). Поэтому, решив уравнение 
’< (2), надо еще отобрать среди найденных корней те, которые удовлетво¬ 
ряют нашему уравнению (1). В нашем случае это сделать совсем просто: 
решая (2) находим х\ = 2, #2 = —1; подстановкой в (1) убеждаемся, что 
х\ подходит, а$ 2 - нет (ведь уТ = 1, а не -1). Отсюда 

Ответ? х = Ь 

Мы уже обсуждали понятия равносильности и следствия, когда гово¬ 
рили об условиях в параграфе 3. Для уравнений (так как они являются 
условиями специального вида) этг понятия можно определить так: 

Уравнение В является следствием уравнения А, если все корни урав¬ 
нения А являются корнями уравнения Б. 

Уравнения А и Б равносильны^ если множества их корней совпадают. 

например, уравнение х 2 —х~2 — 0 — следствие уравнения у/х~Т~2 = х : 
во эти уравнения не равносильны. Уравнения (ж - I) 2 = 0 и і 4 - ™ 2 
равносильны, а из уравнений - Ах -4 3 - 0 и х 2 - Зт + 2 = 0 ни*одно 
не является следствием другого. 

Обычно мы переходим от исходного уравнения к его следствию, по¬ 
том еще к одному следствию и так далее, пока не получится задача., а 
Которой легко разобраться. Решив эту задачу, мы можем вернУТься 
к исходной: все решения исходной задачи содержа гея среди найденных 


47 
















Российская Академия Образования 
Открытый лицей 

“ВСЕРОССИЙСКАЯ ЗАОЧНАЯ МНОГОПРЕДМЕТНАЯ ШКОЛА 

_при Московском государственном университете им. М.В. Ломоносова 


Н.Б.ВАСЙЛЬЕВ 

ПЛОЩАДИ МНОГОУГОЛЬНИКОВ 

Пособие для учащихся математического отделения ОЛ ВЗМШ 


Москва, 2001 


УДК 37.018.43 


Площади многоугольников: Пособие для учащихся ОЛ «ВЗМШ» 
при МГУ (Н. Б. Васильев - М.:ОЛ ВЗМШ, 40 с.). 

Разработки предназначены учащимся Открытого Лицея «Все¬ 
российская заочная многопредметная школа (ВЗМШ)», работающе¬ 
го при Московском университете им. М. В. Ломоносова. 

Они содержат изложение темы «Площади многоугольников», 
начиная с определений и кончая довольно трудными задачами. В 
тексте, помимо необходимой теории, разобрано довольно много 
типичных задач. Составлена контрольная работа и предложено 
большое количество разнообразных упражнений и задач для само¬ 
стоятельного решения. 

Рецензент - к.ф.-м.н. В.Н. Дубровский. 


і 11 Іі Віи ііііі.ги, і 

'і 11 нм и нг и пформ нгммг 1 > ПЗМІ11», 2001 г. 



Введение 


Измерение площадей - одна из первых математических задач, 
возникших в глубокой древности. Среди самых старых древневави¬ 
лонских клинописных табличек, смысл которых удалось расшифро¬ 
вать, - а их возраст составляет более четырех тысяч лет, - нашлись 
таблички с расчетами количества зерна, которое требуется для посе¬ 
ва в зависимости от площади поля (при заданных расстояниях меж¬ 
ду рядами и зернами в ряду). Такие расчеты тогда не казались 
простыми из-за громоздкого способа обозначений больших чисел, в 
котором особую роль играли числа 6, 10, 60 (от этой «шестидесяте¬ 
ричной» системы до наших дней сохранился обычай делить окруж¬ 
ность на 360 частей и измерять углы в градусах). 

Долгое время, начиная с формирования математики как науки в 
Древней Греции, геометрия («землемерие») была основным языком 
математики. Операции над числами - длинами отрезков - выража¬ 
лись геометрическими образами, в частности, произведение двух 
отрезков а и Ь - площадью прямоугольника, ахЬ ; произведение 
числа на самого себя с тех пор так и называется: «квадрат». Следуя 
этой древнегреческой традиции, автор знаменитых учебников по 
арифметике и алгебре Мухаммед Аль-Хорезми («из Хорезма») по¬ 
яснял методы решения квадратных уравнений рисунками, в которых 
все члены уравнения рассматривались как площади. Например, на 
рисунке, объясняющем решение уравнения х 2 + 10х = 39 методом 
«добавления до полного квадрата» (рис. 1), к 
квадрату ххх и двум прямоугольникам 5хх 
(здесь 5 - половина от 10) добавляется квадрат 5 
5x5 - получается квадрат площади 

39 + 25 = 64; его сторона равна 8, поэтому 
х = 3. (Кстати, как раз по учебникам Аль- * 

Хорезми, написанным в Багдаде в начале IX 
века, европейские математики познакомились 
с индийской десятичной системой записи чи¬ 
сел и многими забытыми в Европе математическими правилами.) 

С задачами подсчета площадей криволинейных фигур произ¬ 
вольной формы связано развитие одного из основных понятий ма¬ 
тематического анализа - понятия интеграла. 

В этой книге мы займемся только самыми простыми фигурами - 
многоугольниками, и будем в основном говорить о геометрических 
приемах рассуждений: разберем ряд характерных задач на подсчет и 
сравнение площадей, а также на использование площади как инст¬ 
румента в геометрических доказательствах. Среди упражнений и за- 


1 

ш 

в 

ш 


Рис. 1. 
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дач, особенно в последнем разделе, немало трудных, требующих 
длительных размышлений; некоторые интересные факты и форму¬ 
лы, которые в них требуется доказать, открыты сравнительно не¬ 
давно - в этом веке или в конце прошлого. (Если решение 
придумать никак не удается, можно посмотреть в конец книги, где к 
задачам последнего раздела даны указания.) 

Но вначале, не обсуждая тонкости, связанные с определением 
самого понятия «площадь фигуры», перечислим его основные свой¬ 
ства и некоторые полезные формулы. 


1. Основные свойства площади 



В геометрии и физике мы встречаемся с 
разными характеристиками, выражающими ве¬ 
личину предметов; для них выполняется такое 
общее свойство: при разбиении на части вели¬ 
чина целого равна сумме величин частей. Это 
свойство называют аддитивностью (от латин¬ 
ского аМіііо - «складываю»). Примеры адди¬ 
тивных величин: длина отрезка, длина дуги, 
величина угла, объем, масса, заряд, энергия; 
свойством аддитивности обладает и площадь 
фигуры на плоскости. Любую из этих величин можно измерить, т.е. 
выразить (неотрицательным) числом при условии, что задан «эта¬ 
лон» - единица измерения. 

Все формулы и способы подсчета площадей можно вывести из 
небольшого числа основных свойств. 

Перечислим эти основные свойства площади. Дальше речь идет 
только о площадях многоугольников, и мы формулируем эти свой¬ 
ства лишь для многоугольников - фигур, ограниченных ломаными 
линиями. 


+ 5 4 +$ 5 


А-0. Площадь каждого многоугольника - положительное число. 
А-Ь Площади равных многоугольников равны, 

А-2. Если многоугольник разрезать (отрезками или ломаными) 
на несколько частей, то его площадь будет равна сумме площадей 
этих частей. (Свойство аддитивности площади.) 

А-3. Площадь квадрата со стороной длины 1 равна 1. 


Площадь многоугольника М обозначается обычно через 8* ИЛИ 
8(М ). В частности, площадь треугольника АВС мы будем обозна¬ 
чать 8 ЛВС и т. п. 
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Из основных свойств А-0 - А-3 выводится 
ди прямоугольника со сторонами а и Ь: 

(1) 5' п = а6. 

- основа для получения всех других формул. 
Прежде всего из (1) с помощью свойства А-2 
(аддитивности) - путем «разрезания» и 
«складывания» - выводятся формулы для 
площади параллелограмма и, затем, тре¬ 
угольника (рис. 2). 

Площадь параллелограмма равна 
произведению основания на высоту: 

( 2 ) 8~=ак 


формула для площа- 



а 



Площадь треугольника равна полови¬ 
не произведения основания на высоту: 

(3) 5 Д = ай/2. 

По поводу последнего правила заметим 
следующее. Поскольку любую сторону тре¬ 
угольника можно принять за основание, то 
его площадь можно вычислить тремя спосо¬ 
бами (рис. 3): 

$4 = а К /2 = Ъ\ /2 = сИ с /2 
(где И аУ Н ЬУ И с - высоты, опущенные на сторо¬ 
ны а , Ь , с). Таким образом, из рассмотрения 
площадей мы получим равенства ак а - ЬИ ь = 

= сН с уЪ которых площадь уже не участвует. К 



а 



Рис. 3. 


этому приему - использованию площади как 
вспомогательного инструмента для доказательства геометрических 
соотношений - мы вернемся в разделе 4. 

Используя определение синуса угла, соотношения (2) и (3) мож¬ 
но записать в виде формул, выражающих площадь параллелограмма 

(2') $г7=а6$іпу, 


и площадь треугольника 
(3') 5 д=у 8 іп у - 

Любой многоугольник можно (и причем разными способами) 
разрезать на треугольники, поэтому правила вычисления площади 
треугольника дают возможность найти площадь любого много¬ 
угольника. Приведем еще три удобные формулы. 
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Площадь трапеции равна произведению полусуммы ее ос¬ 


нований а и Ъ (то есть ее средней линии 


а + Ъ х . 

——) на высоту И 



2 

Рис. 4. 


(4) 

Два простых доказательства можно восстановить по рисункам 
4а) и 46) (на втором заштрихованный треугольник равновелик тра¬ 
пеции). 

/Чг—Площадь выпуклого четырехуголь- 
/ ника равна половине произведения его 

/ і \ Д и *гоналей Л х% <1 2 на синус угла <р ме- 

/ \ жду ними. 

1^— _Для доказательства достаточно заме- 

5 = (іІ Х СІ 2 зіп <р)/2 тить, ЧТО ЗІП (р = = зіп(1 80° - ф ), и сложить 

Рис. 5. площади четырех треугольников, на кото¬ 

рые четырехугольник разрезается диагона¬ 
лями— рис. 5. 

Площадь многоугольника, описанного около окружности 
радиуса г, равна половине произведения радиуса окружности 

5 = Рг/ 2. (6) 

Часто, особенно для треугольника, пе¬ 
риметр обозначают как 2 р\ тогда формула 
записывается так: 

$ = рг , где р - полупериметр. (6') 

Для доказательства достаточно разре¬ 
зать многоугольник на треугольники с об¬ 
щей вершиной в центре вписанной 
окружности, как показано на рисунке 6. 


на периметр Р: 



Рис. 6. 


Упражнения. 1-1. Докажите, что если К и Ь - середины сторон 
АВ и ВС треугольника АВС , М - любая точка стороны ВС> то пло¬ 
щадь четырехугольника КВЬМ равна половине площади треуголь¬ 
ника АВС. 
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1-2. Найдите площадь: а) равностороннего треугольника со сто¬ 
роной а ; б) равнобедренного треугольника с боковой стороной Ь и 
углами 30° при основании; в) четырехугольника, вписанного в круг 
диаметра сі, углы которого (по порядку) равны 90 е , 60 е , 90°, 120 е . 

1-3. Докажите равенство 1/к ] +\/к 2 + \/к 3 = 1/г, где к ѵ к 2 ,к 3 - вы¬ 
соты треугольника, г ~ радиус вписанной в него окружности. 

2. Разрезание и складывание 


Начнем с задач, которые можно решить без вычислений, прове¬ 
дя простые геометрические построения и используя только про¬ 
стейшие свойства площади (А-1 и А-2). 

Так, например, если удается разбить два многоугольника на 
одинаковые части, то отсюда вытекает, что их площади равны (то 
есть эти многоугольники равновелики ); иногда Проще дополнить 
фигуры некоторыми одинаковыми кусками, чтобы убедится, что 
они равновелики. Например, рисунок 7 
показывает, каким образом каждый из 
двух треугольников, на которые разбивает 
треугольник его медиана, можно соста¬ 
вить из двух соответственно равных чер¬ 
ной и белой частей. (Конечно, тот факт, Рис. 7. 



что медиана делит площадь пополам, ясен 
и из формулы (3) для площади треуголь¬ 
ника). 

На практике поиск изящного, простого 
разрезания (или дополнения) требует оп¬ 
ределенной изобретательности. Задачи «на 
разрезание», в том числе и очень трудные, 
часто встречаются в сборниках головоло¬ 
мок. Мы разберем здесь лишь несколько 
примеров. В первом из них можно узнать 
«косоугольный» вариант рисунка, с по¬ 
мощью которого древние иллюстрировали 
формулу 

{а + Ь ) 2 = а 2 + 2 аЪ + Ь 2 (рис. 8а). 

Задача 1. Через точку, взятую на диа¬ 
гонали АС параллелограмма АВСй , про¬ 
ведены прямые, параллельные его 
сторонам. Данный параллелограмм делит 



7 


ся ими на четыре параллелограмма. Два из них пересекаются диаго¬ 
налью АС. Докажите, что два других равновелики. 

Решение. Диагональ делит параллелограмм на два равных тре¬ 
угольника. Поэтому (рис. 86): 

8АВС ~ 8АйС > = *^2 9 ‘ 5 ' з =$ 4 

(каждый из отрезков А С, АК и КС - диагональ параллелограмма, де¬ 
лящая его на две равные части). Вычитая почленно из первого ра¬ 
венства два других, получаем, что площади заштрихованных 
параллелограммов равны. 

Задача 2. Через каждую вершину выпук¬ 
лого четырехугольника проведена прямая, па¬ 
раллельная его диагонали. Докажите, что 
полученный параллелограмм по площади 
вдвое больше четырехугольника (рис. 9). 

Рис. 9. 

Задача 3. Докажите, что площадь пра¬ 
вильного восьмиугольника равна произведе¬ 
нию наибольшей и наименьшей из его диаго¬ 
налей. 

Указание. Прямоугольник АВСБ и восьми¬ 
угольник, изображенные на рисунке 10, равно¬ 
велики, так как заштрихованные на нем 
Рис. 10. ~ прямоугольные треугольники равны. 





Рис. 11. 


Задача 4. В параллелограмме АВСБ 
проведены четыре отрезка: вершина А 
соединена с серединой стороны ВС, 
вершина В - с серединой стороны СД 
вершины С и Б - с серединами сторон 
БА и АВ. Докажите, что четырехуголь¬ 
ник, образуемый этими четырьмя отрез¬ 
ками, - параллелограмм, и что его 
площадь в пять раз меньше площади 
данного параллелограмма. 

Указание. Прямые ВИ и БЬ парал¬ 
лельны, так как ВЬБИ - параллелограмм 
(стороны БИ и ЬВ равны и параллель¬ 
ны). Аналогично доказывается парал¬ 
лельность прямых АК и СМ. Поэтому 


четырехугольник, заштрихованный на рисунке 11а - параллело¬ 
грамм. Проведя дополнительное построение, получим «крест», вы- 
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деленный на рисунке б, он состоит из пяти равных параллелограм¬ 
мов. Треугольники, соединенные стрелками, симметричны относи¬ 
тельно середин сторон параллелограмма. Поэтому площадь 
«креста» и исходного параллелограмма одинаковы. 

Можно доказать, что метод «разрезания и складывания» в прин¬ 
ципе годится для любых равных по площади многоугольников: все¬ 
гда можно разрезать один из них на части так, что после 
перекладывания получится другой. (Интересно, что для многогран¬ 
ников равного объема - даже таких простых, как тетраэдр и куб, - 
аналогичное утверждение, вообще говоря, неверно. Доказать это 
предлагалось в одной из «проблем Гильберта», поставленных вели¬ 
ким немецким ученым на математическом конгрессе на рубеже XIX 
и XX веков. Впрочем, эта проблема, в отличие от многих других, 
оказалась сравнительно несложной и была почти сразу решена - см. 
статью в журнале «Квант» №12, 1990.) 

Но, конечно, для доказательства равенства площадей метод 
«разрезания» далеко не всегда удобен. В следующих пунктах мы 
рассмотрим другие способы сравнения площадей. 

Упражнения. 2-1. На каждой стороне правильного: 

а) 6-угольника; 

б) 8-угольника 

вне его, как на основании, построен равнобедренный треугольник, 
образованный продолжениями соседних сторон этого правильного 
многоугольника. Во сколько раз площадь полученной «снежинки» 
больше площади исходного многоугольника? 

2-2. а) Пусть КиЬ- середины сторон АВ и СО параллелограмма 
АВСО. Во сколько раз площадь четырехугольника, являющегося пе¬ 
ресечением треугольников АЬВ и СКО , меньше площади исходного 
параллелограмма? б) Изменится ли ответ, если К и Ь - такие точки 
на сторонах АВ и СД что АК/КВ = ОЬ/ЬС ? 

2-3. а) Отрезки, соединяющие центр окружности с вершинами 
произвольного описанного шестиугольника, делят его на 6 тре¬ 
угольников, раскрашенных попеременно в черный и белый цвет. 
Докажите, что суммы площадей черных и белых треугольников 
равны. 

б) Отрезки, соединяющие центр окружности с вершинами опи¬ 
санного пятиугольника и точками касания, делят его на 10 тре¬ 
угольников, раскрашенных попеременно в черный и белый цвет. 
Докажите, что суммы площадей черных и белых треугольников 
равны. 



3. Отношения площадей треугольников. 


Во многих задачах используется формула (3) площади треуголь¬ 
ника $ = ак /2 и ее простые следствия. Перечислим некоторые из 


них. 



Рис. 12. 


С-1. Если вершину треугольника передви¬ 
гать по прямой, параллельной основанию, то 
его площадь при этом не меняется. 

(На рисунке 12 треугольники АВС , АВВ, 
АВЕ, АВР имеют общее основание АВ и рав¬ 
ные высоты, опущенные на это основание.) 


Именно это обстоятельство использовано в классическом дока¬ 
зательстве теоремы Пифагора в «Началах» Евклида. Приведем его. 

Пусть в треугольнике АВС угол С - прямой. Докажем, что 

АГ >2 I Т>Г <2 _ А г>2 

Разобьем квадрат АВМЬ , построен¬ 
ный на гипотенузе АВ , продолжением 
высоты СН на два прямоугольника, 
АНКЪ и ВНКМ. 

Докажем, что площадь первого из 
них равна площади квадрата АСЕО , по¬ 
строенного на катете АС, то есть 

АН • АЬ = АС 1 . 

Применяя С-1 к треугольникам АВС 
и АВВ , получаем, что Д АВВ равновелик 
половине квадрата АСЕВ; точно так же, 
применяя С-1 к треугольникам АСЬ и 
АНЬ, получаем, что Д АСЬ равновелик 
половине прямоугольника АНКЪ. Но два заштрихованные треуголь¬ 
ника равны {АСЬ получается из АВВ поворотом на 90°). Отсюда 
следует, что квадрат АСЕВ и прямоугольник АНКЪ равновелики. 

Точно так же можно доказать, что площадь второго прямоуголь¬ 
ника, ВНКМ, равна площади квадрата, построенного на катете ВС. 
Отсюда и следует теорема Пифагора: квадрат, построенный на ги¬ 
потенузе, равновелик сумме квадратов, построенных на катетах. 

Заметим, что теорему Пифагора можно доказать, используя 
лишь разрезание и складывание, например, так (см. рис. 14). 

Пусть дан квадрат со стороной а + Ъ . Разрезав его сначала так, 
как показано на рисунке 14а, мы получим два квадрата со сторонами 
аиЬ и четыре треугольника с катетами а, Ъ и гипотенузой с. 


* X ^ I • 
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Затем, разрезав тот же квадрат так, как показано на рисунке 146, 
мы получим те же четыре треугольника и квадрат со стороной с (до¬ 
казать, что это действительно квадрат, можно, повернув рисунок на 
90 е !). 

Поскольку площади незаштрихованных частей на рис Л 4а и на 
рис.14б равны, получаем: 

я 2 +6 2 =с 2 . 

Почему же Евклид предпочел более хитрое доказательство (ис¬ 
пользующее «передвигание вершин» С-1)? Возможно, потому, что 
из него заодно получается полезный промежуточный результат: в 
обозначениях рис. 13 доказано, что 

АС 2 = АВ- АН (катет есть «среднее геометриче¬ 
ское» между гипотенузой и проекцией этого ка¬ 
тета на гипотенузу; это дает простой способ 

построения отрезка Ь = 4сй по данным отрезкам 
с и Л с помощью циркуля и линейки, рис. 15). Но 
не исключено, что просто это доказательство ка¬ 
залось Евклиду более поучительным: прием, ко¬ 
торый в нем употреблен, используется и в других случаях. 



Задача 5. а) Докажите методом 
Евклида, что для любого треуголь¬ 
ника со сторонами а , Ъ 9 с (у кото¬ 
рого оба угла, прилежащие к 
стороне а , острые) площадь квад¬ 
рата ах а равна сумме площадей 
двух прямоугольников, Ь х а ь и 

сха с9 где а ь и а с - проекции сто¬ 



Рис. 16. 


роны а на прямые, содержащие Ь и 
с соответственно (рис. 16). 

б) Выведите отсюда формулу 

а 2 = Ь 2 + с 1 - ІЬссоѣа , 
где а - угол между Ьис («теорему косинусов»). 


и 




в) Как нужно изменить формулировку пункта а) в случае, когда 
один из углов, прилежащих к стороне а , тупой? 

Вернемся к формуле (3) площади треугольника. Если зафикси¬ 
ровать в формуле 5 = ак/2 одну из величин, а или А, то его площадь 

будет пропорциональна другой величине. Отсюда получаем такие 
утверждения. 


С-2. Если треугольники имеют равные основания, то отношение 
их площадей равно отношению высот, опущенных на эти основа¬ 
ния. 


С-3. Если треугольники имеют одинаковые высоты, то отноше¬ 
ние их площадей равно отношению оснований (сторон, на которые 
опущены эти высоты). 


С 


о В э 

ЗрАв __ ОА 8 0ВС _ ОВ 

$овс ОС’5 осо ОИ 9 

Золе _ ОА-ОВ 

^осй ОС ' ОП 

Рис. 17. 



А И 


Рис. 18. 


Из С-3 можно вывести более общее 
соотношение: 

С-4. Если два треугольника имеют 
общий угол, то их площади относятся как 
произведения сторон, заключающих этот 
угол (рис. 17). 

Конечно, утверждение С-4 сразу сле¬ 
дует также из формулы 8 = —аЬѣіп/ для 

2 

площади треугольника со сторонами а, Ь и 
углом у между ними. 

Задача 6. Пусть О - точка пересечения 
отрезков АС и ВП (см. рис. 18). Докажите, 
что для того, чтобы площади треугольни¬ 
ков АВО и СПО были равны, необходимо и 
достаточно, чтобы прямые ВС и АП были 
параллельны. 

Решение . Требуется доказать два ут¬ 
верждения. 

I (достаточность). Если 8 АВ0 = 8 СГЮ , то 
ВС || АП . 

II (необходимость). Если ВС || АП , то 



Докажем утверждение II. В силу С-1 имеем 8 АВ0 = 8 ЛС0 . Отни¬ 
мая от каждой из этих площадей 8 Л00 , получаем 3 АВ0 = 8 соо , что и 
требовалось. 
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Докажем утверждение I. Если 8 ЛВ0 = 8 соо , то, прибавляя к обеим 
частям этого равенства 8 А00 , получим 8 АВО = 8 ЛС0 , тогда в силу С-2 
прямые ВС и АБ параллельны. 


Задача 7. Пусть диагонали выпуклого четырехугольника делят 
его на четыре треугольника, площади которых равны 5,, 8 29 5 3 , 5 4 . 


Докажите, что = 8 2 8 А . 

Решение. Согласно свойству С-3, име¬ 
ем (рис Л 9): 


5, АО 8 Л г, г» о о 

° ТКУДа 5 > 5 з=Ѵ 4 ' 

Этот результат часто используется 
при решении различных геометрических 
задач. 



С 


Задача 8. Площади треугольников, образованных отрезками 
диагоналей трапеции с ее основаниями, равны 8 Х и 8 2 . Найдите 

площадь трапеции. 

Ответ: 2^8 Х 8 2 + 8 х +8 2 = ( Л /Я^ + л/ЗгТ • 

Решение. Из задачи 6 следует, что 
8 ЛВ о = 5ссю » обозначим эту площадь через 8 
(рис. 20). Из задачи 7 следует: 

8 2 = 8 х 8 2 , откуда 5 = • 

ПОЭТОМУ $АВСй ~~ *^2 * 

Задача 9. Через точку, взятую внутри треугольника, проведены 
три прямые, параллельные его сторонам. Эти прямые делят тре¬ 
угольник на 6 частей, три из которых - треугольники с площадями 
5,, 8 2 , Я 3 . Найдите площадь исходного треугольника. 

Ответ: ( Л /5^ + л [8^ + ^[8 ^^. 

Решение. Задача сводится к нахождению площадей Т Х9 Т 2 и Т 3 

заштрихованных параллелограммов (на рисунке 21а). 

Найдем Т 3 . Для этого рассмотрим часть искомого треугольника, 

изображенную на рис. 216). Достроим эту часть - треугольник - до 
параллелограмма (рис.21 в). Этот параллелограмм разбит на четыре 
параллелограмма, из которых два заштрихованных равновелики 
(вспомним задачу 1). Очевидно (рассуждаем как в задаче 7), 

28 х _АЕ _ АО _ВР Т 3 

и Т 3 ~ ЕВ ОС ЕС 28 2 ’ 

откуда Т 3 = 2^8 х 8 2 . Аналогично получаем: 



Рис. 20. 
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Т\ — 2^ЗД, Т 2 — 2^8 { 8 3 . 
Теперь находим площадь исходного треугольника: 

"Ь ^2 ^3 ^ 2 Ѵ «З^З 2^53 . 



Интересно, что если мы проведем в незаштрихованном параллело¬ 
грамме диагонали, как показано на рис. 21 г), то эти диагонали обра¬ 
зуют трапецию (согласно задаче 6) и вместо выкладок (*) можно 
использовать задачу 8. 


Упражнения. 3-1. Докажите, что площадь прямоугольного тре¬ 
угольника равна произведению отрезков, на которые делит гипоте¬ 
нузу точка касания вписанной окружности. 

3-2. Решите упражнение 2-2, в формулировке которого считайте, 
что АВСО - трапеция с основаниями АВ и СО. 

3-3. Прямоугольник АВСО со сторонами АВ- 9 и ВС = 3 согну¬ 
ли по прямой так, что точка А совпала с С. Найдите площадь полу¬ 
чившегося пятиугольника. 

3-4. Диагонали выпуклого четырехугольника АВСО пересекают¬ 
ся в точке О . Найдите его площадь, если 8 А0В = 2, 8 АВС = 5, 

$АВО = 6 • 

3-4. На сторонах треугольника АВС построены (вне него) квад¬ 
раты АВКЬ, ВС МЫ, АСР^. На отрезках Ь(} и МР тоже построены 
квадраты. Докажите, что разность площадей этих двух квадратов 
втрое больше чем разность площадей АВКЬ и ВСМЫ. 

Указание. Можно использовать теорему косинусов (см. задачу 
5 а). 
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4. Площади подобных фигур 


Если разделить стороны треугольника 
пополам и провести средние линии, то 
площадь каждого из получившихся мень¬ 
ших треугольников в 4 раза меньше, чем 
исходного (рис. 22а). Вообще, если на лу¬ 
чах АВ и АС отложить отрезки АВ Х = кАВ 

и АС х =кАС, то площадь треугольника 

АВ Х С Х , согласно свойству С-4, будет в к 2 

раз больше площади треугольника АВС. 
Заметим, что треугольник АВ Х С Х подобен 

треугольнику АВС с коэффициентом к: 
отношения соответствующих друг другу 
сторон этих треугольников равно к (и уг¬ 
лы равны). Итак, 



отношение площадей подобных треугольников равно 
квадрату коэффициента подобия. 

Такая же теорема верна и для подобных мно¬ 
гоугольников. (Напомним, что два многоугольни¬ 
ка и вообще две фигуры называются подобными, 
если каждой точке первого можно поставить в со¬ 
ответствие точку второго так, что расстояние ме¬ 
жду любыми двумя точками второго отличается в 
к раз от расстояния между точками первого, кото¬ 
рым они соответствуют; к - коэффициент подо¬ 
бия.) В самом деле, подобные многоугольники 
можно одинаковым образом разрезать на тре¬ 
угольники, причем соответствующие треугольни¬ 
ки будут подобны в тем же коэффициентом 
подобия к. Пользуясь аддитивностью площади, 
представим площадь каждого многоугольника как 
сумму площадей составляющих его треугольни¬ 
ков (рис. 23): если площадь первого равна ^ + 8 2 +... = 5, то пло¬ 
щадь подобного ему (с коэффициентом к) равна 
* 2 5,+А: 2 5 2 + ...=А: 2 5. 

Теорему о площадях подобных фигур можно сформулировать в 
таком виде: 



площади подобных фигур относятся как квадраты их ли¬ 
нейных размеров. 
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При этом найти «отношение линейных размеров» (коэффициент 
подобия) можно, взяв любые отрезки двух фигур, соответствующие 
друг другу: стороны или (для треугольника) высоты, радиусы опи¬ 
санных кругов и т.п. 

Соображениями подобия объясняется, по¬ 
чему при изменении единицы масштаба - 
эталона длины - в к раз численное значение 
площади изменяется в к 2 раз: в одном квад¬ 
ратном километре (1 ООО) 2 , т.е. миллион квад¬ 
ратных метров, в квадратном метре - 10000 
квадратных сантиметров и т.п. (рис. 24). 

Те же соображения подобия (или «сооб¬ 
ражения размерности») позволяют контроли¬ 
ровать формулы для площади: выражение для 
площади всегда является «однородной функ¬ 
цией степени 2» от линейных размеров фигуры: если все линейные 
размеры умножить на к , то площадь должна умножиться на к 2 . На¬ 
пример, «формулы» для площади треугольника 

5 = р(р - а)(р - Ь)(р - с ), 5 = аЪс/К 2 (где а, 6, с - стороны, р - по¬ 
ловина периметра, К - радиус описанного круга) явно неверны: в 
первой справа стоит выражение четвертой степени, во второй - 
первой степени. Правильные формулы: 

а) 5 = V РІР ~ а )(Р ~ Ь)(р - с) (формула Герона), (7) 

Задача 10. Докажите эти формулы. 
Указания, а) Можно, опустив высоту к 
на сторону а, найти , найти х> у и к из соот¬ 
ношений х 2 + к 2 = Ъ 2 , у 2 + к 2 = с 2 (теорема 
Пифагора) и (х + у) = а (рис. 25а). Для тупо¬ 
угольного треугольника последнее равенст¬ 
во надо заменить на у - х = а (рис. 256). 

б) При данном К длина с хорды связана с 
величиной вписанного угла у, который опи¬ 
рается на хорду с, формулой с = 2Лзіп/ . 

Вернемся к задаче 9 - последней из ра¬ 
зобранных в предыдущем разделе - и пока¬ 
жем, как ее можно решить с помощью соображений подобия (рис. 
21а). 

Здесь все три треугольника с площадями подобны ис¬ 

ходному треугольнику площади 5. 


б) 8 = аЪс/4К. 




Рис. 25. 



1 ар(«сотка») = 10 Ом 2 , 
1 гектар = 100 ар, 
\км 2 - 100 гектар 

Рис. 24. 
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Рассмотрим параллельные (скажем, горизонтальные) стороны 
всех треугольников. Мы видим, что из трех сторон меньших тре¬ 
угольников можно сложить сторону большего, значит, сумма коэф¬ 
фициентов подобия этих треугольников большему равна 1. 

Коэффициенты подобия равны ^5,/5 , ^8 2 /8 , ^[5^8 , поэтому 

, откуда получаем ответ. 




ѵ 


а 




А вот самое простое доказательство 
теоремы Пифагора, использующее подо¬ 
бие. Треугольники, на которые разрезается 
прямоугольный треугольник высотой, 
опущенной на гипотенузу, подобны исход¬ 
ному (рис. 26). Если а, Ь и с - катеты и ги¬ 
потенузы исходного треугольника, то 

коэффициенты подобия меньших треугольников по отношению к 
большему равны а/с и Ъ/с (это - отношения их гипотенуз); тем са¬ 


с 

Рис. 26. 


мым, отношения их площадей к площади большего равны соответ¬ 
ственно (а/с) 2 и (V е ) 2 * Поэтому д 2 /с 2 +Ѵ/с 2 =1, откуда 

_2 . /2 Л 
О. Л- О = С . 

Сопоставляя разные способы подсчета площадей, можно полу¬ 
чать (геометрически!) алгебраические тождества. Вот примеры кра¬ 
сивых формул суммирования, связанных с теоремой об отношении 
площадей подобных фигур. 

Разобьем треугольник прямыми, парал¬ 
лельными сторонам, на равные треугольники 
так, что стороны разбиты на л равных частей 
(рис. 27). Подсчитаем общее число получен¬ 
ных треугольников двумя способами. По¬ 
скольку площадь большого треугольника в л 2 
раз больше площади каждого из маленьких (1/л - коэффициент по¬ 
добия), то это число равно л 2 . С другой стороны, треугольники 
расположены рядами, причем в верхнем ряду их один, в каждом 
следующем - на два больше, а в нижнем их 2л -1. Итак: 

1 + 3 + 5 +... + (2л — 1)= л 2 . 



Рис. 27. 


Более известную формулу 

1 + 2 4- ... (л -1) = л(л -1)/2 

нетрудно объяснить с помощью рисунка 24. 

На следующем рисунке 28 к четырем квадратикам 1x1 прило¬ 
жена каемка из квадратиков 2x2; к полученному квадрату со сто¬ 
роной 3*2 - каемка из 4*3 = 12 квадратиков 3x3; к полученному 
квадрату со стороной 4 • 3 (разбив его сторону на три части по 4 
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«чИ 





Рис. 28. 


единицы) можно приложить каемку из 4-4 = 16 
квадратиков 4 х 4, к нему каемку из 4 • 5 квадрати¬ 
ков 5 х 5 и т.д., вплоть до каемки из 4 п квадратов 
пхп. В результате получается квадрат со сторо¬ 
ной п{п +1). Подсчитаем его площадь, суммируя 


площади квадратов: 

4 + 4-2* 2 2 + 4-3-3 2 + . 
Отсюда получим: 

1 3 + 2 3 + ...л 3 : 


Ап-гг 2 = л 2 (л + 1) 2 . 


п 2 (п + 1) 2 
4 


Упражнения. 4-1. В треугольнике АВС с углом /А = 60° прове¬ 
дены высоты ВК и СЬ. Во сколько раз площадь 8 ЛКІ меньше 8 ЛВС ? 


4-2. От каждой вершины квадрата со стороной 1 отрезается уго¬ 
лок - равнобедренный треугольник с катетом х . Найдите площадь 
^(х) оставшейся части и нарисуйте график функции у = 5(х). При 
каком значении х оставшаяся часть будет правильным восьми¬ 
угольником? (Не забудьте рассмотреть также значения 1/2<х<1, 
когда остается квадрат.) 

4-3. Трапеция разбита на п частей прямыми, параллельными ос¬ 
нованиям, так что: 

а) высоты полученных трапеций одинаковы; 

б) полученные п трапеций подобны друг другу. 

Какую прогрессию составляют площади трапеций в каждом из 
случаев а), б)? Найдите первый и последний члены прогрессии, ес¬ 
ли основания трапеции а и Ь 9 высота - А. 


5. Подсчеты с помощью площадей 


Мы видели выше, как с помощью площадей можно найти сум¬ 
мы и даже доказать теорему Пифагора. Рассмотрим еще несколько 
примеров, где площадь используется как вспомогательное средство 
для доказательства геометрических фактов. В этих примерах основ¬ 
ную роль играют формула площади треугольника и ее следствия 
С-1 - С-4. 

Выразив двумя способами площадь треугольника со сторонами 
а, Ь, с и углами а, /? (против сторон а , Ь) по формуле (3') получаем: 

—асътВ =—Ьс$іпа > 

2 2 

а Ъ 

или —-=-. 

зіпа зіпуб 
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Это - хорошо известная теорема синусов. (Конечно, она сразу 
следует и из формулы, приведенной в указаниях к задаче 106.) А 
вот замечательное доказательство теоремы Птолемея: 


во всяком вписанном четырехугольнике произведение 
диагоналей равно сумме произведений противоположных 
сторон. 

Доказательство. Пусть а 9 Ь, с, <1 - стороны вписанного четы¬ 
рехугольника АВСИ\ 2а, 2/?, 2у, 2<5 - стягиваемыми ими дуги окруж¬ 
ности; т-АС и н = 2Ш - диагонали четырехугольника (рис. 29). 
Угол <р между диагоналями равен полусумме двух дуг, заключен- 



Рис. 29. 


ных между его сторонами. Для дальнейшего неважно, какой из двух 
смежных углов между диагоналями АС и ВО мы назовем <р - пусть, 
скажем, ср-Р + д 9 тогда 180 °-(р = а + у\ важно лишь, что 
8Іп^ = зіп( 180 °-^). 

Заменим треугольник АВС симметричным ему СВ'А относи¬ 
тельно диаметра, перпендикулярного хорде АС. Площади четырех¬ 
угольников АВСй и АВ'СО равны. По формулам (5) и (3') 
получаем: 


—тп зіп<р = 8 
2 


А&й 



~ Ьсі зіп (р + ^ ас зіп (р , 


откуда тп = ас + ЪсІ (ведь зіп^? неравен 0). 
Теперь - пара более простых задач. 


Задача 11 . Докажите, что в равнобедренном треугольнике сум¬ 
ма расстояний от любой точки основания до боковых сторон равна 
высоте треугольника, опущенной на его боковую сторону. 

Решение. Пусть боковая сторона данного треугольника равна Ь, 
высота, опущенная на нее - И , расстояния от некоторой точки М на 
основании до боковых сторон - А, и (рис. 30а). 


19 



Соединим точку М с вершиной треугольника. При этом он разо¬ 
бьется на два треугольника, площади которых равны Ьк х /2 и ЬУ^/І. 

Но в сумме эти площади составляют площадь всего исходного тре¬ 
угольника, равную Ък/2 , то есть Ък х л-ЪУ^-Ък^ откуда к х + = А. 



Если высота к треугольника 
равна 100, то 
Л, = 50, Н 2 = 30, Л 3 =20 




Задача 12. Докажите, что сумма расстояний от произвольной 
точки, лежащей внутри правильного треугольника или на его гра¬ 
нице, до его сторон равна высоте треугольника. 

Эта задача решается аналогично предыдущей (рис. 306). 

С ней связана система координат, которой удобно пользоваться 
для изображения троек неотрицательных чисел А,, , А 3 с посто¬ 
янной суммой (скажем, к х + к 2 + Уц = 1 ): каждой тройке сопоставля¬ 
ется точка внутри равностороннего треугольника, расположенная 
на расстояниях к х , А 2 , Уц от сторон А 2 А 39 А Х А 3 , А Х А^ правильного 

треугольника А Х А 2 А 3 . Удобно разграфить треугольник треугольной 

сеткой, линии которой параллельны сторонам, на мелкие треуголь¬ 
ники - при этом на каждой линии одна из координат А,, /^, А 3 при¬ 
нимает постоянное значение (на рисунке 30в линии сетки 
разбивают стороны треугольника А Х А 2 А 3 на равные части, причем 

Аі : А 2 : А 3 =5:3:2). Такой системой координат пользуются, напри¬ 
мер, химики для составления «тройных диаграмм» (величины А,, 
А 2 , А 3 выражают относительное содержание каждого компонента в 
смеси трех веществ). 

Очень просто доказывается с помощью площадей и теорема о 
том, что 


биссектриса угла треугольника делит противоположную 
сторону на части, пропорциональные прилежащим к ней 
сторонам. 
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Пусть ВЬ - биссектриса треугольника 
АВС (рис. 31). Поскольку расстояния от 
точки Ь до сторон АВ и АС - высоты ЬЛВЬ 
и А СВЬ - равны, то 

АВ _ 1/2 АВ,- ВЬ • 5іп /АВЬ _ 5 ЛВІ _ АЬ 

ВС ” 1/2 ВС • ВЬ • зіп/СЖ " ~ ЬС ' 

Последнее равенство, а также свойство 
С-2 можно обобщить следующим образом. 

Лемма. Пусть точка Ь лежит на стороне 
АС треугольника АВ С, М - произвольная 
точка отрезка ВЬ (см. рис. 32). Тогда 

$АВМ _ АЬ 

ЬС ' 

Согласно свойству 


свм 


Доказательство. 
С-2, имеем 

_ АЬ 


} свь 


ЬС 


и 


$ АЖ _ ^ 

ЬС 


*сш 


По известному свойству пропорций отсюда 
5 

получаем: 




_ АЬ 


СВЬ 


8сві 5<ж ^ 


что 


и требовалось доказать. 

Можно, конечно, доказывать это 
утверждение непосредственно: опус¬ 
тить высоты треугольников АВМ и 
СВМ на общую сторону ВМ и вывести 
(из подобия), что их отношение равно 
АЬ/ЬС (рис. 33). 

С помощью этой леммы сразу по¬ 
лучается такая важная 



я я 

Если — = к и к, 

Ж. 5. 


то 




= к 


Рис. 32. 



Рис. 33. 


Теорема Чевы. Пусть точка А х лежит на стороне ВС треуголь¬ 
ника АВС , точка В х - на стороне АС , точка С, - на стороне АВ. От¬ 
резки АА Х , ВВ Х и СС Х пересекаются в одной точке тогда и только 
тогда, когда 


АС Х ВА Х СВ Х 
С Х В А Х С В Х А 
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Доказательство. I. Пусть отрезки АА Х , 
ВВ Х и СС, пересекаются в одной точке Р 

(см. рис. 34а). Согласно лемме, 

ЛС Х _ 8 АСР ВА х __ 8 ЛВР СВ х _ 

С,* ‘^дст’ АР $аср Щ А 8 АВР 

Перемножив эти равенства, получим 
АС Х ВА Х СВ Х _ 8 АСР • 8 ЛВР * 8 ВСР 

С\В А Х С В Х А 8 ВСР • 8 ЛСР • 8 ЛВР 

После сокращения в правой части ра¬ 
венства получаем 1, что и требовалось. 

II. Пусть, обратно, точки А х , В х и С х та¬ 
ковы, что равенство выполнено. Докажем, 
что отрезки АА Х , ВВ Х и СС Х пересекаются 

в одной точке. Предположим, что отрезки 
АА Х и ВВ Х пересекаются в точке (2 (а отре¬ 
зок СС Х через точку быть может, и не 

проходит). Тогда, согласно I, выполняется равенство, аналогичное 
(8), где С, заменено на X - точку пересечения луча С0 со стороной 

АВ. Но из этого равенства отношение АХ : ХВ находится однознач¬ 
но, поэтому X совпадает с С,. 



Упражнения. 5-1. Стороны «пифагорова» треугольника АВС рав¬ 
ны АВ = 3, ВС = 4, АС = 5. На каком расстоянии от точек А и С нахо¬ 
дятся точки пересечения прямой АС с биссектрисой внутреннего и 
внешнего угла при вершине В1 

5-2. Отрезки АА Х , ВВ Х , СС Х , проведенные из вершин треугольни¬ 
ка АВС к точкам на противоположных сторонах, пересекаются в точ¬ 
ке Р внутри треугольника. (Такие три отрезка называют иногда 
чевианами этого треугольника.) 

а) Известно, что АС Х /С Х В = 2, СА Х / А Х В = 1/3. Найдите АВ Х /В Х С . 

б) Известно, что РА Х / АА Х = 1/2, РВ Х / ВВ Х = 1/5. Найдите РС Х /СС,. 

в) Известно, что ВА Х /А Х С = 2/3, РВ Х /ВВ Х = 1/4. Найдите РС Х /СС Х . 


5-3. Расстояния от точки О окружности, описанной около пра¬ 
вильного треугольника АВС , до вершин А и В равны 2 и 3. Чему 
может равняться ОС! (Можно использовать теорему Птолемея!) 

5-4. Где внутри правильного треугольника АВС расположены 
точки, расстояние от каждой из которых до одной из сторон равно 
сумме расстояний до двух других? 



6. Сравнение площадей 


Существует множество геометрических задач о площадях мно¬ 
гоугольников, связанных с оценками и неравенствами. Очевидное 
свойство площади, которое при этом используется, можно назвать 
«монотонностью»: 

Если фигура площади 8 Х содержится в фигуре площади 

52 , ТО іУ, < 5 2 . 

(Это свойство можно вывести из «аксиом» А-1 и А-2.) 

Рассмотрим две характерные задачи. 

Задача 13. Проведите через данную точ¬ 
ку К внутри данного угла прямую, отсекаю¬ 
щую от него треугольник наименьшей 
площади (рис. 35). 

Решение. Докажем, что искомая прямая 
пересекает стороны угла в таких точках М и 
ІѴ, что МК - КИ . (Заметим, что такая пря¬ 
мая существует и притом одна: чтобы найти 
нужную точку М на стороне т угла, достаточно провести прямую 
п\ симметричную другой стороне п относительно К (рис. 36а.). 

Пусть М Х И Х - некоторый отличный от МТѴ отрезок с концами на 

сторонах угла, проходящий через точку К . Отражая треугольник 
КЫЫ Х симметрично относительно точки К и сравнивая его площадь 




О N п О NN10 Ы\М 

Рис. 36. 

с площадью треугольника КММ Х , мы видим, что разность 
8 0М ы - Вот в обоих случаях, показанных на рисунках б) и в), по¬ 
ложительна: в первом случае < 8 К щ , а во втором 

^шм ] > • 

Задача 14. Докажите, что внутри любого выпуклого много¬ 
угольника площади 5 и периметра Р можно поместить круг радиуса 
8/Р . 
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Рис. 37. 


Решение. Пусть а [9 а 2 ,...,а п - стороны мно¬ 
гоугольника и г = 5/Р . Построим на каждой сто¬ 
роне как на основании «внутрь многоугольника» 
прямоугольник высоты г (рис.37). Сумма площа¬ 
дей этих прямоугольников равна 

а х г + а і г + • • • + а п г = Р г = «У. 


Но любые два соседних прямоугольника заведо¬ 
мо пересекаются. Поэтому все они вместе покрывают площадь, 
меньшую 5, то есть не могут закрыть весь многоугольник. Значит, 
внутри него найдется непокрытая ими точка О, удаленная от каж¬ 
дой стороны на расстояние, большее г . Тем самым, круг радиуса 
г = 5/Р с центром О целиком лежит внутри многоугольника. (При 

заданном числе сторон п можно получить и более точные оценки.) 


Упражнения. 6-1. Где на стороне АС треугольника АВС нужно 
выбрать точку М, чтобы площадь параллелограмма ВКМЬ (К - на 
ВА,Ь- на ВС) была наибольшей? 

6-2. а) Докажите, что сумма расстояний от произвольной точки, 
взятой внутри неравностороннего треугольника, до его сторон за¬ 
ключена между наибольшей и наименьшей из его высот. 

б) Найдите в разностороннем треугольнике АВС 
(АВ > ВС > АС) или на его границе точку, сумма расстояний от ко¬ 
торой до прямых АВ , ВС и АС наименьшая. 

6-3. Квадрат со стороной 1 и квадрат со стороной х имеют об¬ 
щий центр; их пересечение - восьмиугольник с равными углами (то 
есть один квадрат повернут относительно другого на 45 градусов). 
При каком значении х суммарная площадь восьми треугольников, 
примыкающих к углам квадратов, будет наименьшей? 

Указание. Проследите, каково приращение суммарной площади 
треугольников при небольшом изменении х. 

6-4. На участке 20м х 20м растет 25 тонких сосен. Докажите, что 
на нем найдется место для избушки 4м х 4м. 

Указание. Сосны будем считать точками. Для каждой из них на¬ 
рисуем квадрат 4м х 4м с центром в этой точке (стороны которого 
параллельны границам участка). Достаточно доказать, что эти квад¬ 
раты не покрывают все точки участка, удаленные от краев участка 
не менее чем на 2м - любую не покрытую ими точку можно будет 
принять за центр избушки. 
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7. Площади и координаты 


Хорошо известна формула, выражающая расстояние между 
двумя точками, {х } ;у } ) и {х 2 ;у 2 ) на плоскости Оху : 

Ѵ(*і“^і) 2+ (*2-Л) 2 ' 

А вот формула для площади треугольника с вершинами О(0;0), 
А (*,; Уі), В (х 2 ; у 2 ) почему-то менее известна, хотя она ничуть не 
сложнее: 


^ лов — 2 \ х іУг х гУ\ 


(9) 


УА 


$]. А (хі.уі) 


В (0, у 2 



О 


Рис. 38а. 


Доказательство. Если одна из 
координат х І9 у 19 х 29 у 2 равна 0, то 

формула (9) очевидна - она пре¬ 
вращается в формулу 5 = —аИ, где 

а - основание, а А - соответствую¬ 
щая высота треугольника (на ри¬ 
сунке 38а точка В имеет координаты 

(ф-Уг)» и $оав == ^‘|*і.У2І)- 

Точно так же происходит, если две 
одноименные координаты равны меж¬ 
ду собой: если х 1 = х 29 то | у х -у 2 =с - 

это длина стороны АВ 9 а |х,| = |х 2 ) - 
опущенная на нее высота (рис 386; 

знаки модуля позволяют охватить все случаи с любыми знаками ко- 

у • • V 

В (х.,у.) 



Х| = х 2 
РЬс. 386. 


Уф 


В (Х 2 , у 2 1 


М(*і,Уі) 


ординат). 

Общий случай легко сводится к 
этому. Пусть Л(х,;у|), В*(х*;у’) - 

любые точки с х, * 0, х 2 * О и В - 

точка на прямой ОВ' с абсциссой 
х 2 ~ *і (рис. 38в). Тогда если 

х\=кх 1 , то у 2 =ку 2 , где у г - орди¬ 
ната точки В; при этом ОВ * = \к\ОВ , и выполнено равенство 
5 . = |А:|5 0/(в (вспомним свойство С-3: если вершина В треугольни¬ 
ка ОАВ двигается по прямой ОВ, то площадь меняется пропорцио¬ 
нально расстоянию ОВ), Но формула (9) обладает тем же 



х, =х 2 

Рис. 38в. 
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свойством, - если х 2 и у 2 умножить на к , то правая часть (9) также 
умножится на \к \: 


28 о А в- = к \ х \Уг~ х гУ\ = 1*1 -*Ѵ 2 “**2 


* * 




Тем самым, поскольку формула (9) верна для треугольника ОАВ , 
она верна и для треугольника ОАВ *. 


Заметим, что не менее интересна формула, аналогичная (9), но 
без знака модуля. Она выражает «ориентированную площадь» тре¬ 
угольника ОАВ - знак зависит от того, обходится ли треугольник 
ОАВ по или -против часовой стрелки. Будем, как принято, считать 
положительным направлением обход против часовой стрелки (ось 
Ох, как всегда смотрит вправо, а Оу - вверх). Тогда можно прове¬ 
рить, взяв А 0 = (1; 0) и В 0 = (0; 1), что произведение 


СЦ), О5 0 ]= ^(х х у 2 -х 2 у х ) = 1/2 > 0 . 


Значит, эта величина будет по¬ 


ложительна и для любой пары векторов О А , ОВ с «положительной 
ориентацией» (такую пару векторов О А , ОВ можно получить из 
пары ОА 0 , ОВ 0 непрерывным движением, в процессе которого век¬ 
тора не попадают на одну прямую, то есть х х у 2 - х 2 у х не обращается 
в 0). 

Величину 

[и, ѵ] = [ОА, Ов\= х х у 2 - х 2 у х (*) 

называют иногда кососимметрическим , или псевдоскалярным про¬ 
изведением векторов п-ОА = {х х \у х ) и у = ОВ = (х 2 ;у 2 ). Геометри¬ 
чески - это площадь параллелограмма ОАСВ , взятая со знаком «+» 
или «-», в зависимости от того, против часовой стрелки или по ней 

направлен угол поворота от О А до ОВ (меньший 180°). Произведе¬ 
ние (*) обозначают также ОА д ОВ . 

Нетрудно проверить, что величина (*) - линейная функция от 

ОА и от ОВ : если обе координаты одного из векторов умножить на 
число А, то и величина (*) умножится на А; если один из векторов 
разложить в сумму двух векторов х 1 = х[ + х", у { = у[ + у" , то и про¬ 
изведение будет суммой соответствующих произведений 
х іУі - х 2 у х = (х | > 2 - х 2 у[)+(х’у 2 - Х 2 УІ). 


Но, в отличие от обычного скалярного произведения, 
ірА, ОВ)=ОА-ОВ • сов АЛОВ = х ^ 2 + У\Уі , 
произведение [0/4, Ов\ , как говорят, антикоммутативно или косо¬ 


симметрично - при перемене местами векторов оно меняет знак. 
Пользуясь всеми этими свойствами: 
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[и, ѵ] = -[ѵ,и]; [Ли,ѵ] = Л[и, ѵ]; [и, +и 2 ,ѵ]=[и„ѵ]+[и 2 ,ѵ], (**) 


псевдоскалярное произведение удобно использовать в некоторых 
случаях и для подсчета площадей, и для доказательства теорем. От¬ 
метим еще, пожалуй, самое важное свойство: [(ЭЛ, ОВ = 0 в том и 

только в том случае, когда точки О, А, В лежат на одной прямой 
(его можно вывести из свойств (**) - «аксиом», задающих опера¬ 
цию [и, ѵ]). Отсюда следует, что \а.В , СІ)]= 0 в том и только в том 


случае, когда отрезки В А, СО параллельны или лежат на одной 
прямой. 

Поскольку наша книжка посвящена геометрии, мы не будем 
здесь углубляться в эту тему - тем более, что читать решения, в ко¬ 
торых наглядная геометрия заменена алгеброй - вычислениями с 
векторами и координатами, - довольно утомительно. Заметим толь¬ 
ко, что операция [и, ѵ] естественно возникает в разных отделах фи¬ 


зики, прежде всего в механике. Например, когда рассматриваются 
силы, приложенные к твердой пластине, важно не только направле¬ 
ние и величина силы, задаваемые «свободным» вектором Р 9 но и 
точка приложения силы. Моментом силы Р , приложенной в точке 
Р, относительно точки О называют «произведение силы на плечо» - 

величину 1оР,р]. Условие равновесия пластины под действием не¬ 


скольких сил Р ] ,Р 2 ,...,Р п , приложенных в разных точках, состоит 

в том, что должна быть равна нулю не только вектор-сумма этих 
сил, но и сумма их моментов относительно некоторой (а тогда и 
любой) точки О. 

На самом деле, в физике обозначение [и, ѵ] обычно использует¬ 


ся для векторного произведения двух векторов в трехмерном про¬ 
странстве: [и, ѵ] - это вектор , длина которого равна площади 

параллелограмма, построенного на векторах и, ѵ, перпендикуляр¬ 
ный плоскости этого параллелограмма и направленный так, что ес¬ 
ли смотреть из его конца, поворот от и к ѵ происходит против 
часовой стрелки. (Мы считаем, что векторы отложены от одной 
точки О,) Для векторного произведения также выполнены равенства 
(**). Если мы рассматриваем векторы, лежащие в горизонтальной 
плоскости Оху 9 то все их векторные произведения направлены вер¬ 
тикально - задаются лишь одной координатой г\ ее величина и есть 
псевдоскалярное произведение (*), о котором мы говорили выше. 

Итак, мы доказали формулу (9) для площади треугольника и вы¬ 
яснили, что ее можно записать также в векторном виде, используя 
обозначение (*): 
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В заключение приведем формулу, выражающую площадь «- 
угольника через координаты его вершин (х,; у х ),..., (х„; у п ): 


5 = -ХгУМхгУз •• + (*„-! X, ~х п У„. і)+(^і 

( 10 ) 

Запомнить ее очень легко: каждой стороне соответствует скобка 
(х к у к + 1 ~х к+1 у к ) 9 аналогичная формуле (9) для треугольника (для че¬ 
го и расставлены скобки). Доказать эту формулу, по крайней мере 
для выпуклого «-угольника А 1 ...А п9 тоже не составляет труда: дос¬ 
таточно взять точку О внутри него и рассмотреть сумму площадей 
(одинаково ориентированных!) треугольников ОА х А 1 , ОА 2 А 39 ... 

...,ОА п _ 1 А п ,ОА п А 1 . (Другое доказательство можно получить, опус¬ 
тив из точек А І 9 ... 9 А п перпендикуляры на ось Ох и представив 

площадь 5 как разность двух сумм площадей возникших трапеций - 
заодно получится еще одно доказательство первой формулы (*).) 
Несколько сложнее обстоит дело с невыпуклым многоугольником. 
Здесь можно (используя аддитивность площади) действовать так. 
Условимся обходить многоугольник против часовой стрелки - при 
этом знак модуля в формуле можно не писать. Тогда почти очевид¬ 
но, что при разбиении многоугольника М диагональю (или лома¬ 
ной) на две части, М' и М ”, формулы для этих двух частей в сумме 
дают как раз формулу для М: скобки, соответствующие общим сто¬ 
ронам, сокращаются, поскодьку контур М’ и М" проходит по ним 
в противоположных направлениях. Значит, если формула верна для 
М' и М п , она верна и для их объединения М Но любой много¬ 
угольник можно разбить (несколькими диагоналями) на выпуклые 
многоугольники (даже на треугольники).Тем самым, - методом ин¬ 
дукции - можно доказать формулу для любого «-угольника. 

Формула (10) без знака модуля также выражает очень полезную 
величину. Это - ориентированная площадь, ограниченная замкну¬ 
той (быть может, даже самопересекающейся) ломаной, состоящей 
из « звеньев, с вершинами^; ..., (х я ; у п ) 9 то есть сумма площа¬ 
дей кусочков, ограниченных этой ломаной, каждый из которых 
входит в сумму с (положительной или отрицательной) кратностью , 
показывающей, сколько раз ломаная обходит вокруг этого кусочка. 1 


1 Это понятие нередко используется в физике, - например, при определении 
магнитного потока, проходящего через проволочный контур, витки которого 
лежат на плоскости. 
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В начале книжки мы, не давая определения, просто перечислили 
свойства А-0 - А-3, которым должна удовлетворять площадь мно¬ 
гоугольника. Один из способов доказать, что этим свойствам дейст¬ 
вительно удовлетворяет некоторая функция от многоугольника 
5 = 8(М) - это предъявить способ вычисления площади: формулу 
(10), выражающую ее через координаты. То, что эта величина адди¬ 
тивна и положительна, мы уже обсудили (это связано с ориентаци¬ 
ей). Легко проверить, что 8(М) не меняется при параллельном 
переносе М- прибавлении ко всем х 1 или ко всем у , одновременно 

одного и того же числа. Чуть труднее проверить, что она не меняет¬ 
ся при повороте фигуры вокруг некоторой точки О - скажем, нача¬ 
ла координат. Формулы преобразования координат при этом имеют 

вид х' = рх-ду, у' = цх + ру, где р 2 + <у 2 = 1 (р и # - синус и коси¬ 
нус угла поворота), и мы оставляем читателю удовольствие прове¬ 
рить, что х к у к+1 -х к+1 у к действительно переходит в х[у' к + х - х' м у * к ! 

Упражнения. 7-1, Найдите площадь треугольника с вершинами 
(0; 0), (25; 13), (77; 40). 

7-2. а) Найдите длины высот треугольника с вершинами (0;0), 

О г,Уг)- 

б) Найдите расстояние от точки (х 0 ; у 0 ) до прямой ах 4- Ьу = 0. 

Указание, б) Одна из точек этой прямой: (-6; а) . 

7-3. Пусть М - точка внутри треугольника АВС . Докажите ра¬ 
венство 

всм * МА ^ас м * МВ + 8 аш • МС = 0. (11) 

Указание. Докажите, что проекция суммы трех векторов на пря¬ 
мую, перпендикулярную вектору МА (и аналогично - каждому из 
двух других) равна 0. Здесь можно рассуждать так же, как в доказа¬ 
тельстве леммы из §5. 

Можно доказать равенство (11) и с помощью «псевдоскалярного 
произведения». Оно вытекает из следующего тождества, справед¬ 
ливого для любых трех векторов и, ѵ, ітѵ на плоскости: 

[и, ѵ]^ѵ + [ѵ , тѵ]и + [іѵ, и]ѵ = 0 , ( 12 ) 

(Для его доказательства достаточно вспомнить, что - поскольку 
вектора лежат на плоскости - один из них можно представить в ви¬ 
де линейной комбинации двух других: іѵ = Ли + //ѵ .) 

Последнее тождество (12) очень похоже на замечательное тождество 
Якоби 

[и, \}м + [ѵ, іѵ]и + [ѵѵ, и]ѵ = 0 , (***) 

которое выполняется для векторного произведения (любых трех векторов) в 
пространстве. Оно выполняется и для многих других математических объек- 
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тов. Множество векторов с такой операцией произведения, которая обладает 
свойствами (**) и (***), имеет даже специальное название: алгебра Ли. 

8. Разные задачи 

* 

Любите ли вы геометрию? Или - что почти эквивалентно - лю¬ 
бите ли вы решать геометрические задачи? 

Больше всего радости, конечно, доставляет задача, которую 
удалось решить самостоятельно. Но даже когда - с подсказкой или 
без нее - задача решена, любитель математики на этом не остано¬ 
вится. Нередко появляется желание выяснить, нельзя ли обобщить 
задачу, усилить ее результат, получить необходимые и достаточные 
условия. Скажем, верно ли утверждение задачи 15 только для тра¬ 
пеции, или задачи 28 - только для параллелограмма? Не существует 
ли какого-то аналога формулы Мебиуса из задачи 48 для шести¬ 
угольника? Подобные вопросы в некоторых задачах сформулирова¬ 
ны явно, в других - нет, но если задача интересная, почти всегда 
найдется, над чем поразмышлять. Поэтому обязательно попробуйте 
порешать эти задачи - надеемся, что среди них найдется хотя бы 
несколько таких, которые вам понравятся. 

15. Докажите, что площадь трапеции равна 
произведению одной из боковых сторон на дли¬ 
ну перпендикуляра, опущенного на нее из сере¬ 
дины другой боковой стороны. 

16. Докажите, что: а) середины сторон четы¬ 
рехугольника - вершины параллелограмма; б) 
площадь выпуклого четырехугольника вдвое 
больше площади параллелограмма с вершина¬ 
ми в серединах его сторон (см. рис. 39.) 

17. а) Через середину высоты равнобедрен¬ 
ного треугольника проведены две прямые, со¬ 
единяющие ее с вершинами основания (см. рис. 
40). Какую часть площади треугольника со¬ 
ставляет каждая из шести частей, на которые 
эти прямые разрезают треугольник? 

б) Каким словом нужно заменить слово 
«высота» в этой задаче, чтобы результат был 
верен для любого, не только равнобедренно¬ 
го, треугольника? 

18. На основаниях АВ и СВ трапеции 
АВСВ взяты точки К и Ь. Пусть Е - точка пе- 



Рис. 39. 



Рис. 40. 
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ресечения отрезков АЬ и РК ; Р - точка пересечения отрезков ВЬ и 
СК. Докажите равенство $> АЕО + 8 ВРС = 5 КЕІР (см. рис. 41.) 

19. Через точку внутри треугольника проведены три прямые, 
параллельные сторонам; они делят треугольник на шесть частей, из 
которых три - параллелограммы. Площади этих параллелограммов 
7^, Т 2 , Т г . Найдите площадь треугольника. 

20. На сторонах АВ и СР треугольника 
АВС взяты точки К и Ь соответственно; О - 
точка пересечения отрезков АЬ и СК (рис.42). 

Найдите плошадь треугольника АВС , если из¬ 
вестны площади 5,, 5 2 , 5 3 треугольников 

АКО, СЬО, АСО. 

21. Точки Р, 0, К - расположены соответ¬ 
ственно на сторонах АВ , ЯС, СА треугольника 
АВС площади $ так, что АР-АВ/3, 

В() = ВС/3, СК-СА/ 3. Найдите площадь 

треугольника А/7ѴК, ограниченного прямыми 
Л0, ДК, СР (рис. 43). 

22. а) Дан треугольник КМЫ. Продолжим 
его сторону МК за вершину К отрезком КА 
таким, что КА = МК , сторону ЫМ - за вершину М отрезком МВ~ та¬ 
ким, что МВ = ЫМ , сторону КЫ - за вершину N отрезком ИС таким, 
что ІѴС = КЫ . Во сколько раз площадь треугольника АВС больше 
площади треугольника КМЮ 

б) Рассмотрим треугольник АВС со сторонами а = ВС, Ь = АС, 
с = АВ и площадью Д. Пусть точки К, Ь, М движутся равномерно по 
прямым АВ, ВС, С А, причем в момент времени I = 0 совпадают с А, 
В, С, а в момент і = 1 - с В, С, А соответственно. Найдите площадь 
треугольника КЬМ как функцию і. 

в) Сформулируйте и решите аналогичные задачи для выпуклого 
четырехугольника. 

23. а) На сторонах выпуклого четырехугольника АВСР взяты 
точки К, Ь, М, Л^так, что: 

АК 3 ВЬ _ 1 СМ 4 РИ 1 

КВ~5 9 ІС“3’ МВ~ 5’ ИА~ 8* 

Найдите отношение площади шестиугольника КВЬМРИ к площади 
четырехугольника АВСР. 

б) При любых ли отношениях ЛЛГ: КВ, ВЬ : АГС7 и т.д. можно ре¬ 
шить эту задачу? 


В 
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24. а) В каком отношении прямая, параллельная основанию тре¬ 
угольника и делящая его площадь пополам, делит его высоту? 
б) Как построить эту прямую циркулем и линейкой? 



25. Каждая сторона выпуклого четырех¬ 
угольника разбита двумя точками в отноше¬ 
нии 1: л/2 :1. Через две соседние с каждой 
вершиной точки проводится прямая (рис. 44). 
Докажите, что площадь четырехугольника, 
образуемого этими прямыми, равна площади 
исходного четырехугольника. 

26. Найдите радиус окружности, вписан¬ 



ной в прямоугольный треугольник, если из¬ 
вестны радиусы г, и г 2 окружностей, вписан¬ 
ных в два треугольника, на которые высота, 
проведенная из вершины прямого угла, делит 
этот треугольник. 

27. Касательные к вписанной в треуголь¬ 
ник окружности, параллельные его сторонам, 
отсекают три меньших треугольника, площади 
которых 5 ]у 5 2 , 5 3 . Найдите площадь тре¬ 
угольника (рис, 45). 

28. Докажите для любой точки М внутри 
параллелограмма АВСИ равенство 

$АМВ + ^СМй — $ ВМС + ^йМА • 

29. а) Две прямые делят каждую из двух 
противоположных сторон выпуклого четырех¬ 
угольника на три равные части. Докажите, что 
между этими прямыми заключена 1/3 часть 



площади четырехугольника (рис. 46а). 

б) Докажите более общее утверждение. 
Пусть п -1 прямых делят каждую из двух про- 

Рис 46 тивоположных сторон выпуклого четырех¬ 

угольника на п равных частей. Тогда они 
разбивают данный четырехугольник на п четырехугольников, пло¬ 
щади которых образуют геометрическую прогрессию. 

в)* Разобьем все стороны выпуклого четырехугольника на п 
равных частей и соединим соответствующие точки на противопо¬ 
ложных сторонах так, что четырехугольник разрежется на п 1 кле¬ 
ток. Пусть п нечетно. Докажите, что площадь центральной клетки 

равна і/л 2 части площади четырехугольника (рис. 466). 
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30. Пусть прямая, параллельная диагонали АС выпуклого четы¬ 
рехугольника АВСИ и проходящая через середину его диагонали 
ЯД пересекает сторону АО в точке Е. Докажите, что прямая ЕС де¬ 
лит площадь четырехугольника АВСО пополам. 


31. Через Середину каждой диагонали выпуклого четырехуголь¬ 
ника проведена прямая, параллельная другой его диагонали. Точка 
пересечения этих прямых соединена отрезками с серединами сто¬ 
рон четырехугольника. Докажите, что эти четыре отрезка делят че¬ 
тырехугольник на четыре равновеликие части. 


32. Докажите, что если одна из сторон треугольника равна полу¬ 
сумме двух других, то радиус его вписанной окружности равен 1/3 

одной из высот. 

33. Докажите для радиуса г а вневписанной 

окружности треугольника, касающейся стороны а 
и продолжений двух других сторон (рис. 47), 
формулу г а =8/(р-а). (Здесь Я - площадь тре¬ 
угольника, р - полупериметр). 

34. а) Докажите, что площадь вписанного в Рис. 47. 
окружность четырехугольника выражается через его стороны а , Ь , с, 
сі по формуле 

3 = лІ(р- а)(р - Ь\р - с\р-<і) , 



где р - полупериметр. 

б) Докажите, что если четырехугольник одновременно вписан¬ 
ный и описанный, то Я = ліаѣссі . 

в) Докажите, что для любого выпуклого четырехугольника 

а 2 +с 2 -Ь 2 -с1 2 ' 7 




2 2 
т п 




) 


где тип - диагонали четырехугольника. 


35. Внутри угла с вершиной О взята точка К. Через нее прово¬ 
дится произвольная прямая /, пересекающая стороны угла в точках 
Ми К 

а) Докажите, что величина 


1 1 
--I- 

8окм $окы 

постоянна (не зависит от прямой Г). 

б) Докажите, что если точка К лежит на биссектрисе угла, то ве- 
1 1 

личина-+-постоянна. 

МО N0 
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36. В треугольник АВС площади $ впи¬ 
сан треугольник площади 5 1 , и около него 

описан треугольник площади 8 2 , причем 

стороны последних двух треугольников со¬ 
ответственно параллельны (рис. 48). Дока¬ 
жите, что 8 2 = ЗД. 

37. 2 Из точки Р выходит четыре луча: 
а, Ь, с, сі (рис. 49). Они пересекают произ¬ 
вольную прямую / в точках А, В, С, Д До¬ 
кажите, что величина «двойного 


отношения» 



Зрво Зрср 8 РАС • 8 РВ0 

не зависит от проведенной прямой /. 


Рис. 49. 38. а) Пусть А', В', С, В, Е, Р - сере¬ 

дины сторон АВ, ВС, СД ВЕ, ЕР, РА про¬ 
извольного выпуклого шестиугольника АВСВЕР . Известна сумма ^ 
площадей треугольников АВС, ВСВ', СВЕ, ВЕР, ЕРА 1 , РАВ\ Най¬ 
дите площадь шестиугольника АВСВЕР. 

б) Пусть А", В”, С", В”, Е" - точки, делящие стороны АВ, ВС, 
СВ, ОД ЕА произвольного выпуклого пятиугольника АВСВЕ в от¬ 
ношении 1:2 соответственно (то есть 

АА : АВ = ВЕ:ВС = ... = 05' :ЕА= =1/2). Известна сумма д пло¬ 
щадей треугольников АВС, ВСВ 1 , СОЕ, ВЕА', ЕАВ '. Найдите пло¬ 
щадь пятиугольника АВСВЕ . 



А В 

Рис. 50. 


39. В трапеции АВСВ {АВ\ СО) на диа¬ 
гонали АС взята точка Р и через нее прове¬ 
дена прямая МИ параллельно прямой АВ 
(точка М лежит на прямой АВ, точка ІѴ- на 
ВС, рис. 50). Где на прямой АС надо взять 
точку Р, чтобы сумма площадей треуголь¬ 
ников АРМъ СРЫ была наименьшей? 


40. Докажите, что площадь любого параллелограмма, лежащего 
внутри треугольника, не превосходит половины площади этого тре¬ 
угольника. 


2 Этот факт связан с основными результатами «проективной геометрии» - 
раздела геометрии, изучающего свойства фигуры, не меняющейся при цен¬ 
тральной проекции. 
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41. Отрезок АО делит треугольник 
АВС на два треугольника. Докажите, что 
радиус круга, вписанного в треугольник 
АВС , меньше суммы радиусов г, и г 2 кру¬ 
гов, вписанных соответственно в тре¬ 
угольники АОВ и АОС (рис. 51). 

42. Пусть а> Ъ, с, сі- последовательные 
стороны выпуклого четырехугольника. 
Докажите неравенства: 

а) 5 <(аЬ + ссІ)/ 2; 

б) 8 <(ас + Ьс!)/2; 



в) В каких случаях неравенства и пунктов а) и б) превращаются 
в равенства? 


43. Дан описанный около круга многоугольник. Докажите, что 
все прямые, делящие пополам одновременно и площадь и периметр 
этого многоугольника, проходят через одну точку. 

44. На основании АО трапеции АВСО взята точка К . Где на ос¬ 
новании ВС нужно взять точку А/, чтобы площадь общей части тре¬ 
угольников АМО и ВКС была наибольшей? 

45. а) На плоскости даны два отрезка, АВ и СГ>. Найдите множе¬ 
ство точек М на плоскости таких, что сумма площадей треугольни¬ 
ков АМВ и СМО равна постоянной величине. 

б) То же для разности площадей треугольников АМВ и СМО . 

в) Докажите, что прямая, соединяющая середины диагоналей 
описанного четырехугольника, проходит через центр вписанной в 
него окружности. 

46. а) Докажите, что если каждая диагональ делит площадь че¬ 
тырехугольника пополам, что этот четырехугольник - параллело¬ 
грамм. 

б)* Докажите, что если каждая из диагоналей АО , ВС, СР делит 
площадь выпуклого шестиугольника АВСОЕР пополам, то эти диа¬ 
гонали пересекаются в одной точке. 

47. Пусть А 1 А 2 ...А п и В,В 2 ...В й - два выпуклых «-угольника с 

соответственно параллельными сторонами: А Х А^В Х В 2 , А 2 А^В 2 В г , 

.... Рассмотрим «-угольник М { М 2 ...М п , вершины которого делят 

отрезки между соответствующими вершинами двух первых много¬ 
угольников в одном и том же отношении то есть 

А к М к = (А к В к ; здесь і - некоторое число между 0 и 1. Докажите, 
что: 
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а) площадь 5(0 многоугольника М Х М 2 -..М п выражается квад¬ 
ратичной функцией от і: 5(0 = аі 1 + Ы + с ; 

б) * дискриминант этого квадратного трехчлена 5(0 неотрица¬ 
телен: Ь 2 > 4 ас («Неравенство Брунна-Минковского»). 

48. а) Докажите «формулу Мебиуса»: 

X 2 - 5Х + # = о , 

где х - площадь выпуклого пятиугольника, 5 - сумма площадей пя¬ 
ти треугольников, отрезаемых от него диагоналями, д - сумма пяти 
попарных произведений площадей соседних треугольников. 

Найдите аналогичные формулы, связывающие площадь пяти¬ 
угольника и 

б) площади пяти четырехугольников, отрезаемых от него диаго¬ 
налями; 

в) площади пяти треугольников, каждый из которых образован 
стороной пятиугольника и двумя его диагоналями. 

49. Три точки движутся по плоскости, каждая - по своей прямой 
и со своей постоянной скоростью. Докажите, что они могут ока¬ 
заться на одной прямой не более двух раз (либо в любой момент 
времени находятся на одной прямой.) ^ 

Попробуйте привести примеры, когда они оказываются на од¬ 
ной прямой два раза, один раз и вообще могут не оказаться на од¬ 
ной прямой. 

50. Рассмотрим плоскость, разбитую сеткой прямых на одина¬ 
ковые квадраты со стороной 1 (бесконечный лист клетчатой бума¬ 
ги). 

а) * Докажите, что площадь любого треугольника с вершинами в 
узлах сетки (в вершинах клеток), не содержащего ни внутри, ни на 
сторонах других узлов, равна 1/2. 

б) * Докажите, что площадь любого многоугольника с вершина¬ 
ми в узлах сетки равна і + г/2 -1, где і - число узлов внутри много¬ 
угольника, а г - число узлов на его сторонах и в вершинах. 
(«Формула Пика».) 

51. Биссектрисы внутренних углов треугольника продолжены до 
точек пересечения с описанной около треугольника окружностью, 
отличных от вершин исходного треугольника. В результате попар¬ 
ного соединения этих точек получился новый треугольник. Извест¬ 
но, что углы исходного треугольника равны 30, 60 и 90 градусам, а 
его площадь равна 2. Найдите площадь нового треугольника. 

52. Высота трапеции АВСИ равна 5, а основания ВС и АО соот¬ 
ветственно равны 3 и 5. Точка Е находится на стороне ВС, причем 
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ВЕ - 2, Е - середина стороны СД а М- точка пересечения отрезков 
АЕ и ВЕ, Найдите площадь четырехугольника АМЕО. 

53. Дан треугольник АВС со сторонами АВ = 6, А С - 4, ВС = 8. 
Точка О лежит на стороне Л В, а точка Е - на стороне Л С, причем 
у40 = 2, АЕ = 3 . Найдите площадь треугольника АОЕ. 

54. Найдите площадь фигуры, координаты точек которой удов¬ 
летворяют соотношениям 

х 2 + у 2 <9 

< у + 1 > О 
3 у + 6 > 2Іх| 

55. Пятиугольник АВСйЕ вписан в окружность. Найдите ее дли¬ 
ну, если ВС = СЕ у площадь треугольника АОЕ равна площади тре¬ 
угольника СОЕ, площадь треугольника АВС равна площади 

треугольника ВСД а 3 АС + 2 ВБ - 5уі5 . 

56. В треугольнике АВС медиана АК пересекает медиану ВО в 
точке Ь . Найти площадь треугольника АВС, если площадь четырех¬ 
угольника КСОЬ равна 5. 

57. В выпуклом четырехугольнике АВСО проведены диагонали 
АС и ВО, При этом оказалось, что /.ВАС = /ВОС , а площадь круга, 
описанного около треугольника ВОС, равна 25я/4. 

1) Найдите радиус окружности, описанной около треугольника 
АВС. 

2) Зная, что ВС-Ъ, АС- 4, /ВАО = 90°, найдите площадь че¬ 
тырехугольника АВСО. 

58. Четырехугольник АВСО вписан в окружность. Длины проти¬ 
волежащих сторон АВ и СО равны соответственно 9 и 4, АС-1 , 
ВО = 8. Найдите площадь четырехугольника АВСО . 

59. В треугольнике ЛВС биссектриса ЛО угла Л и биссектриса ВЬ 
угла В пересекаются в точке Е. Величина угла ЬЕА равна 60°. 

1) Найдите величину угла Л СВ. 

2) Вычислите площадь треугольника ЛВС, если /СЬО- 45° и 
АВ = 2. 

60. Дан треугольник ЛВС, площадь которого равна двум. На ме¬ 
дианах АК, ВЬ и СИ треугольника ЛВС взяты соответственно точки 
Р, К так, что АР : РК = 1, В() : ()Ь = 1 : 2, СД : ДТѴ = 5:4. Най¬ 
дите площадь треугольника Р()К. 

61. В окружности радиуса 4 с центром в точке О проведены два 
диаметра, АВ и СО, так что /АОС = яг/9. Из точки ЛЛ, лежащей на 
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окружности и отличной от точек А, В, С и Д проведены к диамет¬ 
рам АВ и СВ перпендикуляры МО, и МР соответственно (точка ^ 
лежит на АВ, а точка Р на СВ) так, что = 2я/9. Найдите 

площадь треугольника МР(). 

62. В треугольнике АВС длина биссектрисы АЬ равна /, в Д АВЬ 

вписана окружность, касающаяся стороны АВ в точке К, ВК = 6. На 
сторонах АВ и ВС в Д АВС выбраны соответственно точки Ми N 

так, что прямая МѴ проходит через центр окружности, вписанной в 
А АВС, причем МВ + ВЫ = с . Найдите отношение площадей тре¬ 
угольников АВЬ и МВИ, 

63. Площадь трапеции АВСВ с основаниями АВ и ВС {АВ > ВС) 
равна 48, а площадь треугольника АОВ , где О - точка пересечения 
диагоналей трапеции, равна 9. Найдите отношение оснований тра¬ 
пеции -АВ: ВС, 

64. В треугольнике АВС точка В лежит на АС, причем АВ = 
= 2 ВС, Точка Е лежит на ВС, Площадь треугольника АВВ равна 3, 
площадь треугольника АЕВ равна 1. Отрезки АЕ и ВВ пересекаются 
в точке О, Найдите отношение площадей треугольников АВО и 
ОЕВ, 

65. В треугольнике АВС сторона А С не длиннее 3, сторона ВС не 
длиннее 4, а его площадь не меньше 6. Найдите радиус описанной 
около треугольника АВС окружности. 

66. Диагонали равнобедренной трапеции перпендикулярны. 
Найдите площадь трапеции, если ее средняя линия равна 5. 

67. В прямоугольном треугольнике АВС точки ВиЕ лежат соот¬ 
ветственно на катетах ВС и АС так, что СВ = СЕ = 1. Пусть О — точ¬ 
ка пересечения отрезков АВ и ВЕ, Площадь треугольника ВОВ 
больше площади треугольника АОЕ на 1/2. Кроме того, известно, 

что АВ = ѴГО . Найдите длину гипотенузы АВ, 

68. В треугольнике АВС : АВ = 10, ВС = 12, АС = 8. На отрезке 
АВ взята точка К так, что АК: КВ = 2 : 3, а на стороне ВС - точка М 
так, что ВМ : МС = 2 : 1. На отрезке КМ взята точка О так, что 
КО : ОМ =4:5. Площадь какого из треугольников: АВО, ВСО или 
АСО является наименьшей? 
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Ответы, указания к п. 8. 

15. Легко доказать аналогичное утверждение для параллело¬ 
грамма. 

16. Проведите диагонали четырехугольника. 

17. б) Это слово - медиана. 

18. Соедините точки ^иіи воспользуйтесь свойством С-1. 

19. См. задачу 9 в тексте. 

20. Легко найти 8 К01 . Поскольку 3 АК1 : 3 ВК1 = 8 ЛКС : 8 вкс = 
= АК : КВ , получаем линейное уравнение относительно 8 ВК1 . 

21. Найдите отношения, в которых один из проведенных отрез¬ 
ков делится другим. Для этого удобно через точки деления провес¬ 
ти прямые, параллельные одному из делящих отрезов. 

22. а) Соедините точки К, Ми N соответственно с точками В, С 
и А; ВК - медиана ААВМ , КМ- медиана АВКК и т.д. 

23. Найдите отношение площади каждого из отрезаемых тре¬ 
угольников к площади соответствующего треугольника, отрезаемо¬ 
го от четырехугольника диагональю. 

25. Второй четырехугольник - параллелограмм, стороны кото¬ 
рого соответственно параллельны диагоналям первого. 

26. Все три треугольника подобны между собой. 

27. Найдите сумму периметров отсеченных треугольников, вос¬ 
пользовавшись таким известным фактом: если из точки провести к 
окружности две касательные, то их отрезки от этой точки до точек 
касания равны. 

29. б) Можно разрезать каждый из п четырехугольников диаго¬ 
налью на два треугольника так, что площади п треугольников с ос¬ 
нованиями на одной стороне исходного четырехугольника будут 
составлять арифметическую прогрессию (для любой пары соседних 
треугольников разность их площадей одинакова). 

30. Два отрезка, соединяющие середину одной из диагоналей 
четырехугольника с концами другой диагонали, тоже делят пло¬ 
щадь четырехугольника пополам - эти отрезки являются медианами 
соответствующих треугольников. (Эта задача показывает, как с по¬ 
мощью циркуля и линейки провести через вершину четырехуголь¬ 
ника прямую, делящую площадь пополам.) 

31. Сравните с задачей 30. 
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32. Точка пересечения медиан отсекает треть от каждой из них. 

33. Попробуйте выразить отрезки, на которые делится сторона 
треугольника точкой касания, используя факт из указания к задаче 
27. 

34. а) Можно использовать результат задачи 34в и теорему Пто¬ 
лемея (см. раздел 5). 

в) Выразите стороны четырехугольника через отрезки его диа¬ 
гоналей и угол между ними. 

35. Проведем через точку К отрезок, который делится в этой 
точке пополам и имеет концы на сторонах угла -Р на стороне ОМ и 
О, - на стороне ОМ (см. решение задачи 13). Пусть 2$, х, у и 2 - пло¬ 
щади треугольников ОР(), ОМК , ОМК и ОМЫ соответственно. То¬ 
гда из равенств 

х ОМ МЫ 2 

Х + у-2 И — =-=-=- 

* ОР 2 Ш 2 у 

получаем, что 

1 1 _ 2 _ 2 
х у ху 8 

(мы использовали, что ОК - медиана в треугольнике ОРО). 

36. Можно доказать, что больший и меньший треугольник гомо¬ 
тетичны, то есть большой получается из меньшего растяжением с 
некоторым центром О, и рассмотреть отношения площадей тех ку¬ 
сочков, на которые треугольники делятся отрезками, соединяющи¬ 
ми точку О с вершинами большего треугольника. 

37. Докажите, что рассматриваемая величина - «двойное отно¬ 
шение» площадей - равна такому же «двойному отношению» сину¬ 
сов углов между лучами, т.е. константе. (Заметим, кстати, что она 
равна также двойному отношению отрезков, высекаемых данными 
лучами на проведенной прямой.) 

38. б) 8 ЛВС = —8 ЛВС +—8 аво • 

39. Несложное рассуждение показывает, что отрезок МЫ должен 
делиться диагональю АС пополам. 

40. Параллелограмм, лежащий внутри треугольника, удобно 
превратить во «вписанный параллелограмм» (все вершины которо¬ 
го лежат на сторонах треугольника) преобразованиями, сохраняю¬ 
щими или увеличивающими его площадь - передвижением одной 
из его сторон параллельно другой или одновременным увеличением 
двух параллельных сторон. 



41. Удобно воспользоваться формулой 5 = рг. 

43. Эта точка - центр вписанного круга. 

44. Искомая точка М такова, что ВМ : МС = АК : КВ . 

45. а) Пусть прямые АВ и СВ пересекаются в точке О, точка Р 
лежит на прямой АВ и ОР = АВ , точка 0 лежит на прямой СВ и 
0() = СВ . Пусть П - параллелограмм с центром в точке О, две из 
вершин которого - точки Р и 0. Тогда множество точек границы 
любого параллелограмма, гомотетичного П с центром О, удовле¬ 
творяет условию. 

46. б) Предположим, что диагонали не пересекаются в одной 
точке. Рассмотрим три пары треугольников, образуемых двумя диа¬ 
гоналями и соответствующей парой противоположных сторон шес¬ 
тиугольника. Из условия следует, что эти треугольники в каждой 
паре равновелики, поэтому произведения тех сторон треугольников, 
которые расположены на соответствующих диагоналях, равны. По¬ 
лучаются три равенства. Запишем их так, чтобы левые части содер¬ 
жали стороны треугольника, ограниченного диагоналями 
шестиугольника (тогда правые части этих равенств не будут содер¬ 
жать сторон указанного треугольника). Перемножив почленно три 
полученных равенства, придем к противоречию. 

47. Удобно воспользоваться методом полной математической 
индукции. Для треугольников утверждение доказывается несложно, 
так как два треугольника с параллельными сторонами либо гомоте¬ 
тичны, либо получаются друг из друга параллельным переносом; в 

этом случае функция 5(1) - квадратный трехчлен вида а(і-1 0 ) 2 

(или константа). При доказательстве того, что если утверждение 
верно для (и-1) -угольника, то оно справедливо и для и-угольника, 
удобно использовать такую теорему: в выпуклом и-угольнике 
(п > 4 ), отличном от параллелограмма, найдутся два соседних угла, 
сумма которых больше 180°. 

48. Можно использовать векторы и формулу (9'). 

Пусть а, Ъ, с, гі - векторы, проведенные из вершины Е к верши¬ 
нам А , В , С, В пятиугольника АВСВЕ (порядок вершин соответст¬ 
вует обходу против часовой стрелки). Используя тождество Якоби 
(формулу (12), приведенную в указании к упражнению 7-3 на стра¬ 
нице 29), получим 

[а, ЬІС, а] +[ь, с][а, а] +[с, а][ъ, а] = о . 

Остается выразить все кососимметрические произведения через 
площади , 5 2 ,..., л 5 треугольников АВС , ВСВ , СВЕ 9 ВЕА , ЕАВ и 
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площадь х пятиугольника: [а, Ь] = 2з { , [Ь, с] = 2(х - ^ - .у 4 ), [с, а] = 
— *“ 2 (х *“ $2 ~~ *^4 )»* * * * 

49. Площадь треугольника с вершинами в данных движущихся 
точках - модудь квадратного трехчлена от времени /. 

50. а) Можно дополнить данный «элементарный» треугольник 
до «элементарного» параллелограмма (симметрично отразив его 
относительно середины любой из сторон). Параллельными перено¬ 
сами этого параллелограмма, при которых одна из его вершин пе¬ 
редвигается в произвольный узел сетки, вся плоскость покрывается 
в один слой. Теперь можно доказать, что площадь «элементарного» 
параллелограмма равна 1, например, рассмотрев «очень большой» 
квадрат пхп , оценив, сколько построенных «элементарных» па¬ 
раллелограммов его покрывают (их число отличается от п 2 не бо¬ 
лее чем на величину порядка сіп, где сі - диагональ 
параллелограмма) и устремив п к бесконечности. 

Другое доказательство можно получить, превратив любой «эле¬ 
ментарный» треугольник в половинку единичного квадрата не¬ 
сколькими такими преобразованиями: одна из вершин треугольника 
симметрично отражается относительно другой - вершины тупого 
угла, - при этом наибольшая сторона треугольника уменьшается 
(подробнее см. «Квант» №12 за 1974 г.). 

б) Любой многоугольник можно разрезать на «элементарные» 
треугольники. Их количество можно выразить через і и г, вычислив 
дЬумя способами сумму всех внутренних углов этих треугольников. 
Можно действовать несколько иначе: доказать аддитивность фор¬ 
мулы Пика при разрезании многоугольника (не обязательно выпук¬ 
лого) на два - разумеется, тоже с вершинами в узлах сетки. 

51. С помощью теоремы о вписанных углах можно найти углы 
нового треугольника, затем использовать теорему синусов. 

52. Пусть N - точка пересечения ВР и АЕ. Тогда 8 ЛМРО = 
= $лт ~ $от - 


53. $аое “ 


АР АЕ 
АВ АС 


'АВС' 


9 9 

54. Ответ: — *г + — . 

2 2 


55. Докажите, что А С II ДЕ и ВС II АВ. 

56. Пусть 8 авс = $. Тогда 8 ЛВ о = 8/ 2 , 8 В1К = 8/6 (докажите). 

57. Ответ: 1)5/2; 2)234/25. 
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58. Положим /ВАС = /ВПС = а, /АВП - /А СП = р . Тогда 
один из углов между диагоналями равен а + р . Затем следует вос¬ 
пользоваться теоремой синусов и немного вспомнить тригономет¬ 
рию. 

59. Докажите, что около четырехугольника СРПЬ можно опи¬ 
сать окружность. 

60. Точка О пересечения медиан делит каждую из них в отно¬ 
шении 2:1, считая от вершины. Используя этот факт, докажите, что 
площадь каждого из треугольников ОАВ , ОВС , ОСА равна 2/3. 

. 2л . п 

81П-51П—. 

9 9 


61. Ответ: 4л/3 


62. Обозначим: О - центр вписанной в треугольник АВС окруж¬ 
ности, /АВО - /ЬВО = р . Тогда можно доказать, что 


-АВВІ$т2р = -(АВ + ВЬ)ВО-5тр => 
2 2 


Аналогично из треугольника МЫВ: 


ж-вм 

мв+ви 


АВВЬ 
АВ + ВЬ ' 
ВО 
2созД 


ВО 
2соз Р 

Отсюда 


можно найти 


^АВі 


63. Воспользуйтесь подобием треугольников ВОС и АОИ и тем, 
что треугольники АОВ и ВОС имеют общую высоту. 

64. Докажите параллельность прямых АВ и ОЕ. 

65. В цепочке соотношений 

6<5 авс =—АС-ВС -8Іп АС< —-3 4-зтАС -бзіп^С <6 
2 2 

все неравенства обращаются в равенства. 


66. Пусть АВСО - равнобедренная трапеция, у которой АП 
большее основание, а Н - основание высоты, опущенной из точки 
В. Докажите, что ВН = НП. Затем, если разрезать трапецию вдоль 
отрезка ВН и совместить сторону АВ полученного треугольника со 
стороной СП трапеции, получится квадрат, площадь которого легко 
найти. 


67. 8 все = 8 асо + -, откуда -СЕ-ВС =—СО АС+— => ВС = 

2 2 2 2 

= АС + 1. Все необходимые значения длин отрезов можно найти с 
помощью теоремы Пифагора. 

68. Ответ: АСО. 
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Послесловие 


Эта брошюра основана на опубликованных ранее текстах для 
ВЗМШ, в подготовке которых принимали участие П.Кантор, 
Ж.Раббот, В.Гутенмахер. 

При переработке были добавлены два последних раздела, а так¬ 
же целый ряд новых задач, подобранных Е.Пушкарь. Существенно 
переработаны и первые разделы - при этом учтены предложения 
В.Гутенмахера, Ж.Раббота и преподавателей математического от¬ 
деления Всероссийской заочной многопредметной школы, которым 
автор приносит глубокую благодарность. 

Набор и компьютерная верстка Е.Пушкарь. 


Контрольная работа 

Обязательные задачи: 15,166, 18,22а, 24а, 26,28, 30, 39,46а. 

• Дополнительные задачи: 20, 21,23а, 25,27, 29а, 32, 36, 38а, 426. 


Критерии оценок 





Обязательные задачи 

Дополнительные 

задачи 

Оценка 

зачет 

4 

5 

4 

5 

Количество ре¬ 
шенных задач 

5,6 

7,8 

9, 10 

4,5 

6-10 


Срок отсылки задания - 
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Несколько слов о Н.Б.Васильеве 

Автор этой книги - Николай Борисович 
Васильев ушел из жизни в 1998 году в 
возрасте 57 лет. Это был не только 
талантливый математик, энциклопедически 
образованный , ученый и просветитель. 

Н.Б.Васильев был прекрасным человеком, и 
к тому же интеллектуалом самого высокого 
уровня. 

Блестяще обучаясь еще на первом курсе 
механико-математического факультета МГУ 
Николай Борисович начал работать со 
школьниками. Вскоре Николай Борисович стал одним из лидероі 
работы со школьниками: был одним из руководителей знаменитой 
математического кружка при МГУ, активно участвовал в организа 
ции Всесоюзной, а затем и Всероссийской олимпиады (более 10 ле: 
Николай Борисович был членом Оргкомитета, а также заместителеіѵ 
академика А.Н.Колмогорова, Председателя Методической 
комиссии по математике Всесоюзной олимпиады), организовыва.і 
вместе с академиками И.М.Гельфандом и И.Г.Петровским первую і 
стране ВЗМШ- заочную математическую школу при МГУ (ныне 01 
ВЗМШ). 

Автор большого количества книг и статей, он всегда добивалс* 
простоты изложения, глубины содержания, умел очень точно 
наглядно, образно и красиво изложить самые запутанные и трудные 
вопросы. Николай Борисович умел показать единство и красот) 
математики. 

Пособие, которое Вы держите в руках впервые было издана еще 
в конце шестидесятых годов, затем перерабатывалось автором 
Книга не потеряла своей актуальности и сейчас. 
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Задачи эстпител. ной контрольной работы в ВЗМШ 1990 г. 

I* Два велосипедиста выедали одновременно навстречу 
друг .-.ругу аз пунктов Уі и /Ь и встретились через час. 

Прибыв в пункты^ и ^ соответственно* волосикедиеты сразу же 
повернули назад к встѳтллись вновь. Через сколько времени 
после первой встреча ото произошло? 

2. Дана квадратная таблица размером 4x4 клетки. Можно ли 
пометить некоторые клетки крас тикали так,чтобы в ка ..дом столбце, 
в картой строке ш на ка.здой большой диагонали стояло: а) по два 
крестика? б) по три крестика? 

3. Натуральное число* делящееся на 3? $ должно иметь в де¬ 
сятично*. записи 2 1990 ци§>р, причем первые 1990 цифр должны быть 
одинаковы и после..,нив .1390 цифр должны быть одинаковы. Какими 
могут быть эти цифры? 

4 а 

4. а) Докажите, что сумма катетов прямоугольного треуголь¬ 
ника равна сумме диаметров, вписанной в него и описанной около 
него окружностей. 

б) 'ВысотаА прямоугольного треугольника долит ого на два 
меньших треугольника. Во все три треугольника вписаны окружиоет 
сти. Найдите сумму радиусов этих окружностей. 

5. Два пешехода вышли навстречу друг другу одновременно 

из пунктов*/ и Ь • Через два часа они встретились и продолжили 
путь в том же направлении, причем первый пришел в & через три 
часа после того, как второй пришел в Л . Сколько времени шел 
иЭ. сдыи? 


б. В точках Р и $ посреди океана находятся два корабля. 
Расстояние и $ ровно Ь 0 ка, корабли одновременно начинают 
двигаться прямолинейно в неизвестных направлениях с постоя наши 
скоростями 15 км/ч и 20 км/ч, пока не встречаются ,,руг с другом. 
Каково наибольшее возможное время их движения до встречи? 

уд В квадра тв/ІМ со сторон о* а расположена четверть окруж¬ 
ности о центром <А . отрезок касается этой кривой (точки кМ 
ш А/ лежат на стрронах/нб а С% соответственно). 

Докажите, что іА/, і? + (і А/ > Сі„ 


таких, 420 



Сроди всех 



дробей і>/<? 



найдмдробь с наименьшим возможным знаменагелем 


^ и и - натуральные числа.) 



9. В городе Буле некоторые жители - лжецы, и они всегда 
лгут, а все остальные всегда говорят правду. Однажды в одной 
комнате находилось несколько жителей атого города, и ые.іду ними 


состоялся следующий ‘разговор. 

- Нас тут не больше трех человек. Все мы - лжецы. 

- Нас тут не больше четырех человек. Но все мы лжецы. 

- Нас тут пятеро. Трое из нас - лжецы. 

Определите, сколько в комнате человек и сколько среди пах лжецов. 


ІО. Найдите числам у из уравнения 


Л х 



4 


-г /К ч -- ^ Ху і 

II. Найдите все такие пары натуральных чисел 
числоделится на І+і ^ а число 3$ ^/делится на 


4?;/)* что 

у/ /У. 


12. 'Начнем строить последовательность цифр I,2,5,3... 
следующим образом. Первая цифра равна I, далее - если написано 
сколько-то первых членов последовательности, то очередной член 
в. чисдяѳтся такг к сумме всох уже написанных цифр прибавляется 
последняя из написанных цифр и берется последняя цифра полученной 
такам образом суммы - она ш ость очередной член последовательности 
(Проверьте, что написанные нами цифры получены по утому правилу.) 
Какая цифра будет стоять на 1990 м место? 

13. Для каждого четырехзначного числа составляется дробь: 
отношение суммы цифр числа к самому числу. Для какого четырех¬ 
значного числа эта дробь наибольшая? 



